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Uvod

V didaktice matematiky je dnes béznou praxi budovat teorii goniometrie
v ramci riznych stupnt vzdélavani. V této praci se zamérime na funkce sinus
a kosinus, které zavadime nékolikrat rtiznymi zptsoby. Podle vzdélavacich plant
objevujeme v devaté tridé zéakladni skoly sinus a kosinus pres poméry délek stran
v pravouhlych trojtihelnicich, na stredni skole pak sinus a kosinus definujeme pres
souradnice bodi na jednotkové kruznici a na vysoké skole nakonec k zavedeni sinu
a kosinu vyuzijeme jednak mocninné rady, jednak vyznacné vlastnosti funkci a
dale také souvislosti sinu a kosinu s exponencialou.

Vyse popsané rozvrstveni latky ma — jak v této praci ukazeme — dobré dtvody,
protoze v kazdém stupni vzdélavani pracujeme s riznymi matematickymi objekty
a sinus a kosinus aplikujeme jinym zpiisobem. Rozc¢lenéni teorie goniometrie s se-
bou ale prinasi riziko, ze bude latka probirana izolované a bez navaznosti, a tedy
nekompaktné. Pravé proto se v této praci zamérime na to, abychom jednotliva
zavedeni vzajemné provazali, a tak demonstrovali to, ze rizna zavedeni sméruji
k jediné teorii.

Prace je rozdélena do ¢tyt kapitol.

V prvni kapitole nahlédneme na to, co vedlo lidi ke zkouméani funkei sinus
a kosinus a jakym zptisobem se teorie okolo téchto funkci rozvijela.

Ve druhé, treti a c¢tvrté kapitole si pak postupné predstavime zakladoskolské,
sttedoskolské a vysokoskolské zavedeni sinu a kosinu. Kazdou z téchto kapitol za-
¢neme kratkym motivac¢nim tvodem, ve kterém strucéné vysvétlime, proc a jak si-
nus a kosinus na daném stupni zavadime. Druhou a tfeti kapitolu navic zakonc¢ime
pohledem do zakladoskolskych a stredoskolskych ucebnic, kde kratce okomentu-
jeme, jaké alternativni cesty zavedeni existuji, jaké nepresnosti se v ucebnicich
objevuji a v ¢em se muzeme danymi uc¢ebnicemi inspirovat.



1. Historie

Dtive, nez budeme zkoumat rizna zavedeni sinu a kosinu, se podivejme na to,
v jaké dobé a proc se lidé goniometrii zabyvali a jakym zptsobem teorie okolo sinu
a kosinu vznikala. Vyjdeme z ¢lanku Vypocty hodnot goniometrickych funkei [1J,
z knihy Trigonometric delights [2], ze zavéreéné prace Definice funkce sinus [3] a
z videa Angle sum formulae [4]. VSechny vysledky budeme kvuli srozumitelnosti
popisovat v modernizované podobé.

Poznatky z goniometrie provazi clovéka jiz od dob staroveku. Jak doklada
Rhindtv papyrus z 16. stol. pt. n. 1., na tzemi Egypta se provadély vypocty
tzv. sklonu pyramidy, ve kterych vystupuje pomér, ktery se dnes vyskytuje v defi-
nici funkce kotangens (,,prilehld odvésna ku protilehlé odvésné“)ﬂ Jednotny sklon
pyramidy, to jest aby byly vSechny stény pyramidy vi¢i zemi naklonény pod stej-
nym thlemP] byl tehdy zésadni pro stavitelstvi.

V Recku se zase od 2. stol. pf. n. 1. kviili astronomickym vipoétiim syste-
maticky zkoumaly délky tétiv kruznice o poloméru R v zavislosti na volbé pfi-
slusného stredového thlu. Dokladaji to tabulky hodnot délek tétiv od Hipparcha,
které K. Ptolemaios sepsal ve 2. stol. v dile Almagest.

Hodnota sin a odpovida ve starovekém pojeti poloviné délky tétivy ¢ prislusné

stfedovému tihlu 2¢, kterd je vydélend polomérem R kruZnice k, tedy sina = 55

2R
(srov. obrdzek [L.1)).

Obrézek 1.1: Kruznice k£ o poloméru R s tétivou ¢ prislusici stredovému thlu 2a.

V Almagestu také zaznéla znaméa Ptolemaiova véta, ktera 1ika, ze soucin délek
uhlopricek libovolného tétivového ctyruhelniku ABCD je roven souctu soucini
délek dvojic jeho protilehlych stran, tedy

|AC| - |BD| = |AB| - |CD| + |AD| - |BC|. (1)

1Sklonem pyramidy oznacovanym jako seged rozumime z matematického hlediska pomér
poloviny délky podstavné hrany a vysky pravidelného c¢tyrbokého jehlanu. Tento pomér lze
vyjadFit funkef thlu, ktery svird boéni sténa jehlanu s podstavou (str. 121 v [1]).

2Egyptsti matematici ovem je§té neznali pojem thel.

3



Ptolemaiovu vétu sice v této praci dokazovat nebudeme, ale ukazeme, ze tato
véta odpovidd dnesnim souc¢tovym vzorcim pro sinus (viz véta (3.2]). Zabyvat se
budeme pouze hodnotou pro sinus souctu argumentu.

Volme kruznici k se sttedem S o priiméru
|BD| =1,

kde B, D € k, a déale body A, C tak, ze A, C lezi na kruznici k ve dvou ruznych
kruhovych obloucich nad BD (kvuli struénosti budeme zkoumat jen ptipad, ve
kterém body A, S,C nelezi na primce a tthel ASC je stfedovy thel piislusny
obvodovému thlu ADC, viz obrézek [1.2)). Potom jsou thly ZBAD a ZBCD
z Thaletovy véty pravé.

Obrazek 1.2: Tétivovy ctytthelnik ABC'D vepsany do kruznice k se stfedem S
o prumeéru |[BD| = 1.

Jestlize oznacime Z/BDA, resp. ZBDC jako tq, resp. t, potomz ABAD a ABCD,
které maji preponu délky 1, dostaneme
|AB| =sint;, |CD| = costs, |AD| = costy, |BC| = sints.
Jelikoz je ABC'D tétivovy ¢tyiihelnik, miizeme pro néj pouzit vztah a ziskat
|AC|-|BD| = |AB|-|CD|+ |AD| - |BC|
|AC| - 1 = sint; - costy + costy - sinty.
Zbyva ukéazat, ze |AC| odpovidd hodnoté sin(t; + t5).

Uvazujme AACS. Tento trojuhelnik je rovnoramenny, nebot

1

Déle plati, ze |ZASC| = 2(t; + t3), nebot LASC je stiedovy uhel prislusny
obvodovému thlu ADC'. Najdéme vysku ke strané AC' a patu této vysky oznacme
jako P. Potom v pravotihlém AAPS plati, ze

1
AP = S |AC], |ZASP| =t + ts.



Z toho uz v AAPS dostaneme, ze

|AC

1
2

_ AP 3

sin(t1 +t2) = |AS| =

— |AC|.

Nyni, po kratké odbocce k souvislosti souc¢tovych vzorci a Ptolemaiovy véty,
se podivejme na to, jak se goniometrie vyvijela v dalsich stoletich.

Na pielomu 5. a 6. stol. n. 1. zacal indicky matematik Arjabhata pracovat
s polovinou délky tétivy, nazyval ji ardha-dZja nebo zkracené dZja, coz bylo ve
12. stol. pres arabsky preklad dZaib prelozeno do latiny jako sinus, tzn. ,zaliv,
oblouk, zahyb*®.

Arjabhata také zacal pouzivat sinus doplitkového thlu, ktery pozdéji na pre-
lomu 16. a 17. stol mj. anglicky matematik E. Gunter oznacil jako co.sinus (od-
vozenim z latinského vyrazu complementi sinus) a ktery J. Newton ve svych
ucebnicich preznacil na cosinus.

Az do 16. stol. se goniometrii (zejm. sférickou trigonometrii) zabyvali hlavné
astronomové a tézisté jejich badani spocivalo v aproximaci funkénich hodnot.
Od 17. stol. byly popisovany vztahy mezi funkcemi a znalost goniometrie se roz-
sitila do vicero odvétvi, napi. v délostrelectvi se siny pouzivaly pri vypoctech
doletti stfe]E] a v mechanice pri popisu kmitani kyvadla.

Jiz. od 17. stol. a zejm. v 18. stol. se goniometrie zasluhou A. Moivrea, L. Eulera
a dalsich propojila s analyzou a algebrou.

Vyznamny aplikacni potencial pak goniometrii dodal v 19. stol. mj. J. Fourier.
Jak ukazal, kazdou periodickou funkeci 1ze aproximovat souc¢tem funkei, které maji
ve svém zakladu sinus a kosinus (str. 227 v [5]). Poznamenejme, Ze periodickym
pribéhem lze popsat napt. frekvence hudebnich téni, jelikoz vznikaji pravidelnou
vibraci struny nebo jiného materialu.

2 .
3Dolet stfely R se vypodité dle vzorce R = M, kde vg je rychlost stiely pri vystreleni
(tzv. Gstové rychlost), « je thel vystfelu vici zemi a g je tihové zrychleni. Hodnota R proto

zavisi pouze na velikosti a a dosahuje pfi dané rychlosti svého maxima pro o = 7 (str. 51 v [2]).



2. Zavedeni sinu a kosinu na ZS

2.1 Prodé zavadét sinus a kosinus

Zavedeni sinu a kosinu je na zakladni skole vyznamnym aparatem, ktery nam
pomaha tesit konkrétni problémy z praxe. Uvedme jeden priklad.

Predstavme si tulohu, ve které mame urcit thel stoupani kabinkové lanovky,
jestlize vime, ze lanova draha s trajektorii ve tvaru tsecky délky 1650 m pre-
konava celkové prevyseni 825 m (srov. str. 79 v [6]). Poznamenejme, Ze na tuto
ulohu nahlizime z matematického hlediska jako na tkol urcit velikost vnitiniho
uhlu v pravothlém trojihelniku s odvésnou protilehlou tomuto thlu délky 825 m
a preponou délky 1650 m.

Obréazek 2.1: Schematicky zakreslend lanovka (kabinky modrou barvou) s vyzna-
¢enym prevysenim 825 m a drahou 1650 m.

S matematickou teorii, kterou na zacatku 9. tiidy zakladni skoly zname,
umime vysledné feseni najit pouze zméfenim thlu stoupani (srov. str. 67 v [1]).
Jestlize ovSem nemame k dispozici vhodné métici néstroje, budeme potrebovat
objevit jiny zptisob Teseni.

Nabizi se pozorovat, zda mezi délkami stran a velikostmi vnit¥nich thli v pra-
vouhlych trojihelnicich neplati néjaké vztahy. Abychom méli vice tdaji pro po-
rovnani, je dobré pro dany vnitini ostry tthel zkoumat vice rtiznych pravoihlych
trojihelniki, u kterych zmérime délky stran. VSimnéme si, ze poméry délek od-
vésen (uvazujeme v kazdém trojihelniku jednu odvésnu po druhé a rozliSujeme
je dle polohy k danému tihlu) a prepony zustavaji v kazdém z téchto trojihelniku
zachovany. Je to dano tim, ze vSechny zkoumané trojihelniky se shoduji ve dvou
tthlech, tedy jsou podobné. Mizeme tak definovat dvé funkce, které budou kaz-
dému vnitfnimu ostrému thlu pravothlého trojihelniku jednoznac¢né prirazovat
pomér délky kazdé jeho odvésny a prepony.

Témito funkcemi budou sinus a kosinus. Jejich zavedeni si predvedeme v dalsi
¢asti 2.2 na zakladé ucebnic Podobnost a funkce ihlu [7] a Matematika pro 9. roc-
nik zdkladni skoly a nizsi tfidy gymnazia [8]. Poté se vratime k tloze o lanovce
a ukdzeme, jak s pomoci definovanych funkei nalézt jeji feseni (viz pozndmkal[2.7)).



2.2 Zakladoskolské zavedeni

Definice 2.1. Nechf je dan trojthelnik ABC s pravym thlem pii vrcholu C.
Oznac¢ime-li « thel pti vrcholu A, pak tikame, ze strany AC, resp. BC' jsou
odvésnou prilehlou, resp. protilehlou Ghlu « (viz obrézek .

Poznamka 2.1. Pro thel § pri vrcholu B plati, ze strany AC, resp. BC' jsou
odvésnou protilehlou, resp. prilehlou thlu f.

A

odvésna
prilehla

thlu «

C

odvésna protilehla hlu «

Obrazek 2.2: AABC' s oznacenim odvésny prilehlé, resp. protilehlé tihlu a.

Uvazujme dva trojuhelniky shodujici se v pravém thlu v a thlu «, ozna¢me
je AABC a NA'B'C".

Tzv. véta uu nam 1ika, ze maji-li trojuhelniky dva shodné vnitini dhly, pak
jsou tyto trojuhelniky podobné. Podobnost trojihelnikti se vyznacuje tim, ze
pomeéry délek prislusnych stran trojihelnikii nabyvaji pro kazdou dvojici stran
stejné hodnoty.

Proto dostavame pro AABC a AA'B’'C’ pii béZném pojmenovani stran na-
sledujici rovnost:

Vidime, zZe vnitinimu thlu « v libovolném pravouhlém trojihelniku prislusi prave
jedna hodnota vyjadiujici pomér jeho protilehlé, resp. ptilehlé odvésny a prepony.

Definice 2.2. Pomér odvésny protilehlé ihlu «v (tedy strany a) a pfepony (tedy

strany c) nazveme sinus tihlu . Pouzivame znaceni sina = 2.

Definice 2.3. Pomér odvésny prilehlé thlu « (tedy strany b) a prepony (tedy
strany c) nazveme kosinus thlu «. Pouzivime znaceni cos a = g

Déle zkoumejme vlastnosti sinu a kosinu. Nejprve ziskejme predstavu o tom,
jakych hodnot nabyvaji sin «, resp. cos a pro rtizné «, a pak se zaméfme na urceni
hodnoty sin «, resp. cos a pro konkrétni .

Pro a € (0°,90°) jsou hodnoty sin «, resp. cos « z intervalu (0, 1), jelikoz délka
odveésny je vzdy kladné ¢islo ostie mensi nez délka prepony. Zatimco hodnota sinu
s volbou vétsiho ostrého thlu roste, hodnota kosinu klesa. Toto tvrzeni zformu-
lujeme na zakladé obrazku matematicky a nésledné ho dokazeme (str. 71

v [7]).



A1:A2 B1:B2

Obrazek 2.3: AA;B1CY, resp. AA;ByCy (A1By = A3Bs), s pravym thlem pri
vrcholu C, resp. Cs a s vnitinim ostrym thlem a4, resp. as pii vrcholu A; = A,.

Véta 2.1. Necht pro AAB;Cy a AA;ByCy s preponou A1 B; = A B, plati, ze
a1 < g, Potom

BCy| . |BCy A

< sin &« a COos« = |A202|
2 — 1 —
4,3, 4,5,] 4,B,]

 |ABy|

sinay = > COS Q9

Diikaz. 7 obrizku vidime, ze skutecné |ByCy| < |B2Cy| a |A2Cs| < |A1CY|,
nebot v AByC1Cy, resp. AA;CyC lezi BoCy, resp. A1Cy proti tupému thlu. [

Vsimnéme si, ze délka odvésny protilehlé, resp. prilehlé thlu a vzhledem
k dané preponé AB zavisi pouze na velikosti thlu a. Jestlize budeme uvazo-
vat kazdy uhel a z intervalu (0°,90°), dosdhne tato délka vsech moznych hodnot
(mezi 0 a |AB|)[| Hodnoty viech sin a, resp. cos a tak zcela pokryif interval (0, 1)
(str. 72 v [7]).

Nyni se podivame na to, jak hledat hodnoty sin «, resp. cos a pro dané a.E|

Hodnoty sin a;, resp. cos a aproximujeme konstrukéné. Volime 100 mm dlouhou
preponu, nad ni sestrojime pravouhly trojihelnik s vnitinim ostrym thlem o
a zméiime délku prislusné odvésny (str. 70 v [7]).

Poznamka 2.2. Hodnoty sina, resp. cosa pro a = 0° a a = 90° miizeme
dodefinovat nasledujici ivahou (str. 71 a 83 v [7]). Zmensovanim ostrého thlu pti
zachovani délky prepony zkracujeme jeho protilehlou odvésnu a prilehlou odvésnu
priblizujeme délce prepony, je tedy logické polozit

sin0° = 0, resp. cos0° = 1.

Zvétsovanim ostrého thlu naopak prodluzujeme odvésnu protilehlou a prilehlou
odvésnu zkracujeme, proto definujeme

sin90° = 1, resp. cos90° = 0.

Wyplyva to z véty o nabyvani viech mezihodnot, kterou nalezneme na str. 107 v [9], nebo
z dikazu zalozeném na obrazku uvedeném ve stredoskolském zavedeni

2U¢ebnice (str. 62, resp. 67 vlﬁlstr. 70 v [7], str. 62, resp. 69-70 v [10], str. 91-92, resp. 95-96
v [II], str. 69, resp. 71 v [12]) nas vedou k tomu urcovat hodnoty sinu, resp. kosinu mj. méfenim
stran trojuhelnik. Touto cestou se dobfe ukaze souvislost hodnot sinu, resp. kosinu s jeho

definici resp.



Poznamka 2.3. Hodnoty sina a cosa pro a = 45°, resp. a = 30°,a = 60°
je vyhodnéjsi urcovat pres ¢tverec se stranou délky 1, resp. pres rovnostranny
trojihelnik se stranou délky 1 (srov. obrdzek [2.4)) (str. 32-33 v [8]):

1 V3
s 1 = 3
sin30°:%:§, c0330°:i:\§,
1 V2 1 V2
sin4h’ = — = —, cos4h’ = — = —,
V2 o2 V2 o2
B3 Lo
sin60°:i:\2_, cos60°:%—§.
D ¢ o
V2
! V3
5
15° .
A 1 B E 1 H F

Obrazek 2.4: JABC D a rovnostranny AFEFG s vyznacenymi thly 30°,45° a 60°.

Hodnoty sinu a kosinu ziskané z poznamek [2.2] a [2.3] zapisme pro piehlednost
do tabulky.

o) 0° | 30° | 45° | 60° | 90°

sin « 0

COS & 1

wim [
—_

ol |-
S

Tabulka 2.1: Hodnoty sinu a kosinu pro vybrané thly ve stupnich.

Poznamka 2.4. Konstrukéni odvozovani hodnot sin «, resp. cos « je (pro thly «
ruzné od 30°,45° a 60°) obvykle zdlouhavé a mélo presné. Proto k ziskani presngch
hodnot sin «, resp. cosa pro dané « vyuzijeme kalkulacku nebo matematické
tabulky:.

Nyni jiz zname nékolik hodnot sin «, resp. cos a. Pro lepsi grafickou predstavu
zakreslime tyto hodnoty do kartézské soustavy souradnic (na osu y), stejné tak
prislusné thly « ve stupniové mife (na osu x).

Definice 2.4. Sinusoidou resp. kosinusiodou rozumime ktivku, kterd zobrazuje
hodnotu sin «, resp. cos a v zavislosti na velikosti thlu a. Ackoliv nezobrazujeme
realnd cisla, ale hodnoty uhli ve stupnich, klasifikujeme zobrazeni jako funkci.
Nazveme ji sinus (f(z) = sinz), resp. kosinus (g(x) = cosz) (srov. obrazek [2.5)).



f(z) =sinx g(x) = cosa
a”’—f -~~~“, ;” ------ ~\\ Lt s
—30°,-°0° 30° 60° 90> _120° 150° 18\0“)\210o 240°.270° 300° 330°,460° 390° 420° 4502 x

~
. s ,

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘

Obrazek 2.5: Grafy funkei sinus a kosinus s tthly ve stupnich.

Poznamka 2.5. Zatim jsme se naucili urcovat hodnoty sin «, resp. cos a pouze
pro a € (0°,90°), tedy sinusoidu neumime zkonstruovat celou, avsak dalsi kapitola
nam ukaze, ze funkéni hodnoty sinu, resp. kosinu lze jednoznacné najit pro thel «
libovolné velikosti.

Poznamka 2.6. Sinus a kosinus fadime mezi tzv. goniometrické funkce. Slovo
goniometrie je z feckého ywria (gonid = thel) a petpéw (metred = méfim).

Diky znalosti sin «, resp. cosa € (0, 1) umime urcit velikost vnitrniho ostrého
uhlu « v pravouhlém trojuhelniku.

Vydejme se konstrukéni cestou. Vyjadieme sin «, resp. cos a jako pomér dvou
ptirozenych cisel & a dle véty Ssu sestrojme pravothly trojihelnik, kde N bude
jeho prepona a n jedna z odvésen. Pak jako « oznacime ten thel, vici némuz
je odvésna n protilehld, resp. prilehla. Hodnotu « stanovime jednoduse mérenim
(str. 72 v [7]).

Velikost o umime nalézt ovSem i bez rysovani. Poslouzi nam k tomu graf,
prehled hodnot sin o, resp. cosa pro rtizné a v matematickych tabulkach, nebo
inverzni funkce f~!(z) = arcsinx = sin™! x, resp. g~!(z) = arccosx = cos™' x na
kalkulacce.

Tim jsou funkce sinus a kosinus zavedeny.

Poznamka 2.7. Vratme se nyni k ¢asti[2.1] této kapitoly, kde jsme urcovali ihel
stoupéani lanovky (ozna¢me ho «). Nyni uz tlohu snadno vyresime. Uvédomme
si, ze prevyseni 825 m odpovida v pravoihlém trojihelniku abstrahovaném z této
tlohy (srov. obrazek odvésné protilehlé thlu « a draha lanovky 1650 m
odpovida preponé. Proto plati, ze

825 1

sine = 7655 = 2

tedy z pozndmky 2.3 a véty 2.1] je v = 30°.

2.3 Komentar k zakladoskolskym ucebnicim

Nyni nahlédnéme do nékolika zdkladoskolskych ucebnic, abychom porovnali,
v ¢em se svym pristupem lig{ od zavedeni sinu a kosinu z ¢asti [2.2] této prace.
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Pro prehlednost nejprve uvedme seznam ucebnic, ze kterych vychazime:

Matematika pro 9. ro¢nik zdkladni skoly, 2. dil [6],
Matematika pro nizsi roéniky viceletych gymnézii. Podobnost a funkce thlu [7],
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Matematika 9 Geometrie. U¢ebnice pro zékladni skoly a viceleta gymnazia [10],
Matematika pro 8. ro¢nik zakladni skoly, II. dil [11],
Matematika 9. Ucebnice s komentérem pro ucitele [12].

Déle se vénujme vybranym otazkam vztahujicim se k zavedeni.

Jak rozélenit latku

Sinus a kosinus jsme zavadéli soubézné (srov. na str. 24-25 v [§] je zaveden
kterd se hodi zejména pro shrnuti. Kondenzovanost latky miize ale znesnadnovat
vnimani samotného obsahu. Nékteré uc¢ebnice tak zavadi sinus a kosinus oddélené
v podkapitolach (srov. [6], [7], [10]), popf. je definuji soubézné a vlastnosti funkei
pak odvozuji zvlast (srov. [L1], [12]).

Jak motivovat latku

Zaveden{ sinu a kosinu jsme motivovali tlohou s lanovkou (viz ¢ast [2.1). Ob-
dobny postup nalezneme na str. 23 v [§], kde jsou tangens a ostatni goniometrické
funkce uvedeny aplikacni tlohou, ve které se vyjadiuje ,strmost® schodi. Na-
sledné jsou v ucebnici vykreslena rtizné prudka schodisté pro odvozeni funkénich
hodnot.

Sinus a kosinus jsou obecné souc¢asti ruznych aplikac¢nich tloh, které 1ze k mo-
tivaci dobre vyuzit. S pomoci sinu a kosinu je mozné napt. stanovit vysku véze,
od které jsme vzdéleni o urc¢itou nenulovou vzdalenost a jejiz vrchol vidime pod
ur¢itym dhlem (predpokladejme véz postavenou ,na rovném prostranstvi kolmo
k zemi“, srov. str. 80 v [13]). Vyznamné je také fyzikdlni vyuziti sinu a kosinu.
Diky témto funkcim umime mj. stanovit velikost slozek sily plisobici na téleso
na naklonéné roviné, jestlize zname velikost tihové sily ptisobici na téleso a tihel,
ktery svird naklonénd rovina s rovinou vodorovnou (str. 120-122 v [7]).

Jak pracovat s krajnimi hodnotami

Ucebnice se ke ,krajnim®“ hodnotam sin «, resp. cosa pro a = 0° a a = 90°
stavi rizneé.

Nékteré ucebnice (srov. [6], [8] a [12]) nezahrnuji do oboru hodnot funkce
sinus, resp. kosinus hodnoty 0 a 1, protoze sinus, resp. kosinus jako pomeér neni
pro tyto hodnoty definovan. Jestlize se drzime tohoto postupu, potom je spravné
pri konstrukei grafu sinu, resp. kosinu thly o = 0° a a = 90° z defini¢niho oboru
funkei plné vynechat (srov. [6] a [12] vs. [8]).

Jiné ucebnice (srov. [10] a [11]) dhly 0° a 90° v definiénim oboru sinu a ko-
sinu sice uvazuji, ale funkéni hodnoty sinu a kosinu pro tyto thly dodefinuji bez
odvozeni.
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Jedinad z nami vybranych ucebnic, kterd hodnoty sin «, resp. cos a pro a = (0°
a a = 90° uvazuje, a to véetné odvozeni (podobné jako v poznamce 2.2)), je [7].

Jak prejit od pomért k funkcim

V zavedeni obvykle sinus a kosinus definujeme nejprve jako poméry a az poté
jako funkce (obraceny postup nalezneme na str. 23-25 v [§]).

Prechod od pomérii k funkcim je v uc¢ebnicich dan pozorovanim, ze hodnota
pomeéru sin a, resp. cos a zavisi pouze na velikosti «v (str. 75, resp. 81 v [7], str. 61,
resp. 71 v [10], str. 88-89 v [I1]) a tato hodnota je pro kazdé « jedind (str. 63,
resp. 68 v [6], str. 75, resp. 81 v [7], str. 61, resp. 71 v [10]). Poznamenejme,
ze ne vsechny ucebnice ale odlisuji definici sinu, resp. kosinu jako poméru od
definice sinu, resp. kosinu jako funkce (napt. v [12] je zminéna pouze definice
sinu, resp. kosinu jako poméru, ackoliv se pak se sinem, resp. kosinem pracuje
jako s funkei).

Vsechny ucebnice pak implicitné rozlisuji definici sinu, resp. kosinu jako po-
meéru a funkce tim, ze postupné méni doprovodné tlohy k teorii. Po definici sinu,
resp. kosinu jako pomeéru nasleduji tlohy na aproximaci hodnot sin a;, resp. cos «,
popr. vyjadreni sin «;, resp. cos « z konkrétniho pravouhlého trojihelniku. Jakmile
jsou sinus, resp. kosinus definovany jako funkce, pak ucebnice vedou zaky k praci
s tabulkami a kalkulackou (str. 66, resp. 68-69 v [6], str. 75-79, resp. 85-87 v [7],
str. 35-37 v [8], str. 67, resp. 71 v [10], str. 93, resp. 96 v [L1], str. 70-72 v [12]).

Jak pripravit navaznosti na stredoskolské zavedeni

Uz na zékladni skole je dobré myslet na to, ze teorii goniometrickych funkei
budeme na stfedni Skole rozsifovat. Na str. 67 v [7] stoji na zacatku kapitoly
»oinus ostrého thlu“ podotknuti, Ze nyni se omezime na pravothlé trojihelniky,
ale jednou budeme urcovat velikost tthlu také v trojihelnicich obecnych. Toto
podotknuti je nardzkou na budouci zavedeni kosinové véty. Kromé toho je na
str. 75 v [7] a str. 65-66 v [10] stejné jako v nasem zavedeni graf sinu vykreslen
pro neomezeny defini¢ni obor, jak je tomu v matematice béznym zvykem az na
vyssim gymnéaziu.

Poznamenejme, Ze na zakladni skole nemusime nutné konstruovat celou sinu-
soidu, nicméné je potieba si dat pozor na jednu véc. Véty z ucebnic typu ,,Funkce
y = sinz je rostouci“ (str. 35 v [§]) nebo ,,Funkce sinus je rostouci. Jeji obor hod-
not tvoii vsechna y, pro ktera plati 0 < y < 1 (str. 65 v [6]) jsou sice pri zavedeni
funkce sinus restringované na interval (0°,90°) korektni, ale z dlouhodobého hle-
diska zavadéjici. Vime totiz, Ze sinus je rostouci pouze na nékterych intervalech,
na intervalech jinych je naopak klesajici. Bylo by tedy vhodné k vétam citovanym
z uCebnic dodat, Ze sinus je rostouci na intervalu (0°,90°), popr. Ze je rostouci
pro kazdy ostry thel .
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3. Zavedeni sinu a kosinu na SS

3.1 Proc¢ zavadét sinus a kosinus podruhé

V zakladoskolském zavedeni jsme funkcemi sinus a kosinus popisovali vztahy
mezi délkami stran a velikostmi @hl@ v pravothlych trojihelnicich. Casto ale
potiebujeme pracovat s trojihelniky obecnymi, napt. kdyz triangulaci mérime
vzdalenosti mist tak, ze na znamé velikosti hli a alespon jednu znamou stranu
triangula¢ni sité aplikujeme sinovou ¢i kosinovou vétu (str. 152 v [14]).

Doposud jsme vstupni hodnoty sinu a kosinu omezovali na interval (0°,90°)
(resp. dle nékterych ucebnic na (0°,90°)). Nyni budeme se znalosti orientovangch
uhli a jejich velikosti a s pomoci jednotkové kruznice, tj. kruznice o poloméru 1,
defini¢ni obor D funkeci sinus a kosinus maximalné rozsifovat. Rozsifeny Dy sinu
a kosinu vyuzijeme napt. pozdéji u tématu komplexnich ¢isel. Libovolné nenulové
z € C lezici v komplexni roviné budeme moci zapsat v goniometrickém tvaru jako

z = |z|(cos ¢ + isin ),

kde ¢ je velikost takového orientovaného thlu, jehoz vrchol lezi v pocatku sou-
stavy souradnic, jehoz pocateéni rameno splyva s kladnou redlnou poloosou a
jehoz koncové rameno prochazi bodem, ktery odpovidd obrazu ¢isla z (str. 42-43
v [15]). Vyjadieni komplexnich ¢isel pres goniometricky tvar bude vzhledem k plat-
nosti Moivreovy véty vyhodné predevsim pro umocnovani a odmocnovani v kom-
plexnim oboru.

Prejdeme k novym jednotkam, tzv. radidnum, a do funkci budeme namisto
poctu stupnu zaddvat realna cisla. Osvojeni si prace s radidny nas pripravi na
vysokoskolskou teorii, ve které hraje vyznamnou roli poznatek, ze pro thly ¢
v radidnech blizici se svou velikosti nule odpovida velikost ¢ témér hodnoté sin ¢
(srov. podminka (12)) ve véte [4.1]) (str. 17 v [2]).

Budeme se také zabyvat grafy sinu a kosinu popsanych na R, které maji vy-
znamné vyuziti mj. ve fyzice (viz poznamka , a dale pro sinus a kosinus
odvodime vyznamné vzorce, které ndm umozni upravovat goniometrické vyrazy
a Tesit vybrané goniometrické rovnice.

Definice stupnové a obloukové miry, radianu

Pred samotnym stredoskolskym zavedenim sinu a kosinu 3.2 nejprve definujme
nékolik pojmu, ze kterych budeme vychazet (srov. [16] a str. 24-34 v [13]).

Velikosti ihlu ASB ve stupriové mire rozumime takové nezaporné ¢islo, kte-
rym kdyz vynasobime jeden stupen, dostaneme velikost thlu ASB ve stupnich.

Velikosti 1ihlu ASB v obloukové mire, kde A, B lezi na jednotkové kruznici k
se stfedem v .S, rozumime délku oblouku AB jednotkové kruznice k.

Radidnem rozumime stredovy uhel, ktery na jednotkové kruznici k& prislusi
oblouku délky jedna.
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Jednim radidnen| rozumime velikost stfedového tihlu, ktery na jednotkové
kruznici & pifslusi oblouku délky jedna (obdobné napt. 7 radidntim pfislusi na
jednotkové kruznici & oblouk délky %). Jelikoz 27 radianim odpovida 360°, pak
jednomu radianu odpovida 15;—00. U velikosti thlu v radidnech nékdy za ¢iselnou

hodnotou uvadime zkratku rad, ale vétsinou toto znaceni tiplné vynechavame.

Poznamenejme, zZe velikosti thlu AS B v obloukové mite a velikosti ihlu ASB
v radidnech rozumime jednu a tu samou hodnotu.

3.2 Stredoskolské zavedeni

Nyni se jiz presuneme ke stfedoskolskému zavedeni sinu a kosinu, pti kterém
vychézime z uc¢ebnic Matematika pro gymnézia, dil Goniometrie [13], Matematika
pro stiedni gkoly, 5. dil, Funkce II [I7] a Matematika pro netechnické obory SOS
a SOU, dil 3. [18].

Uvazujme v soustave souradnic AABC, kde A je poc¢atek soustavy souradnic,
B lezi v prvnim kvadrantu na jednotkové kruznici se stiredem v A, C lezi na
vodorovné ose tak, ze AC 1 BC. Oznac¢ime-li « velikost tthlu pii vrcholu A
v radidnech a strany AABC béznou notaci jako a, b, ¢, potom pro « plati, zZe

) b
sina=—-=a A cosoz:I:b.

=1

Tedy bod B ma soutadnice [b, a] = [cos @, sina] (srov. obrdzek [3.1).

Y
L k
J—
B
1
sin «
(0% .

A COS @ C /1 T

Obrazek 3.1: AABC' v prvnim kvadrantu, kde B [cos o, sina],a € (O, g)

Myslenku, ze hodnoty sinu a kosinu jsou soufadnicemi bodi na jednotkové
kruznici, rozvineme v nasledujicich fadcich i pro dalsi kvadranty (str. 36-37 v [13]).
Vyuzijeme k tomu definici orientovaného thlu [3.1] a jeho velikosti

INékteré ucebnice (srov. str. 24 v [13], str. 84 v [14], str. 8 v [I8], str. 33 v [21]) zavadi
radidn pouze jako tihel s komentafem, ze jde o jednotkovy tihel obloukové miry. Jiné ucebnice
(srov. str. 42 v [I7] a str. 75 v [20]) naopak zavadi radidn jako velikost thlu, nikoliv jako dhel
samotny. Nase prace odrazi obé pojeti, aby bylo zamezeno nejednoznacénostem (obdobné v [16]).
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Definice 3.1. Orientovanym uhlem ASB rozumime usporadanou dvojici po-
loprimek SA a SB, které maji spoleény pocatek v bodé S. Bod S nazyvame

vrcholem orientovaného thlu ASB a o polopifimce SA, resp. SB hovorime jako
—_—
0 pocdtecnim, resp. koncovém rameni orientovaného thlu ASB.

Definice 3.2. Poloprimky SA a SB rozdéluji rovinu na dva thly, oznacme veli-
kosti téchto uhli jako o a 8. Potom zdkladni velikosti orientovaného ihlu ASB
rozumime velikost toho z 1hli « a (3, ktery opise poloprimka pii otoceni z po-
lohy pocatecniho ramene S A do polohy koncového ramene SB v kladném smyslu,
tj. proti sméru pohybu hodinovych rucicek (str. 30 v [13]). Jestlize « je zdkladni
velikost orientovaného tuhlu A/S\B, potom wvelikosti orientovaného ihlu ASB 1o-
zumime kazdé ¢islo o+ k- 27, kde k € Z.

Necht je dana jednotkova kruznice k se sttedem S v pocatku soustavy sou-
fadnic a bod X = [1,0]. Kazdé ¢islo ¢t € R muzeme chapat jako jednu z velikosti
néjakého orientovaného uhlu X SY v obloukové mife. Zanesme tento tihel do sou-
stavy soufadni(ﬂ a oznacme prusecik koncového ramene SY s kruznici £ jako V'

(srov. obréazek [3.2).

Y
1
k
dR
-1 i(‘osf S X =z
LT sin t
\%
Y
-1

Obréazek 3.2: Bod V na jednotkové kruznici se soufadnicemi [cost,sint],t € R.

Definice 3.3. Funkci sinus, resp. kosinus nazyvame zobrazeni, které kazdému
c¢islu t € R prifadi hodnotu y-ové, resp. x-ové souradnice odpovidajictho bodu V
na jednotkové kruznici. Pouzivame predpis f(t) = sint, resp. g(t) = cost.

Nyni vySetteme z definice [3.3| pritbéhy sinu a kosinu, abychom ziskali infor-
mace potfebné k pribliznému sestrojeni jejich grafi (viz obrazek . Kvili pre-
hlednosti budeme postupovat v bodech a jednotlivé poznatky vzdy kratce odi-
vodnime. Vyjdeme pii tom ze stran 38-41 v [13].

2Zde aplikujeme poznatek, Ze orientovany thel je svou jednou velikost{ uréen jednoznaéné.
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Priabéhy funkci sinus a kosinus

Periodi¢nost: Sinus a kosinus jsou periodické funkce s periodou 2’/TE| Orien-
tované tuhly s velikosti t 4k - 27 totiz urcéuji prot € R a k € Z na jednotkové
kruznici stejny bod V. Perioda 27 je zaroven nejmensi periodou funkce sinu,
resp. kosinu. Vyplyva to z toho, ze kdyz uvazujeme napt. funkéni hodnotu 1,
pak sinus, resp. kosinus nabyva tuto hodnotu pouze pro thly o velikostech
5+ k-2, resp. k- 2w, kde k € Z.

Proto Vt € R a Vk € 7Z plati

sin (t + k - 2m) = sint,
cos (t + k - 2m) = cost.

Omezenost: Funkce jsou omezené shora 1 a zdola —1, nebof hodnoty y-ové,
resp. x-ové soufadnice bodu na jednotkové kruznici jsou z intervalu (—1, 1).

Obor hodnot: Z omezenosti funkei sinus, resp. kosinus vime, ze Vi € R
plati sin¢, resp. cost € (—1,1). Ukdzeme, Ze oborem hodnot je cely tento
interval. Uvazujme primku

y=c, resp.x=c, c€ (—1,1).

Pak je tato ptimka Ve € (1, 1) seénouﬁa pro ¢ = +£1 te¢nou jednotkové kruz-
nice. Kazdy prisecik této primky s jednotkovou kruznici tak urcuje néktery
bod V a s nim i ¢islo t € R, pro které plati: y = sint, resp. x = cost.

Nézorné to ukazuje obrazek

Extrémy: Sinus, resp. kosinus mé na intervalu (0,27) maximum v bodé
ty = 3, resp. t; = 0 a minimum v bodé £, = %7‘(‘, resp. to = m, jelikoz y-ova,
resp. x-ova souradnice zde nabyva hodnot 1 a —1.

Je to pékné vidét na obrazku [3.2]

Znaménka funkénich hodnot: Funkéni hodnoty sinu, resp. kosinu (neboli
hodnoty y-ové, resp. x-ové soutadnice) jsou kladné na intervalech (0,),

resp. <O, g) U (%71’,271‘) a zaporné na intervalech (7, 27), resp. (E §7r).

272

Monotonie: Sinus, resp. kosinus je rostouci na intervalech <0, g> a <%7r, 27r),

resp. (m, 27), jelikoZ se s volbou vétsi velikosti thlu na tomto intervalu zveétsi

T 3

také hodnota y-ové, resp. x-ové souradnice. Naopak na intervalu <§, 57T>,

resp. (0, 7) se hodnota uvazovanych souradnic pro vétsi tthel zmensi, proto
jsou funkce na tomto intervalu klesajiciﬂ

3Necht f je realna funkce. Jestlize existuji takova kladna redlna ¢isla p, ze Vk € ZaVt € R :
ft+k-p) = f(t), potom Fekneme, Ze f je periodickd funkce a ¢isla p oznacime jako periody
funkce f (viz str. 11 v [13]). Pokud existuje nejmensi ¢islo p z mnoziny vSech period funkce f,
nazveme ho nejmensi periodou funkce f. Poznamenejme, ze za periodickou funkci bez nejmensi
periody muzeme povazovat napr. konstantni funkeci.

47 toho mj. vyplyva, ze funkce nejsou na celém svém defini¢nim oboru prosté.

5Poznatky z monotonie dokazujeme pfes derivace, s kterymi se ale studenti seznamuji ob-
vykle az ve vyssich ro¢nicich. Proto jsme nyni tyto poznatky spise vypozorovali, nez odvodili.
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¢V sinty |=sint;s Vio

c3 sints|Va

Obrazek 3.3: Piimka y = ¢, kde ¢; € (—1,1), jako sefna jednotkové kruznice.
Déle primky y = ¢s,3, kde ¢9,53 = %1, jako tec¢ny jednotkové kruznice.

« Parita: Sinus je lichd funkce a kosinus suda funkce, tj. V¢ € R plati

sin(—t) = —sint, (1)
cos(—t) = cost. (2)
Tyto rovnosti dokdzeme bez Gjmy na obecnosti pro t € (0, g) na zakladé
obrazku [3.41
Y
1
sint F------ i

1cost |= cos(—t)
X1 x

Obrézek 3.4: Body Vi [cost,sint] a Vs [cos(—t),sin(—t)],t € (0,%).

Diikaz. 7 obrazku je ziejmé, Ze pro t € (0, g) je cos(—t) = cost.

Déle vidime, ze sint > 0 a sin(—t) < 0. Aby tedy pro t € (O,g platila
rovnost sin(—t) = —sint, staci dokazat, ze |sint| = |sin(—t)|.
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ASXV) a ASXV, jsou shodné, nebot se shoduji ve dvou strandch (|SX]|
a |SVi| = |SVs|) a dhlu proti vétsi z nich. Proto | XVi| = |X V5| neboli
|sint| = [sin(—t)|. O

Grafy funkci sinus a kosinus

Pro sestrojeni grafu funkei si dale vypomtizeme konstrukei nékolika funkénich
hodnot. Zvolme realna ¢isla t, = k-7, k € {0,1,...,8} a na jednotkové kruznici
k nim najdéme odpovidajici body Vj (viz definice |3.3)). Pak ¢isla 5 zanesme na
vodorovnou osu soustavy souradnic a vynesme k nim hodnoty y-ové, resp. x-ové
slozky soutradnic Vj. Ziskané body jsou funkénimi hodnotami sinu, resp. kosinu.
Pro y-ovou slozku, tedy funkci sinus, postup znazornuje obrazek (srov. str. 52
v [17).

Vs Y

V3 Vi 1
Vi Lo 3 23 ts Ll t5 te tr ts

= 3 5 3 7T 1
Vo=V 0 T T -7 g 2 T - -7 2
4 2 4 2
Vs
Vi
Ve

Obrézek 3.5: Konstrukce funkénich hodnot f(t) =sint prot € {0,%, %, ..., 27}
Na zakladé sestrojenych funkénich hodnot, periodi¢nosti funkci a také ostat-
nich vlastnosti z pritbéhu funkei jiz mtzeme ptiblizné sestrojit grafy funkei. Dosta-
neme tvar nam z predchozi kapitoly jiz zndmé krivky sinusoidy, resp. kosinusoidy
(viz definice[2.4)) s tim jedinym rozdilem, Ze thly tentokrat uvazujeme v obloukové

mife (srov. obrazek 2.5 a [3.6)).

! f(t) = sint g(t) = cost

13 7 N
— T — T =T
6 3 2

Obrazek 3.6: Grafy funkei sinus a kosinus s tthly v obloukové mite.

Poznamka 3.1. Graf funkce sinus ma vyuziti ve fyzice, mj. prubéhy stridavého
proudu, stiidavého napéti, vinéni a harmonického kmitavého pohybu v case se
znazornuji kiivkou odvijejici se od sinusoidy (str. 216-217 v [5], str. 103 v [14],
str. 93, 98 a 142 v [19]). Pro zndzornéni téchto grafii je vhodné veédét, jak se tvar
kiivky méni s pridanim nenulovych koeficient do predpisu funkce (viz str. 50-51
v [13], str. 55-57 v [17]). Tento krok ovSem v nasem zavedeni vynechdme, protoze
neni pro srovnavani ruznych zavedeni podstatny.
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Goniometrické vzorce

Dosud jsme z definice sinu a kosinu na jednotkové kruznici popsali vyznamné
vlastnosti téchto funkei, které ndm pomohly k sestrojent jejich grafi. Nyni budeme

pro sinus a kosinus odvozovat vybrané vzorce (viz véty a .
Véta 3.1 (Goniometricka jednicka). V¢ € R :

sin®t + cos*t = 1. (3)

Poznamka 3.2. Nez uvedeme ditkaz véty , poznamenejme, Ze zapisem sin? ¢,
resp. cos’ t, kde t € R, rozumime hodnoty (sint)?, resp. (cost)? (str. 25 v [18]).

Diikaz. Kazdému t € R prislusi na jednotkové kruznici se stiedem v bodé S
néjaké V' se souradnicemi [cost, sin t].
Potom pro t # k- 5,k € Z, je |SV| = 1 preponou trojihelniku s odvésnami
délek [sint| a |cost|, tedy z Pythagorovy véty rovnost plati.
Prot=(2k+1)-5,k€Z, jesin®t =1acos’t =0aprot=2k-5 ke, je
sin?t = 0 a cos®t = 1, proto vztah (3)) plati obecné Vvt € R. O

K dulezitosti souc¢tovych vzorca

Nyni vyjdeme ze str. 84-88 v [13] a str. 59-64 v [18] a zformulujeme a dokazeme
tzv. souctové vzorce[3.2] Tyto vzorce budou zakladem pro jedno z vysokoskolskych
zavedeni sinu a kosinu (viz ¢ast |4.3)). Na stiedni skole sou¢tové vzorce vyuzijeme
mj. pti odvozovani dalsich goniometrickych vzorcu (napft. Véty nebo treba pri

urcovani hodnot jako sin 1—52#, které zatim neumime bez uziti kalkulacky vypocitat.

Jestlize si sin %W vyjadiime ve tvaru sin (% + g), budeme diky souctovym

vzorcim moci tento vyraz rozlozit nasledujicim zptusobem:

. (71 T > . T T T . T
in{—+—) =sin— — + —sin —.
S G 1 S 6 CcoS 1 cos 6 S 1

Uhlim o velikostech %, resp. 7 radidni odpovidaji ve stupnich thly 30°,

resp. 45°, pro které uz zndme hodnoty sinu a kosinu (viz tabulka .

Véta 3.2 (Souctové vzorce). Vii, to € R:

sin(t; + t2) = sinty costy + costy sin tq, (4)
sin(t; — tg) = sinty costy — costy sinty, (5)
cos(ty + t) = costy costy — sinty sin ty, (6)
cos(t; — ty) = costy costy + sin ty sin ts. (7)

Diikaz. Nejprve dokdzeme vzorce @ a @ pro kosinus a poté a (5)) pro sinus.

o Jako prvni dokdzeme Vi, t5 € R rovnost
cos(t; — ty) = costy costy + sinty sinty ([7)).

Volme cisla tq, to € R. Témto ¢islim odpovidaji v kartézské soustavé souradnic
na jednotkové kruznici body

Vi = [costy,sinty] a Vi = [costs, sints] (srov. obrézek [3.74)),
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pro které mizeme urcit vzdalenost

[ViVa| = v/(cost; — costy)? + (sint; — sinty)2.

Pokusme se tuto vzdalenost vyjadrit jesté jinym zptsobem. Uvazujme sou-
stavu souradnic, ktera vznikne otoc¢enim puvodni soustavy souradnic v kladném
smyslu o thel velikosti ¢5. Jestlize nyni popiSeme soutadnice V; a V5, dostaneme

Vi = [cos(ty — t2),sin(ty — t2)] a Vo =[1,0] (srov. obrazek [3.7h)),

tedy
2 . 2
ViVa| = v/ (cos(ty — t2) — 1) + (sin(t; — t5))°.
Y Yy
1
3 G N ‘/1 = [COStl- Sintl} = [COS(tl — t2)7
; 1 sin(h — tg)]
f |\ viva vl
t1 '
—1 & I
""""""""" j Vo = [cos ty, sin to] Vo =[1,0]
—1
(a) Kartézska soustava souradnic. (b) Kartézska soustava souradnic otoéena

o uhel velikosti t5.
Obrézek 3.7: Vzdélenost bodi V; a V5 lezicich na jednotkové kruznici vyznacena

v riznych soustavach souradnic.

Ziskali jsme dvé riznd vyjadreni |V3V5|, kterd muzeme dat do rovnosti. Do-
staneme

V/(cost; — costy)? + (sint; — sinty)2 = \/(cos(t1 —ty) — 1)* + (sin(t; — t5))?
(costy — costy)? + (sinty — sinty)? = (cos(ty — to) — 1)° + sin®(t; — to).

Vyraz na levé strané rovnosti lze s vyuzitim véty [3.1 upravit do tvaru

cos®t, — 2costy costy + cos®ty 4+ sin®t; — 2sinty sinty + sin?ty =

=2- (1 —sint; sinty — costy costy)
a vyraz na pravé strané zase do tvaru

cos?(t; —tp) — 2cos(t; — ta) + 1+ 1 — cos®(t; — ty) = 2 — 2cos(t; — ta).
Porovnanim pravé a levé strany uz dostaneme

cos(t; — ty) = costy costy + sinty sin ty.
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o« 7 , lichosti sinu a sudosti kosinu plyne @, tj. Vt1,to € R plati
cos(t; + to) = cos(t; — (—t2)) = costy cos(—tq) + sint; sin(—tq) =
= costy costy — sinty sin ts.

Souctové vzorce pro sinus lze prepsat na souctové vzorce pro kosinus pouzitim
nasledujicich dvou vztahi platnych V¢ € R:

s 7T T . .
cos <§ —t) :cosgcost—l—smgsmt:O~cost+ 1-sint =sint,

. ™ T e
sin (— — t) = Ccos [— — (— — t)} = cost.
2 2 2
o Tak dostavame Vt{,t5 € R rovnost :

sin(t; + t2) = cos [g — (i + t2)] = Cos [(g — t1> — tz]

() T AL .
= cos (5 — t1> costg + sin (5 — t1> Sinty =
= sint; costy + costy sints.
o« 7 , lichosti sinu a sudosti kosinu plyne , tj. Vi1, 15 € R plati
sin(t; — to) = sin(t; + (—t2)) = sinty cos(—ty) + costy sin(—ty) =

= sint; costy — costy sints. O
Jednoduchym dusledkem véty [3.2] je nasledujici véta [3.3]

Véta 3.3 (Vzorce pro dvojnasobny thel). Vt € R:

sin 2t = 2sint cost, (8)

cos 2t = cos®t — sin’ t. (9)

Diikaz. K odvozeni platnosti (§)) a @D vyuzijeme souctové vzorce z véty Pokud
totiz 2t vyjadiime jako soucet dvou t, dostaneme V¢ € R nasledujici rovnosti:

sin 2t = sin(t + t)
cos 2t = cos(t + t)

sintcost + costsint = 2sintcost,

[sRl=]

costcost —sintsint = cos®t — sin’t. O

Na tomto misté odvozovani vzorcii ukonc¢ime, ackoliv bychom mohli ze souc-
tovych vzorci odvozovat jesté dalsi vztahy, napt. vzorce pro poloviéni tuhel.
Poznamenejme, Ze se nebudeme vénovat ani goniometrickym rovnicim, protoze
nejsou z kontrastivniho hlediska klicové. Ve stfedoskolské latce maji ale své misto,
zejména kvili pripraveé studentt, kteri se budou vénovat technickym ¢i matema-
tickym obortim. Trigonometrické véty, které stavi na stfedoskolském zavedeni
sinu a kosinu, zminime v dalsi ¢asti (sekce ,,Jaké nové ulohy z praxe resime*)
v souvislosti s aplikacemi funkci.
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3.3 Komentar ke stredoskolskym ucebnicim

Podobné jako u zakladoskolského zavedeni (srov. ¢ast [2.3) zmirtime kratce také
v této ¢asti[3.3] jakym zptisobem je zavedeni sinu a kosinu zpracovéno ve stfedo-
skolskych ucebnicich.

Na zacatek uvedme seznam ucebnic, ze kterych vychazime:

Matematika pro gymnazia. Goniometrie [13],

Matematika pro stfedni skoly. Funkce [14],

Matematika pro stiedni skoly — 5. dil: Funkce IT [17],
Matematika pro netechnické obory SOS a SOU, 3. dil [1§],
Matematika pro SOS a studijni obory SOU, 3. ¢ast [20],
Matika pro spoluzaky. Goniometrie [21].

Nyni se vénujme nékolika vybranym otazkam.

Jak urcovat hodnoty funkci sinus a kosinus

Nékteré ucebnice predkladaji postup, jak urcit hodnotu realné funkce sint,
resp. cost, kde ¢ € (0,27), na zakladé hodnoty sint, resp. cost, kde t € (O, g)

Vztahy mezi hodnotami sinu, resp. kosinu jako souradnice bodu v rtznych
kvadrantech jsou ¢asto popsany mnozstvim rovnosti, coz pak muze vést ke ztraté
prehlednosti (srov. str. 50-52 v [17], str. 29-30 v [I8]). Proto upozornéme na
str. 102 v [20], kde jsou vztahy hodnot sinu, resp. kosinu v jednotlivych kvad-
rantech popsany prehledné na trech radcich, které vyplyvaji z ndzorného obrazku
(srov. obrazek . Vt € (O, g) totiz plati

sint = sin(m — t) = —sin(7 +t) = —sin(27 — 1),

cost = —cos(m —t) = —cos(m + t) = cos(2m — t).

)
] 1
Vs = [cos(m ), sin(r — 1) Vi = cost, sin]
o/ e
i T t :
-1 | | 1 =
Vs = [cos(m + t), sin(m + )] ~_| Vi = [cos(2m — t), sin(27 — t)]
-1

Obrézek 3.8: Body Vi, Vs, V3 a Vj lezici na jednotkové kruznici, jejichz souradnice
jsou Vi = [cost,sint], Vo = [cos(m — t),sin(m — t)], V3 = [cos(m + t),sin(7 + )]
a Vy = [cos(2m —t),sin(2r — )], kde ¢ € (0,%).
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Jak konstruovat grafy sinu a kosinu

Na str. 54 v [I7] je zminéno, ze dobfe zkonstruovana sinusoida s predpisem
f(t) =sint,t € R, se v okoli pocatku blizi linearni funkci g(t) = t,¢t € R. Touto
souvislosti je mj. mozné priblizit studentim znamou limitu

sint

lim— =1,
t—0 ¢

ktera bude dilezitd pro vysokoskolské zavedeni (viz ¢ést [4.3)).

Sinusoidu je pak mozné vyuzit ke konstrukei kosinusoidy (viz str. 103 a 124
v [I4] a srov. str. 35-36 v [18]), protoze Vt € R plati

cost =sint -0+ cost-1=sint - cosg + cost - sing sin (t + g) . (10)
Pokud bychom tedy v ramci zavedeni sinu, resp. kosinu prozkoumali zmény grafi
s priddnim nenulovych koeficient do pfedpisu funkei (srov. pozndmka [3.1)), lze
z kosinusoidu ziskat posunutim grafu sinu o }g} ve sméru zaporné poloosy .
Kosinusoidu pak neni potteba konstruovat pres nékolik bodu (srov. str. 45 v [13],
str. 52 v [I7] a str. 87 v [20]). Lze kriticky podotknout, ze na str. 57 v [2I] je graf
kosinu vykreslen bez jakéhokoliv odvozeni.

Poznamenejme, Ze nékteré ucebnice (str. 52-54 v [I7], str. 51-54 v [21]) po-
pisuji pribéh sinu, resp. kosinu na zakladé zkonstruovaného grafu funkci misto
toho, aby konstruovali sinusoidu, resp. kosinusoidu na zakladé odvozeni prubéhu
funkei z jednotkové kruznice (str. 96-102 v [14], str. 39-45 v [13], str. 25-32 v [18],
str. 84-88 v [20]). Riziko odvozovéani vlastnosti funkce sinus, resp. kosinus pfimo
z grafi spo¢iva v tom, Ze se tak miuze vytratit souvislost vlastnosti sinu, resp.

kosinu s jejich definici (srov. definice [3.3)).

Co v uéebnicich nenalezneme

Néktera tvrzeni ucebnice uvadi bez diikkazu, napr. zadna z nami uvazovanych
ucebnic nedokazuje, ze 27 je nejmensi perioda funkce sinus, resp. kosinus. Vice
ucebnic (srov. str. 124 v [14], str. 81 v [I7] a str. 113 v [2I]) také nedokazuje
souctové vzorce, popt. je dokazuje jen ¢astecné (srov. str. 117-120 v [20]).

Jaké nové tulohy z praxe resime

Na zakladni skole jsme sinus a kosinus aplikovali typicky v pravouhlych troj-
thelnicich (srov. sekce ,,Jak motivovat latku“ v ¢asti . Na stfedni skole pak
sinus a kosinus vyuzijeme také v tilohéch s obecnymi trojihelniky; odvozuji se zde
totiz tzv. trigonometrické véty] které s pomoci sinu a kosinu vyjadiuji vztahy
mezi vnitinimi thly a délkami stran v obecnych trojtihelnicich.

6Mezi trigonometrické véty patii sinova a kosinova véta, které vychazi ze zékladoskolské
a stredoskolské definice sinu a kosinu. Pri béZzném oznaceni vnitfnich 1hli a stran obecného
ANABC se da tvrzeni sinové, resp. kosinové véty zapsat ve tvaru

sina  sinfB  sinvy

a b c’
resp. ¢® = a’® + b* — 2abcos .
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Nové tak fesime mj. tlohy typu, jak velkou silou musime ptsobit, abychom
zrusili uc¢inek dvou sil o danych velikostech a smérech piisobicich na téleso v jed-
nom bodé (srov. str. 122 v [13]).

Trigonometrické véty nam také castou pomohou pri feseni tloh, kdy vidime
néktery objekt pod danym zornym, vyskovym ¢i hloubkovym thlem. Uvazujme
napf. dvé riznd mista M; a M, u kterych zndme vzdélenost |M;Ms| a déle
predpokladejme, Ze na ptimce M; My lezi (mimo tsecku M; Ms) pata véze. Jestlize
pozorujeme véz z My a My pod dvéma riznymi vyskovymi tihly, potom miizeme
pomoci sinové véty stanovit jeji vysku (srov. str. 91 v [17]).
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4. Zavedeni sinu a kosinu na VS

4.1 Proc zavadét sinus a kosinus jesté jinak

Na zakladni a stfedni skole jsme se s funkcemi jako objekty setkali primarné
pri feseni geometrickych tloh, a proto bylo vhodné zavést funkce sinus a kosinus
geometrickou cestou (viz definice a . Po prechodu na vysokou skolu pak
na funkce nahlizime zejm. skrze jejich vlastnosti, napt. zkoumame, které funkce
jsou monoténni, omezené, spojité a diferencovatelné, také integrujeme ¢i resime
diferencialni rovnice. Proto bude prirozené zavést sinus a kosinus tak, ze vyjdeme
z vlastnosti, které tyto funkce jednoznacné definuji (viz véta .

Vyznamna cast vysokoskolského zkoumaéani funkei se tyka souvislosti funkei
a mocninnych fad, a tak pro rtizné funkce hledame vyjadreni ve tvaru Taylorovy
rady. Jestlize nalezneme Taylorovu fadu v bodé 0 pro realné funkce sinus a ko-
sinus, dé se ukdzat, Ze sinus a kosinus lze pres jeji predpis dobte definovat (viz
definice [1.2] a pozndmky [4.1] a [1.2] které ovéruji korektnost definice).

Jelikoz teorii mocninnych rad budujeme také v komplexnim oboru, nabizi
se rozsirit definici sinu a kosinu jako redlnych funkci realné proménné na definici
sinu a kosinu jako komplexnich funkef komplexni proménné (viz definice[4.3] kterd

vychazi z fad a (19)).

Predstavime si tedy celkem tTi rizna vysokoskolska zavedeni sinu a kosinu.
V casti[d.2] resp. zavedeme ,realny“ sinus a kosinus pomoci mocninnych fad,
resp. pomoci vyznacnych vlastnosti (tj. pomoci souctovych vzorcu a limity) a
v Casti zavedeme , komplexni“ sinus a kosinus pomoci tzv. Eulerovych vzorcii.

4.2 Zavedeni pomoci mocninnych rad

V prvnim vysokoskolském zavedeni sinu a kosinu budeme vychéazet ze skript
Matematicka analyza 1 [22] a z ucebnice Zaklady matematické analyzy [23].

Na stfedni skole se u tématu derivace funkci uvadi bez dikazu (srov. str. 338
v [24]), ze Vt € R plati

sin’t = cost, resp. cos't = —sint. (1)

Diikazy derivaci sinu, resp. kosinu odvodime v této praci pozdéji v ramci zave-
deni pomoci souctovych vzorct a limity %ir% S‘?t =1.
%

Z grafu funkef sinus a kosinus [3.6] je navic
sin0 =0, resp. cos0=1. (2)

Jestlize zndme derivace sinu, resp. kosinu (srov. (1)) a pro tyto derivace jsme
schopni najit jejich hodnotu v bodé 0 (srov. ([2))), mizeme uré¢it Taylorovu fadu
realné funkce sint, resp. cost (srov. definice v bodé 0. Definici Taylorovy
rady v bodé 0 uvadime pro pripomenuti nize (viz definice .
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Definice 4.1. Uvazujme redlnou funkci y(t), kterd ma v bodé 0 derivace pro
vSechny rady (tj. pro kazdy rad n, kde n € N). Potom fadu ve tvaru

oo tTL
™) —, teR
nZ::Oy (0)- 75

nazyvame Taylorovou tadou funkce y(t) v bodé 0 (str. 204 v [23]).

Taylorova rada funkce sinus, resp. kosinus v bodé nula

Abychom nasli Taylorovu radu funkce sinus, resp. kosinus v bodé nula, ur¢ime
nejprve hodnoty derivaci sinu, resp. kosinu v bodé 0.

Plati, ze
sin’(0) = cos0 = 1, resp. cos'(0) = —sin0 =0,
sin"(()) = —sin0 = 0, resp. cos”(0) = —cos0 = —1,
sin®(0) = —cos0 = —1, resp. cos®(0) =sin0 =0,
sin™®(0) = sin 0 = 0, resp. cos™®(0) = cos0 =

tedy derivace sinu, resp. kosinu v bodé 0 nabyvaji postupné cyklicky hodnot
{1,0,—1,0}, resp. {0,—1,0,1}.

Taylorova tfada realné funkce sint, resp. cost v bodé 0 ma tedy tvar

0 t2n+l 0 t2n

Z(—l)nm7 resp. ;(—1)”(%)!, t € R.

n=0

Nyni zndme Taylorovy fady funkci sinus a kosinus v bodé 0. Nabizi se tak
otazka, zda tyto funkce nelze pomoci téchto fad definovat.

Definice 4.2. Funkce f(t) a g(t) definované Vt € R predpisy

00 t2n+1 t3 5 7 9
t) = —-1\)" - - _
=2 V"G TR I TR )
00 t2n t2 t4 t6 t8
t) = —-1)" =1- — = —... 4

nazyvame sinus a kosinus, tedy Vt € R: f(t) = sint a g(t) = cost (str. 359 v [22]).

Poznamka 4.1. Na predpis f(t) (3)), resp. g(t) se muzeme divat jako na
funkci, ktera danému bodu ¢ € R priradi soucet rady v tomto bodeé.
Pak je definice [£.2] korektni, jelikoz je V¢ € R fada

fe'e) t?n—l—l t2n
-1 ni
nz:%( S an o TP Z 2n)l’
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konvergentni. Pro ¢ = 0 ma tfada nulové ¢leny a konverguje k 0 a pro ¢t # 0
dostaneme konvergenci tady aplikaci limitnitho podilového kritériaﬂ (n-ty ¢len
fady si oznacime jako a,) (str. 202 v [22]):

n41_2n+3
- ang] = 2n+3)! , t?
HILHO]-O | | - nhanolo $2n+1 - ,}Lnolo (2n n 3) (2n i 2) =0,
fin ’(_1)n(2n+1)!
n 2n+2
. any] . (1) +1(;n+2)! ) 2
resp. lim —— =1 = lim =0

Poznamka 4.2. Korektnost definice lze ovérit jesté jinym zpiisobem, a sice
aplikaci teorie mocninnych rad. Na predpis f(¢) (3)), resp. g(¢) (4) se totiz miuzeme
divat také jako na mocninnou radu se stifedem v bodé 0, u které muzeme urcit
polomér konvergence.

o
Polomér konvergence R fady > a, lze vypocitat napt. ze vztahu

n=0

R = lim ] (pokud tato limita existuje),

n—0o0 ’an+1’

ktery lze dokazat primou aplikaci limitniho podilového kritériaﬂ Pro radu

fe’e) t2n+l o] t2n

ft) = Z(—l)nm7 resp. g(t) = Z(—l)”<2n)!,

kde t € R\ {0}, dostavame

CUEEn L enemeary)
. @nD!| n n B
R= nh—{go ‘(_1)71_’_1 2n+3 | nl_)Iglo 2 = 400,

(2n+3)!

[Gahits o +2)(2n + 1
resp. R = lim () = lim (2n+2)(2n + 1) = +00.
n—00 $2n+2 n—00 t2
‘(_1)n+1
(2n+2)!

Zéaroven pro t = 0 fada f(t), resp. g(t) konverguje k 0.

Polomér konvergence tady f(t), resp. g(t) je nekone¢no, a proto fada konver-
guje na celém redlném oboru, tedy je jeji soucet dobie definovan.

Konvergence Taylorovy rady nam jesté nedava informaci, ze tato rada kon-
verguje k hodnotam funkce, ze které jsme tuto radu délali. Na to by bylo tieba
pracovat s Taylorovym zbytkem. Pro ovéreni korektnosti definice [4.2] nAm ovsem
staci informace, ze fada f(t), resp. g(t) konverguje.

Déle zkoumejme, jaké maji redlné funkce f(t) = sint a g(t) = cost definované
predpisy a derivace a jestli plati, ze ,,derivace sinu je kosinus® a ,,derivace
kosinu je minus sinus® (srov. (1))).

K tomuto tcelu zformulujeme lemma které prevezmeme véetné dukazu
ze str. 358-360 v [22]. Tvrzeni lemmatu vyuzijeme mj. v dalsim zavedeni sinu

a kosinu [4.3] pii dikazu véty [4.1]

'Limitn{ podilové kritérium nalezneme na str. 139 (bod ¢ u véty 3.2.11) v [22].
2Uvedeny vztah pro polomér konvergence R nalezneme na str. 45 (pozndmka 2.3.2.) v [25].
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Lemma 4.1. Pro derivace redlnych funkci f(¢) a g(¢) definovanych predpisy
a plati, ze Vt e R: f'(t) = g(t) a ¢'(t) = —f(¢).

Diikaz. Ukézeme, ze v kazdém bodé t € R plati rovnost

f{t+h) = f(1)

0y = i HEEIE o),
tedy, ze
o [ LN = O =00 1) R SO0

Pro limitu budeme hledat omezeni shora. Pro pevné t € R a h € (—1,1) si
c¢itatel zlomku v limité muzeme z predpisu f(t) a g(t) rozepsat jako

[ee) (t + h)2n+1 - t2n+1 . (2n + 1)t2n . h

2 (2n +1)!

n=0

[f(E+h) = f(t) —g(t) - hl =

()

7 binomické véty vime, ze

2n+1 2 4 1
(t+h>2n+1 _ Z < nk )t(2n+1k)hk. (6)

k=0
Pro k = 0 dostaneme v binomickém rozvoji @ ¢len

(2'“; 1) £2n+1-0) 10 _ y2n+1

a pro k=1 clen

2 1
( nl—l— >t(2n+11)h1 = (2n + 1)t2"h.

Proto Vn € N plati, ze

<

k=2

Zntl 2n+1 In+1—k k Zutl 2n+1 2n+1—k k—2
S D N 1 D DN G e Ul
k=2 k=2

2n+1 2n+1
k=2 k=2

2n+1 9 1 2n+1 9 1
<wy ( b )('t'H)@"“‘” < B+ )0 Y ( b ) <

k=2 k=0

2n+1 2 1
< Bl 1)) Y ( " ) )

k=0

2nz+:1 (Qn + 1> H2nt1-k) pk
k

Jelikoz

2n+1 2n+ 1 2n+1 2n+ 1
— 12n+17k1k — 1 1 2n+1 — 22n+1
o G b ol (1+1)

k=0 k=0
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(srov. str. 54 v [22]), dostaneme ze ([7)) omezeni

[e%s) (t 4 h)2n+1 _ 2f2n-|—1 _ (2n + 1)t2n -h

t+h)—f(t)—h-g(t) = <

e+ = 50 = heg)] = |3 s <

Z t—|— h)2n—|—1 t2n+1 _ (2n + 1)t2n -h <

- (2n 4 1)!

00 h2 t 1)27 1 92n+1 < (9t 9)2n+1

(It +1) hQZ( tl+2)

(2n + 1)! = (2n+1)!

<

Pokud na radu
(2 [t] 4+ 2)*" !

Z (2n +1)!

n=0

(8)

aplikujeme limitni podilové kritérium (n-ty élen fady si oznac¢ime jako a,
s tim, Ze zaCindme od nultého ¢lenu), dostaneme

(2[t[+2)*"*?
- apa] @3l . 2] +2°
lim =lim —— =1 =
n—00 |an’ n—oo (2[t|+2) n—00 (Qn + 3)<2n + 2)

(2n+1)!

Z toho vime, ze je konvergentni rada, tedy ma koneény soucet.

Proto Vt € R plati pro

h2 § (2lf‘+2)2;+1
_ _ . — 2n+1)!

h—0 |h| k0 A

‘ 0o (2|t|+2)2n+1
—lim|h]- S EHTE g,
el 2, =,y =0

Dikaz vztahu ¢'(t) = — f(t) platného V¢t € R by probéhl obdobné. O

Poznamka 4.3. Dukaz lemmatu [4.1] jsme mohli vést pfes mocninné fady. Je to
kratsi zptisob, ktery ale vyzaduje znalost pokrocilejsi teorie. Na dalsich radcich
si ho predvedeme.

Diikaz. Vime, ze uvnitt poloméru konvergence miizeme mocninné rady derivovat
¢len po Elenuf] Ukdzali jsme, Ze polomér konvergence f(t) a g(t) je 400, proto
vVt € R plati

0 = (S0 gy ) = 5 (G0 ) -

-or- (5 + 4 - (6 () -

2t b 8

“lata e te T
= g(1).
Dikaz vztahu ¢'(t) = — f(t) platného V¢ € R by probéhl obdobné. O

3Pfislugnou vétu o ,,derivaci mocninné fady* nalezneme na str. 406 v [22].
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O funkcich f(t) a g(t), které jsme zavedli pomoci Taylorovy fady (srov. de-
finice , jsme zjistili, Ze tyto funkce jsou korektné zavedené a ze Vt € R plati
f'(t) =g(t) a g'(t) = —f(t) (srov. (1))).

Navic dosazenim 0 do predpisu f(t) a g(t) ziskame

0> 0o 0" 0°
“yte ot 70
02 04 06 08

f(0)=0

(srov. ([2))). Dvojice funkei f(t), g(t) tedy odpovidda V& € R svymi derivacemi
a funkénimi hodnotami v 0 dvojici funkci sint, cost definované stredoskolsky.

Poznamenejme, ze na poznatky ze zavedeni sinu a kosinu pomoci mocninnych
rad navazeme i v dalsich dvou zavedenich, v zavedeni pomoci souc¢tovych vzorct
a limity [£.3] a také v zaveden{ pomoci Eulerovych vzorct [£.4]

4.3 Zavedeni pomoci souctovych vzorci a limity

V této ¢asti budeme kromé skript Matematickd analyza 1 [22] a ucebnice
Zaklady matematické analyzy [23] vychédzet také z knihy Diferencialni pocet 1 [26].

V ramci stfedoskolského zavedeni uvadime, zZe sinus a kosinus spliuji tzv. souc-
tové vzorce (viz véta |3.2)). Ukazeme si, ze souctové vzorce dokazou funkce sinus
a kosinus uz castecné definovat.

Vlastnosti funkci spliujici sou¢tové vzorce

Jestlize nékteré redlné funkce (oznacme je s(t) a c(t)) splnuji Vti,to € R
souctové vzorce

S(tl — tg)
C(tl — tg)

s(ty)e(tz) — c(ty)s(t2), (9)
c(tr)c(tz) + s(t1)s(ta), (10)

umime jiz tyto funkce ¢astecné popsat. Dokazeme najit hodnoty s(t) a ¢(t) v nule
a jsme také schopni urcit paritu s(t) a c(t). Vime, ze

« 5(0) = 0, nebot pro ¢, € R platf
5(0) = s(ty — t1) = s(tr)e(tr) — e(t)s(t1) = 0.

e ¢(0) =1, nebot pro t; € R plati
s(t) = st — 0) = s(t1)e(0) — e(t1)5(0) = s(t1)c(0).

e s(—t) = —s(t) V¢ € R (tj. s(t) je lich funkce), nebot pro t1, ¢, € R plat
S(—(ty — 12)) = st — 1) = s(t)e(tr) — c(ta)s(tr) =

= —(s(t1)c(ta) — c(t1)s(ta)) = —s(ty — ta).
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o c(—t) =c(t) YVt € R (tj. c(t) je suda funkce), nebot pro t1,t, € R plati
C(-(tl — tg)) = C(tQ — t1> = C(tQ)C(tl) + s(tQ)S(t]_) =
= C(tl)C(tQ) + S(tl)S(tg) = C(tl — tQ)

Ze souctovych vzoret (9) a ale neumime popsat cely priubéh s(t) a c(t),
napf. neumime urc¢it derivace funkei s(t) a c(t).

Abychom tedy s(t) a ¢(t) popsali jednoznaéné, budeme pro s(t) a ¢(t) potiebo-
vat pridat néjakou dalsi definujici podminku. Za tuto podminku zvolme vyjadieni
sklonu s(t) v bodé nula.

Z predchoziho zavedeni [4.2] vime, Ze
sin’(0) = 1,

proto jako podminku polozme
§'(0) = lim ——— =lim —* =

Nynf jiz dokdzeme najit Vt € R derivace s(t) a c(t) (viz pozndmka [4.4)).

Poznamka 4.4. Pfi odvozovani derivaci se ndm bude hodit pro hodnoty [s(t)]?
a [c(t)]?, kde t € R, pouzivat kratsf zapis s*(t) a c*(t) (srov. pozndmka [3.2).

Vime, ze
o §'(t) = c(t) YVt € R, jelikoz plati rovnost

s(t+ h) — s(t) _ lim s(t — (=h)) — s(t) _

S/(t) - hig(l) h h—0 h
_ }lg% s(t)e(—h) — c(}f)s(—h) — s(t) _ }lgr(l]s(t)c(h)z_ 1h N }g% c(t)8<hh) _
— s(t) lim C(hz; L+ ctt) lim S(hh)

Hodnotu vyrazu

. ch)—1
S

ur¢ime z nasledujicich vztaht platnych Vh € R:
h h h h h h
e =e(5-(-3))=<(5)e(-5) ++(5)5(-5) -
)+ (3)
N LR N ]
- (2 " \2
e ) (o) - )42
- \2 2/ T\2 2 2 2/ \2 2/’
které po dosazeni do vyrazu daji

_ _9g2 (h h h
hmc(milzhm%i(z):hm_l.ﬁ.s(hz) _
2

h—0 h2 h—0 h? h—0 2 %
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Proto Vt € R plati

-1 . s(h)
iy et () i = =

= s(t) - (—;) “0+c(t) -1 =c(t).

o J(t) = —s(t) Vt € R, jelikoz Vt € R plati rovnost

c(t +h) —c(t) c(t —(=h)) —c(t)

L N L -
 lim c(t)e(—h) + s(t)s(—h) — c(t) _

h—0 h
B . c(h)—1 . s(h)
=T Ty =

=c(t) - (—;) -0 —s(t)- 1 =—s(t).

Jak ukazeme déle, souctové vzorce a fixace sklonu s(t) v nule jednoznacné
definuji dvojici redlnych funkei s(¢) = sint a ¢(t) = cost.

Véta 4.1. Existuje pravé jedna dvojice funkei s(t),c(t) definovand na R, kterd
splnuje podminku

lim ——~ =1 (12)

a Vtq,ts € R navic plati

S(tl — tg)

s(ty)e(ta) — c(t)s(ta), (13)
C(tl — tg) C

(tl)C(tQ) + S(tl)S(t2>. (14)

Tato dvojice se nazyva sinus a kosinus neboli Vt € R : s(t) =sint a c(t) = cost.

V dikazu véty [.1] ktery se opird o zavedeni sinu a kosinu pomoci mocninnych
fad [1.2] vyjdeme ze str. 360-363 v [22].

Dukaz. Postupovat budeme ve dvou krocich. Nejprve ukazeme, ze dvojice funkeci
f(t), g(t) z definice 4.2 s predpisy

B3t

2t 6 8

spliiuje predpoklady véty [4.1] Poté predvedeme, Ze zadn4 jind dvojice funkei tyto
predpoklady nespliuje.

1) Dokazme, ze dvojice f(t), g(t) spliuje predpoklady véty 4.1}

o Funkce f(t) a g(t) jsou definovany V¢ € R.
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» Pro f(t) plati podminka

lm&:1
t—0 ¢ '
Plati totiz, ze
3 9
TGN Sk Rk ek Bt
t—0 ¢ t—0 t
t2 t4
zlimé g ta—a" —
t—0 ¢ 1
=lim1l <t2 t4+t6 t8+ )
— %% 31 5 7 o)

kde

_ t2 t t6 18

Rovnost vychézi z toho, ze pro t € (—1,1) je

, (1 2 tt 4
ol ——=+=—=+...)| <

350 79l -

) 2t S
SN R '—
<ﬁ(1y+ﬁ t4+ﬁ .)<
- 35T |9 -
<t2.<1+1+1+1+ )
- 3t 5 7t 9l -
<ﬁ(1+1+1+1+1+1+ )
- 20 31 4 51 6!
=t e

Pro ¢t — 0 dostaneme omezeni

, (1 2 ottt 8 <0
el st gt )| S0

o Zbyva dokézat, 7e Vt,,ts € R plati

[ty —ta) = f(t1)g(t2) — g(t1) f(t2),
g(t1 — t2) = g(t1)g(ta) + f(t1) f(t2).

Kdybychom si vyse uvedené rovnosti prevedli na jednu stranu, dostali bychom
th, to eR

[ty —t2) — f(t1)g(tz) + g(t1) f(t2)

0, (16)
g(t1 —t2) — g(t1)g(t2) — f(t1)f(t2) =0

(17)
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Leva strana rovnosti , resp. ([17) ma Vt,,t; € R nulovou hodnotu, proto
i jeji druha mocnina bude nulova. Nulovy bude i soucet druhych mocnin

levych stran rovnosti a .

Na zakladé téchto tvah volme t5 € R a definujme realnou funkci

L(t) = [f(t —ta) = f(£)g(t2) + g(t) f(t2)]*+
+g(t — t2) — g(t)g(ta) — F() f(t2)]*.

Ukéazeme, ze L(t) = 0Vt € R. Vyuzijeme k tomu vztahy f'(t) = ¢g(t)
a ¢'(t) = —f(t) platné Vt € R, které jsme si ukdzali v lemmatu [4.1]

Z predpisu f(t) a g(t) dostaneme V¢t € R

L'(t) =2-[f(t —t2) — f(t)g(t2) + g(t) f(22)]
[t =t2) = f(D)g(t2) + g () f(t2)]+

+2- [g(t —t2) — g(t)g(t2) — [ (1) f(t2)]-
gt —t2) — g’ (t)g(t2) — f(#) f(t2)] =
)

=2-[f(t —t2) = [(t)g(t2) + g(t) f(t2)]-

gt —t2) — g(t)g(ta) — f(t) f(L2)]+
+2-[g(t —t2) — g(t)g(t2) — f() f(t2)]-

= fE—te) + f(B)g(t2) — g(t) f(E2)] = 0.

L(t) m4 na R nulovou derivaci, tedy je konstantni[]

L(0) = [f(—t2) = f(0)g(ta) + g(0) f(t2)]*+
+ [g(—t2) — g(0)g(t2) — f(0)g(ta)]* =
= [=f(t2) =0 g(t2) + 1 f(t2)]*+
+[g(—t2) — 1 g(t2) — 0- g(t2)]* = 0.

Jelikoz mé L(t) v nule funkéni hodnotu 0, jde o konstantni nulovou funkci.

2) Jednoznacnost dvojice funkei dokdzeme tak, ze volime dvojice funkei s(¢),
c(t) a 5(t),c(t), které splnuji predpoklady véty 4.1 -

o Dokazeme, ze potom Vt € R plati

Pouzijme obdobny postup jako v ¢asti 1) diikazu a definujme V¢ € R funkci
M(t) = (s(t) = 5())* + (c(t) — e(t))*.

Ukédzeme, ze M(t) = 0 Vt € R. Vyuzijeme k tomu poznadmku [4.4] ve které
jsme ukézali, ze splnéni predpokladu véty [4.1implikuje rovnosti s'(t) = ¢(t)
a d(t) = —s(t) platné vt € R.

Vyplyvd to z véty 5.2.9. uvedené na str. 262 v [22].
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M (t) je konstantni nulova funkce, jelikoz Vt € R je
MI(t) =2 (s(t) = 5(t))(c(t) — () + 2+ (c(t) — &(t))(—s(t) + 5(t)) =
M(0) = (5(0) — 5(0))° + (e(0) — &(0))? = (0 — 0)* + (1 — )2 = 0.
Proto je Vt € R
s(t) =5(t) a c(t) =c(t). O

4.4 Zavedeni pomoci Eulerovych vzorcia

Doposud jsme sinus a kosinus zavadéli jako redlné funkce realné promeénné.
Protoze je ale v matematice teorie mocninnych rad vybudovana také pro funkce
komplexni proménné, budeme dale sinus a kosinus uvazovat v komplexnim oboru.

Ukézeme si, ze komplexni sinus a kosinus tzce souvisi s exponencialou, a také
kratce porovname redlny a komplexni sinus a kosinus (viz poznamka [4.6)).

Rozsireni Taylorovy rady sinu a kosinu na obor komplexnich ¢éisel

Taylorovu radu funkei sinus a kosinus v bodé 0 rozsitime na obor komplexnich
¢isel Vz € C nésledujicim zptsobem (srov. definice [4.2):

00 2n+1 3 5 7 9

z FASI LR L
inz=S (1) =y 4% . 18
S nZ:O( A Crr TR I R T TR (18)
00 . ZQn 22 Z4 26 2’8
cosz:nz::o(—l) (2n)!:1_5+5_a+§_”” (19)

Kdybychom nagli Taylorovu fadu v bodé 0 (viz definice také pro expo-
nencialu a rozsirili ji na obor komplexnich ¢isel, dostali bychom Vz € C vyjadreni
0 Lk 52 3 4
P e A ZLZ
6_;;0H 1—|—z+2'—|—3|+4'+ (20)
Vsimnéme si, ze Taylorovy rady funkci sinus a kosinus v bodé 0
se sklddaji z vybranych ¢lenit Taylorovy fady pro exponencialu opatienych
znaménky.

Z déle Vz € C plati

2 3 4 5 6

_q z z 2 z
== +ZZ—§—§+E+ g—a—...,
B . 2 3 4 5 6
e =1—iz— S +igs+-—7—iy— o+

2! 34l 50 6!
Jestlize od sebe rovnosti ode¢teme, dostaneme Vz € C

2 23 2’4 25 26

. . z
iz pmiz ] -, - - =
€ -c R T R TR YT

22 2 24 25 25
—(1—iz—2+i+—i—+...>:



Jestlize naopak k sobé rovnosti pricteme, dostaneme Vz € C

2 3 4 5 6

e = ¥ — — —_— ...
20 3' 4! 5 6
2 Z3 24 .25 ZG
2 24 26
=2-1-2- 5—1—2 ﬁ—Q 6‘ .. =2-cosz.

Na zakladé predchozich tivah dojdeme k tzv. ,Eulerovym vzorcim®. Pomoci
téchto vzorctt budeme komplexni sinus a kosinus definovat. Vyjdeme pii tom
z knihy Komplexni analyza pro uéitele [25], str. 66.

Definice 4.3 (Eulerovy vzorce). Funkce f(2) a g(z) definované Vz € C vzorci

f(Z) — 211 (6iz o e—iz) ’
g(z) = ; (eiz + e’iz)

nazyvame (komplexni) sinus a kosinus, Vz € C tak plati f(z) = sinz, g(z) = cos z.

Poznamka 4.5. V literatufe (str. 198 v [2]) muzeme narazit na to, Ze pojem
,FEuleruv vzorec* odkazuje na nasledujici vztah platny Vz € C

e = cos z + isin z,
ktery plyne piimo z definice [4.3]

Poznamka 4.6. Komplexni sinus a kosinus se od realného sinu a kosinu lisi
v nékterych vlastnostech, napr. komplexni kosinus neni shora omezend funkce
(str. 241 v [23)]), jelikoZ

lim cos(iz) = zlggo; (" +e %) = ; (;Lrgoe + lim e Z) = 0.

Dalsi vlastnosti, napi. lichost sinu a sudost kosinu, ztstavaji v komplexnim oboru
zachovany, jelikoz Vz € C plati

sin(—z) = 1 (ei(—z) _ e—i(—Z)) _ 1 (e—z‘z _ eiz) _

21 21
— _212' (¢ —e™) = —sinz,
i(—z —i(—z 1 —1z 12
cos(—z) = (e( ) e )>:§(€ + %)

(e” +e iz) = COS 2.

L\D\»—l[\:\»—

Definice sinu a kosinu pomoci Eulerovych vzorci vychazi z komplexni
exponencialy, kterou jsme definovali pomoci Taylorovy rady . Tak jsme sinus
a kosinus zavedli de facto opét pomoci mocninnych fad (srov. zavedeni 4.2)).
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Zaver

V této praci jsme nejprve nahlédli do historie goniometrie a poté jsme si
predstavili rizné zavedeni sinu a kosinu, porovnali jsme je a ukazali jsme, co nam
dana zavedeni prinasi za nové moznosti. Kromé toho jsme zkoumali, jak na sebe
jednotliva zavedeni navazuji a jak jsou zpracovana v ucebnicich.

Zjistili jsme, zZe jednotliva zavedeni predstavuji ,,jen* rtizny popis tychz funkei.
Vsechna zavedeni — od zdkladni pres stfedni az po vysokou Skolu — jsou totiz vza-
jemné provazana. Presto pro néas bylo vyhodné definovat sinus a kosinus nékolika
zpusoby, kazdy zptsob nam totiz napomohl fesit jiné problémy. Diky zavedeni
sinu a kosinu pres poméry délek stran v pravothlém trojuhelniku jsme dokazali
mj. vypocitat sklon lanovky, diky definici pres jednotkovou kruznici jsme mohli
najit napr. goniometricky tvar komplexniho ¢isla a s pomoci vysokoskolskych za-
vedeni jsme teorii okolo sinu a kosinu vystavéli mj. na zakladé vlastnosti funkei.
Pohled do ucebnic nam pomohl ziskat vétsi nadhled nad tim, jak funkce sinus
a kosinus na jednotlivych stupnich z didaktického pohledu dobte uvést.

Pro vyuku matematiky je vhodné mit ptrehled o celé posloupnosti zavedeni
véetné jejich aplikaci, protoze pak muzeme plynule vyvozovat jedno zavedeni ze
druhého, a navic budeme védét, proc¢ sinus a kosinus definujeme danou cestou.

Poznamenejme, ze jsme nevycerpali Gplné vSechny moznosti zavedeni sinu
a kosinu (napf. pomoci integrali viz str. 153-162 v [27]) a také jsme se v praci
nevénovali mnohym aplikacim funkci. V tomto ohledu se tedy otevira prostor, jak
na praci navazat.
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