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Uvod

V této bakalarské praci se ¢tenar seznami s pojmem mocnost bodu ke kruznici.
Mocnost bodu ke kruznici je téma, které se ze strednich skol bohuzel postupné
vytraci a kdyz uz se objevi, tak vétsinou pouze jako zavedeni pojmu bez ukazek
vyuziti. Hlavnim cilem této bakalarské prace je tedy ukéazat praktické vyuziti
a to jak v ditkazech, tak i v ptikladech. Dalsim cilem je vytvotrit jednotny text
v Cestiné o tomto tématu.

Praci mohou vyuzit stredoskolsti studenti, které toto téma zaujalo, nebo stu-
denti vysokoskolsti. Doufame, ze v této praci naleznou inspiraci i stfedoskolsti
ucitelé a ve svych hodinach ji vyuziji.

Préce je rozdélena do ¢tyt kapitol. V prvni kapitole se podivame na motivaci
zavedeni mocnosti bodu ke kruznici, samotnou definici tohoto pojmu a popiseme
jejl zékladni vlastnosti, z nichz si nékteré i dokazeme.

V druhé kapitole ukazeme, jak lze mocnost bodu ke kruznici vyuzit pri doka-
zovani geometrickych vét.

Ve treti kapitole si predstavime vyuziti v prikladech, které jsou vybrany
zejména z matematickych olympiad.

V posledni kapitole se budeme zabyvat rozsitenim a zobecnénim mocnosti
bodu ke kruznici. Nejprve se zamyslime ohledné existence analogie v prostoru
a nasledné si predstavime zobecnéni v roviné.

Préce je vysadzena pomoci systému IXTEX a obrazky vytvorené pomoci softwaru
geogebra.



1. Zavedeni a motivace

Prvni kapitola byla inspirovana zdroji [1] a [2].

Necht je dana kruznice k(S,r) a bod M, lezici ve vnéjsi oblasti kruznice k. Radi
bychom tuto dvojici objektti popsali néjakym cislem, které nam co nejpresnéji
popise vztah mezi nimi. Kazdého asi jako prvni napadne, spojit stfed kruznice
s danym bodem. Kdyz tuto tsecku zmétrime, tak sice ¢islo dostaneme, nicméné
mnoho informaci z néj neziskdme. Déle jsme takto jesté ziskali jeden bod na
kruznici. Hlavni problém spociva v tom, Ze jsme viilbec nevzali v potaz polomér
dané kruznice. Zkusme to lépe. Co se stane, kdyz sestrojenou tisecku prodlouzime?
Ziskdme secnu kruznice vedenou zadanym bodem a dva jeji priseciky s kruznici.
Sestrojme nékolik dalsich secen, viz seény AB, A'B" a A”B" na obrazku (1.1)

Sy IMA"
IMAT

|MB| |MB| IMB"|

§=5=8

Obrazek 1.1: Obsahy obdélnikii.

Pro kazdou se¢nu jsme urcili dva priseciky s kruznici. Kdyz budeme zkoumat
vztahy mezi témito pruseciky a zadanym bodem, zjistime, ze obdélniky, jehoz
strany se rovnaji vzdalenostem pruseciku a zadaného bodu, maji ve vsech pripa-
dech stejny obsahff] Tedy bychom mohli vztah bodu ke kruznici popsat pomoci
obsahu obdélniku, jehoz délky stran jsou vzdalenosti daného bodu od prisecikt
seCny s kruznici. Zavedeni tohoto vztahu je pro nas velmi vyhodné, nebot jak jsme
jiz. mohli vidét v prilozeném appletu, nezdlezi na volbé polohy sec¢ny, coz si hned
na dalsi strance dokézeme. O tomto vztahu (souvisejicim s obsahem popsaného
obdélniku) budeme v této a dalsich kapitolach mluvit jako o mocnosti bodu ke
kruznici.

!Toto Ize hezky ukézat napt. v geogebie, viz: https://www.geogebra.org/m/bjcgtiak.


https://www.geogebra.org/m/bjcgt4ak

Véta 1. Méjme kruznici k(S,r) a bod M, ktery nelezi na kruznici k. Timto bodem
vedme dvé libovolné secny ke kruznici k, které ji protnou v bodech A, B respektive
MA|-|MB| = |MA'| - |MB|.

A', B'. Pak plati:

Obrazek 1.2: Bod ve vnéjsi a vnitini oblasti kruznice.

Dikaz. Dikaz rozdélime na dva pripady, v zavislosti na tom, jestli se bod M
nachézi ve vnitini nebo ve vnéjsi oblasti kruznice k. Pripad 1: Vyuzijeme podob-
nosti trojihelniki a nahlédneme, Ze trojuhelniky M AB’ a M A’ B si jsou podobné.
Trojihelniky maji zjevné stejny tthel u vrcholu M, jelikoz ho sdileji. A déle jsou
si také rovny thly u vrchola A a A’, jelikoz to jsou obvodové thly prislusici témuz
oblouku kruznice k, a to oblouku BB’. Trojtuhelniky si tedy jsou podobné, pro
poméry jejich stran plati:

IMA|  |MA
|MB'|  |MB|
IMA|-|MB| = |MA'| - |MB|

/- IMB'|-|[MB]

Cimz je dokézan pifpad 1. P¥ipad ¢islo 2, kde je bod M vnitinim bodem kruznice
k ponechéame jako lehké cviceni ¢tenarovi, bude se postupovat analogicky.
m



Dokézali jsme tedy, Ze hodnota soucinu | M A’| - | M B’| nezélezi na volbé secny.
Pojdme se nyni podivat na specialni pripad, kdy secna bude prochazet stredem
kruznice:

IMS| -r

Obrézek 1.3: Zvlastni pripad secny.

Pak bude pomeérné jednoduché zjistit hodnotu soucinu |MA| - |M B, jelikoz
|IMA| =||MS|+r|a|MB|=|MS|—r|. Tedy:

[MAJ- |MB| = ||MS|* —r?

To vypada slibné, nicméné pokud bychom chtéli mocnost definovat uz primo
jako vyraz na pravé strané této rovnosti, dostali bychom se do problém, jelikoz
pro body ve vnitini oblasti kruznice bychom mohli dostat stejné hodnoty jako
pro body ve vnéjsi oblasti kruznice. Coz je néco, co urcité nechceme, protoze de-
finice pak nebude jednoznacna. Tento problém ale lze pomérné jednoduse vyresit
odstranénim absolutni hodnoty. Tim pro body lezici ve vnitini oblasti kuznici
ziskame zzipornéﬂ hodnoty a pro body ve vnéjsi oblasti kruznice ztistanou kladné
hodnoty. Mocnost bodu mizeme tedy uz primo definovat takto:

Definice 1. ,Je ddn bod M a kruznice k(S,r). Cislo m} = |MS|> —r? nazgvdme
mocnosti bodu M ke kruznici k|.“[2]

Piimo z definice hned vidime:

,Je-li bod M vn&jsim bodem kruznice k, pak my’ > 0.

Je-li bod M vnitinim bodem kruznice k, pak mjy’ < 0.

Lezi-li bod M na kruznici k, je |[MS| =r a miy! = 042
Doposud jsme uvazovali pouze secny vedené z bodu, zkusme se podivat, co se

stane, kdyz z bodu povedeme tecnu. Oznac¢me T bod dotyku te¢ny vedené z bodu
M ke kruznici k. V trojuhelniku SMT je tihel u vrcholu T pravy.

2Doporuceni pro ¢tenéie: nakreslit si obr. (1.3) s bodem M ve vnitini oblasti kruznice. Z
toho snadno nahlédneme, ze |MA| - |[MB| = r? — |[MS|?.

3Pojem mocnost bodu ke kruZnici poprvé pouzil némecky matematik Jacob Steiner v roce
1826 ve své knize Einige geometrische Betrachtungen [3].
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Obrazek 1.4: Ptipad tecny.

Jelikoz u vrcholu T je pravy thel, mizeme pouzit Pythagorovu vétu a dosta-
vame:
|MT|* = |[MS|* - r?
Coz je primo vztah z definice . Takze pro body vnéjsi oblasti kruznice plati:
mp! = |MT[?

Hodnota m2!: Na vztah v definici se da nahlizet jako na graf kvadratické
funkce, kde na osu z vynasime vzdéalenost bodu M od stfedu kruznice a na osu
y vynasime mocnost bodu M ke kruznici k. Tato funkce je posunuta v zaporném
sméru osy y o hodnotu r2. Zaroveii budeme uvaZovat pouze piilku paraboly, jelikoz
nemuzeme mit zapornou vzdalenost dvou bodu. Graf tedy vypada nasledovné:

m!

r |MS]

Obrazek 1.5: Graf.

Z toho vidime, ze m¥ nabyvd minima pravé tehdy, kdyZz bod M splyva se
stfedem kruZnice, hodnota mocnosti je pak rovna —r?. Dale vidime, Ze mocnost
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je rovna 0 v bodé r, coz je ptipad, kdy bod M lezi na kruznici. Déle také, ze
mocnost je zaporna pro vnitini body kruznice a kladna pro vnéjsi body kruznice,
pricemz maximalni hodnota mocnosti neni omezena.

Doposud jsme uvazovali o jedné kruznici a jednom bodu. Pojdme se nyni
podivat na situace s vice kruznicemi, respektive vice body.

Véta 2. MnozZinou vsSech bodu v roviné M, které maji stejnou mocnost k dané
kruznici k(S,r) je kruZnice soustrednd s danou kruznici k s polomérem |SM|.

Véta 3. |, MnoZzinou vsech bodi v rovine, které maji stejnou mocnost ke dvéma ne-

v / vooe g . v/ “rz v, . -
soustrednym kruznicim ki(Sy,r1), k2(S2,72), je primka.“[2] Tato primka je kolmd
na spojnici stredi a nazyvame ji chorddlou dvou kruznic.

Konstrukce chordaly je ziejma pro kruznice, které maji alespon jeden spolec¢ny
bod, nebot tento spolecny bod mé nulovou mocnost k obéma kruznicim. Timto
bodem tedy staci vést kolmici na stfednou. Piiklad konstrukce chordély dvou
kruznic, které nemaji zadny spoleény bod si ukazeme ve tteti kapitole.

ch

ch kf
ki

Obrazek 1.6: Chordala.

Véta 4.  Méjme tri kruznice ky(Sy,r1), ka(S2,72), k3(Ss,73) lezici v téZe rovine,
jejichz stredy Sy, Sz, S3 nejsou kolinedrni. Potom existuje prdvée jeden bod, ktery
ma stejnou mocnost ke kruznicim ky, ko, k3.“[2] Tento bod se nazgvd potencénim
stredem tri kruznic.
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Obrézek 1.7: Potencni stied.
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2. Dtikazy vybranych vét

V této kapitole si ukdzeme, jak se d4& mocnost bodu ke kruznici vyuzit v di-
kazech znamych i méné znamych planimetrickych vét.

Véta 5. Pythagorova. .V pravouhlém trojuhelniku je obsah ctverce nad preponou
roven souctu obsahi ctverci nad odvésnami.“[2]

Diikaz. Necht je dan pravouhly trojuhelnik ABC' s pravym tthlem u vrcholu C.
Chceme dokazat, ze pro délky jeho odvésen a a b a délku prepony c plati vztah:

a? + v =2

Nejprve sestrojime kruznici k(B a), tato kruznice protne preponu ¢ v bodé D
(viz obrazek [2.1). Druhy prusecik piimky AB s kruznici k ozna¢me E.

Obrézek 2.1: Pythagorova véta.

Z mocnosti bodu A ke kruznici k plyne:

mi = |AE| - |AD| (2.1)
mi = |AC|? (2.2)
Do a dosadime délky stran a ziskdme rovnice:
mi = (¢ —a)(c+ a) (2.3)
m;j =’

Porovnanim ([2.3) a (2.4) dostdvame rovnost:

a’ =& — b’

A tedy:

a®+ b =2

Cimz je véta dokazana.



Véta 6. Fukleidova véta o odvésné. ,V pravouhlém trojuhelniku rozdélime pre-
ponu patou vysky na preponu na dva useky. Obsah ctverce nad libovolnou z odvésen
je roven obsahu obdélniku, jehoZ strany jsou shodné s preponou a usekem prepony

741

prilehlgm k prislusné odvésné.“[Z]

Diikaz. Necht je dan pravothly trojiuhelnik ABC' s pravym thlem u vrcholu C
(viz obrazek . Oznac¢me D patu vysky na preponu trojuhelniku, ¢, tsecku
AD a ¢, tsecku DB. Chceme dokézat platnost vzorce: b?> = ¢ - ¢. Sestrojime
Thalétovu kruznici nad priimérem CB: k(Spc, 5). Je ziejmé, ze bod D nalezi
kruznici k£ a ze bod A nélezi tecné v bodé C' kruznice k.

Obrazek 2.2: Eukleidova véta o odvésné.

Nyni staci spocitat mocnost bodu A ke kruznici k a vysledky porovnat. Tedy:

mi = b
A

mj, =c-
¥=c-q

Cimz je véta dokazana.
O

Véta 7. ,Fukleidova véta o vysce. V pravouhlém trojuhelniku je obsah ctverce
nad vyskou na preponu roven obsahu obdélniku, jehoZ strany jsou shodné s tseky
prepony, na néz je prepona rozdélena patou vysky.“[2]

Diikaz. Necht je dan pravouhly trojihelnik ABC' s pravym thlem u vrcholu C'

(viz obréazek [2.3). Ozna¢me D patu v, ¢, Gsecku DB a ¢, tsecku AD. Chceme

2

dokazat platnost vzorce: v = ¢, - ¢,. Sestrojime kruznici opsanou trojuhelniku

ABC, k(S,|SA|). Bodem C' vedeme kolmici na stranu AB, jeji druhy prusecik
s kruznici k oznacme C’.

10



Obrazek 2.3: Eukleidova véta o vysce.

Nyni staci dvéma zptisoby spocitat mocnost bodu D ke kruznici k£ a ty nasledné
porovnat:

mf =—(cqa-p)
my = —(v?)
V2 =y Cp

Cimz je véta dokazana.
O

Véta 8. Thalétova. ,V roviné je dana tusecka AB. Mmnozinou vrcholi M vsech
pravych thli AMB dané roviny je kruznice s prumérem AB vyjma bodi A, B.“[2]

Diikaz. Dukaz bude analyticky. Necht je dana usecka AB body A[—r,0] a B[r,0].
Déle kruznice k(S,r), S[0,0] a bod M[m;, ms]. Chceme dokazat, ze trojihelnik
ABM je pravouhly s pravym tihlem pti vrcholu M pouze tehdy, kdyz bod M lezi
na kruznici k. Nyni dikaz rozdélime na tti pripady, jelikoz musime dokéazat nejen
to Ze body, které lezi na dané kruznici maji danou vlastnost (ptipad 1 s pravym
thlem pii vrcholu M), ale také ukazat, ze uz zadny dalsi bod tuto vlastnost nema.
Tedy vzit body které na kruznici nelezi, tedy lezi bud ve vnitini oblasti kruznice
(pripad 2), nebo ve vnéjsi oblasti kruznice (pfipad 3) a dokézat pro né, Ze tu
vlastnost nemaji.

Pripad 1:

Bod M lezi na kruznici k. Jak uz bylo zminéno, chceme dokézat, ze trojuhelnik
ABM je pravouhly s pravym tthlem u vrcholu M. Jelikoz trojihelnik je pravothly
pravé tehdy, kdyz délky jeho stran spliuji Pythagorovu vétu, musime dokazat
platnost vztahu:

|AB]* = |AM|? + |BM|? (2.5)

11



Dosadime soufadnice do ({2.5)) a dostavame:

(—=r —1)2 = (my +7)2 + (m2)* + (my —7)* + (my)?

Z toho:
4r? = mi + 2mar +r? +mi +mi — 2myr +1r* + mj
2r? = 2m? 4 2m3
0=mj+mj—r? (2.6)

Jelikoz bod M lezi na kruznici k, pak je hodnota jeho mocnosti k této kruznici
rovna nule. Tedy:
my =0
Mocnost bodu M ke kruznici £ si vyjadiime z definice:
mil = |MS|* —r?
A tedy:
|IMSPP —r* =0

Dosadime soutradnice a ziskdvame:
0=mj+mj—r?

Coz je primo vztah , jehoz platnost jsme chtéli dokdzat. Ctenaii nechame

na rozmyslenou, ze platnost pripadu 2, popt. 3, kdy bod M je vnitinim, popr.

vnéjsim bodem kruznice k piimo vyplyvéa z pifpadu 1. CimZ je véta dokézana.

prevzata ze [4].

Necht bod M lezi na kruznici k. Chceme dokézat, Ze tento trojihelnik je pra-
vouhly. Dokazeme, ze pro délky jeho stran plati Pythagorova véta, coz je ekviva-
lentni s tim, Ze je pravouhly. Postupné zobrazime body A, B a S ve stejnolehlosti
se sttedem v bodé M a koeficientem 2. Tyto body se po fadé zobrazi na body
A, B"a S’. Tim jsme dostali trojihelnik A’B’M, ktery je podobny trojijelniku
ABM a mé vSechny strany dvakrat tak dlouhé. Déle si jesté uvédomime, ze bod
S’ je stied strany A’B’. A v neposledni fadé si jesté oznacime X druhy prusecik
strany A’B’ s kruznici k.

c S X X c-x

Obrazek 2.4: Thalétova véta.

12



Zacnéme pocitat mocnosti bodu A" a B’. Nejprve A”:

md = |A'A| - |A'M]| (2.7)
md = |AX] - |AS] (2.8)

Dosadime do ({2.7)), (2.8) vzdalenosti a dostavame:

md =2b-b (2.9)

mi = (c+x)-c (2.10)
Rovnosti (2.9) a (2.10) porovname a vyjadiime x:

2b-b=(c+x)-c

20 = + cx

2b2 2
e=2"° (2.11)
C

Nyni stejnym zpusobem pro bod B’
= |B'B|-|B'M|
mf = |B'X|-|B'S

Tedy:
mf/:2a~a
mf = (c—z+x)-(c—x)

Opét vyjadiime x:

20> = — cx

2 —9 2
p="% (2.12)

c
Nyni porovname rovnosti (2.11)) a (2.12)):
200 — 2 2 —2a?

c - c /e
202 — = ? — 24>
2a° + 2% = 22

a®+b=c

Cimz je véta dokdzana. Protoze pokud v trojihelniku plati Pythagorova véta,
jedna se trojuhelnik pravouhly, coz je presné to, co jsme chtéli dokazat a je tedy
splnéna Thalétova véta. Ctenafi jesté ponechdme na rozmysleni pifpad, kdy troj-
uhelnik ABM bude rovnoramenny. Tedy bude existovat pouze jeden prusecik
strany A’B’ s kruznici k.

]
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Véta 9. Fulerova. ,Méjme trojuhelnik, ve kterém je O stred kruznice opsané,
I stred kruznice vepsané, R polomer kruznice opsané a r polomér kruznice ve-
psané. Pak plati vztah:

|OI1* = R* — 2Rr “[3)

D

Obrazek 2.5: Eulerova véta.

Diikaz. Pro upresnéni: V dikazu budeme pouzivat rozsiteny tvar sinové véty,
ktery vypadéa nasledovneé:
Pro kazdy trojuhelnik ABC' se stranami a, b, ¢ a vnitinimi thly «, 5 a v plati:

a b c

sina  sinf8  sin7y

=2R

Kde R je polomér kruznice opsané.

Nyni uz k samotnému dikazu. Nejprve sestrojime trojuhelnik ABC' a jemu kruz-
nici opsanou k a kruznici vepsanou [. Dale ozna¢me D druhy prisecik primky C'1
s kruznici k (prvni prusecik je samotny bod C'). Nyni spoc¢itame mocnost bodu
I ke kruznici £ dvéma zptsoby a ty porovname.

my, = [OI* — R?
mi. = —|CI| - |ID|
|OI? — R* = —|C1| - |ID| (2.13)

|CI| si muzeme spocitat z pravotuhlého trojihelniku EIC:

sin |[<ECI| = |C'TI|

r

o1 = sin [<ECI| (2.14)
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Nyni ukdzeme, ze thel AID je stejny jako thel TAD, tedy Ze trojuhelnik AID je
rovnoramenny. To dokazeme pomoci nasledujicich rovnosti:

|<AID| = |<FAI|l + |<ECI| (

|<EAI| = |<IAB] (

|<ECI| = |<«DCB| = |<DAB| (2.17
|</AB| + |<DAB| = |[<IAD| (

Kde (2.15)) plati, protoze:
|<EAI|+ |<ECI| = 180° — |[<AIC| = |<AID|

(2.16)) plati, protoze Al je osa thlu FAB. Prvni rovnost v (2.17) opét kvili ose
uhlu a druhé protoze jde o obvodové uhly nalezici stejnému oblouku kruznice.
A (2.18) plyne trividlné z obrazku (12.5)). Celkem tedy dostavame:

|<AID| = |<EAI| + |<ECI| = |<IAB| + |<DAB| = |<IAD|
Vzhledem k tomu, Ze se jednd o rovnoramenny trojihelnik, tak |[AD| = |ID].

Nyni si |[AD| vyjadiime pomoci sinové véty z trojihelniku ADC' a to nasledujicim
zpusobem:

[AD|
——  _ =92R
sin [<ECI|
|AD| = 2R - sin|<ECI| = |ID| (2.19)

Pricemz vyuzivame toho, Ze kruznice opsana trojuhelniku ADC' je kruZnice k,

kterd ma polomér R. Dosazenim rovnosti (2.14)) a (2.19)) do vztahu (2.13]) dosta-

vame:
r

o) - —
07] sin |[<ECI|

-2R -sin |[<ECI| = —2Rr

Tedy:
|OI|?> = R* — 2Rr
Cimz je véta dokazana. Diikaz vznikl rozpracovanim a rozsitenim diikazu ze zdroje

5]
O

Véta 10. Konvexni ctyriuhelnik ABCD je tétivovy pravé tehdy, kdyzZ pro jeho
prisecik P whlopricek plati:

|PA|-|PC|=|PB|-|PD|

Diikaz. Implikace zleva doprava: Méjme tétivovy ctyttuhelnik ABCD a kruznici
k jemu opsanou. Mocnost priseciku tthlopricek P ke kruznici k je rovna:

m; = —|PA|-|PC| (2.20)
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Nebo také:
mj = —|PB|-|PD)| (2.21)

Porovnanim (2.20) a (2.21)) dostavame:
|PA| - |PC| = |PB|-|PD|

Implikace zleva doprava tedy plati, nyni se podivame na implikaci druhou. Méjme
tedy konvexni ¢tyttihelnik ABC D, ve kterém plati vztah:

|PA|-|PC| = |PB|-|PD| (2.22)

Ukazeme, 7e trojihelniky ABP a DCP jsou podobné dle véty sus. Uhly APB
a DPC jsou vrcholové, maji tedy stejnou velikost. Dale budeme vychézet ze
vztahu ([2.22), ktery si muzeme prepsat néasledujicim zpusobem:

|PA| B |PB|
PD| ~ |PC]

Trojuhelniky ABP a DCP jsou tedy podobné. V téchto trojihelnicich je tihel a
u vrcholu A shodny s thlem u vrcholu D a thel 8 u vrcholu B shodny s tthlem
u vrcholu C'. Stejnym zptisobem bychom dosli k podobnosti trojihelniki ADP
a BCP, ve kterych ozna¢ime odpovidajici si uhly v a ¢ (viz obrazek .

Obrézek 2.6: Tétivovy étyrihelnik.

Soucet vnitnich hli konvexniho ¢tyfuhelniku je 360 stupnii, takze dostavame:

20+ 28 + 2y + 25 = 360° /2
a+fB+v+06=180°

Soucet protéjsich 1hli je tedy 180 stupnil, jedna se o ¢tyrthelnik tétivovy.
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3. Vybrané priklady

V této kapitole se podivame na praktické vyuziti mocnosti bodu ke kruznici
v prikladech.

Piiklad 1. Necht je dina usecka |AB| =7 a na ni bod M, pro ktery je |MA| = 4.
Dile bod C, ktery nelezi na usecce AB a pro ktery je délka usecky |CM| = 2,
bod C' tedy neni presné urcen. Sestrojme kruznici k opsanou trojihelniku ABC

a oznacme D druhy prusecik primky MC' s kruznici k. Urcete velikost tsecky
MD.

Obrazek 3.1: Priklad 1.

Resen:
AB a CD jsou dvé rtuzné secny kruznice k prochazejici bodem M, tedy dle véty
o mocnosti bodu ke kruznici plati:

|IMA|-|MB| =|MC|-|MD| (3.1)
Dosadime do (3.1)) a upravime:

4.3=2-|MD|
|MD| =6

Velikost tsecky M D je tedy 6.

Priklad 2. , Kruznice k, | se stredy K, L se protinaji v bodech A, B. Primka AB
protne spolecnou tecnu kruznic k, , ktera se jich dotykd v bodech T', U, v bodé P.
Dokazte ndsledugjici rovnost: |PT| = |PU|“[9]
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Obrazek 3.2: Priklad 2.

Reseni:

Uvédomime si, ze primka AB je chordala kruznic k£ a [. Tedy vSechny jeji body
maji stejnou mocnost k obéma kruznicim. Protoze bod P lezi na tecné k obéma
kruznicim, umime jednoduse spocitat jeho mocnost k obéma kruznicim.

my = |PT|?

m{ = |PU|*
Jelikoz mf = m!, tak plati:

|PUJ* = |PTJ?

PU| = |PT]

Priklad 3. Necht jsou ddny kruznice kqi(S1,3) a ka(S2,2) pro které je |S1Ss| = 9.
Sestrojte chorddlu téchto dvou kruznic. [2]

Reseni:

Uz vime, Ze chordéla je pfimka kolmé na stfednou (spojnici stiedil), k sestrojeni
chordaly ndam tim padem stac¢i nalézt jeden bod chordély a tim vést kolmici na
sttednou. Ukéazeme si tii zplisoby, jak takovy bod ziskat.

Metoda 1:

Sestrojime bod A lezici na stfedné, ktery ma stejnou mocnost o obéma kruznicim.
Musi tedy platit:

mp = mp
Tedy:
|AS > — 9 = |ASy)* — 4 (3.2)

Protoze bod A lezi na stredné, tak musi platit i:

9 = |AS,| + |AS;|
|ASs| = |ASY| =9 (3.3)
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Do vztahu (3.2) dosadime za |ASs| dle (3.3)):

|AS > — 9 = (JAS,| —9)> —4
|AS > —9 = |AS|* — 18| AS;| +81 — 4

Po upravach:

43
|AS:| = 9

Nyni uz jen staci tuto vzdalenost vynést od bodu Sy, tim ziskat bod A a nasledné
sestrojit primku prochéazejici bodem A, ktera je na stfednou kolma.

Metoda 2:

Vyuzijeme toho, ze chordaly tii kruznic se protinaji v jednom bodé (potenc¢ni
stfed). Sestrojime potencni stfed P ti{ kruznic. Vhodné zvolime kruznici k3, tak
aby protinala kruznice ki a ks, nebot sestrojeni spole¢nych chordal chy a chs
s kruznicemi k; a ks je pak trivialni. Prisecik téchto chordal je nami hledany bod
A. Timto bodem uz staci vést kolmici na stfednou, ¢imz sestrojime chordélu chy
kruznic k; a ks.

ch,

K

Obrazek 3.3: Priklad 3/2.

Metoda 3:

Dalsi moznosti, jak sestrojit bod A, ktery ma stejnou mocnost k obéma kruznicim,
je sestrojeni spolec¢né tecny kruznic ky a ko s body dotyku T; a T; a nasledné
nalezeni stfedu usecky T;7T5. Konstrukce je nasledujici: zvolime libovolny bod X7,
lezici na kruznici ky, ktery nelezi na sttedné. Poté bodem S vedeme rovnobézku s
primkou 57 X;. Ozna¢me X5 jeden ze dvou prisecikl této rovnobézky s kruznici ko
tak, aby X5 lezel v poloroviné opacné k poloroviné 5155 X;. Ozna¢me Y priisecik
sttedné s primkou X;X,. Timto jsme sestrojili stfed stejnolehlosti v niz si obé
kruznice odpovidaji. Nyni uz jen staci timto bodem vést teénu k obéma kruznicim,
body dotyku oznacit 77 a Ty a nalézt stted A tsecky 11T, a tim nésledné vést
kolmici na strednou.
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Obréazek 3.4: Priklad 3/3.

Priklad 4. ,Necht ABCD je tétivovy ctyriuhelnik takovy, Ze primky AD a BC
se protinaji v bode Q. Oznacme M prusecik primky BD a primky vedené bodem
Q, kterd je rovnobéznd s primkou AC. Bodem M vedme jednu z tecen ke kruznici
opsané ABCD a bod dotyku oznacme T. Dokazte, Ze |MT| = |MQ|* [6].

Reseni:
Nejprve si vyjadiime mocnost bodu M ke kruznici £ dvéma zpiisoby a ty porov-
name:

|MT|*> = |MD| - |MB| (3.4)

Dale ukazeme, ze trojihelnik DM je podobny trojuhelniku QM B. Skutecné,
thel CBD je stejny jako tthel CAD, jelikoz se jedna o obvodové tihly nélezici
stejnému oblouku kruznice k. Daéle, jelikoz primka AC' je rovnobézna s primkou
M@ a uhly MQD a C'AD jsou stiidavé, tudiz maji stejnou velikost. Tedy:

|<CBD| = |<QBM| = |<MQ@D|

Dale trojuhelniky DM@ a QM B sdileji tthel u vrcholu M. Maji tedy vsechny
uhly stejné velké, jednda se tedy o trojuhelniky podobné, coz znamena, ze maji
stejny pomér odpovidajicich si délek stran:

Vo =gl /Dl
|MQ|* = |[MB| - |MD| (3.5)
Porovnanim S dostavame:
|MQJ* = |MT|?
A tedy:
|MQ| = |MT|
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Obrézek 3.5: Priklad 4.

Priklad 5. Apolloniova tloha typu bod, bod a primka: Sestrojte kruznici k, kterd
prochdzi zadanymi body A, B a dotykd se primky p. Zaddni volme tak, aby body
A a B lezely v téZe poloroviné urcené primkou p, ddle aby A, B ¢ p a AB }f p. |I|
ReSeni:

Oznacme M prusecik primek p a AB. Hledany bod dotyku kruznice k s primkou
p oznac¢me 1. Pak plati:

mi! = |MTP
my' = |MA|-|MB]
Tedy:
|MT|* = |MA| - |MB|
MT| = \/[MA]- [MB
btno predpokladejme, ze |M A| < | M B| a sestrojme pravouhly trojihelnik M BX
s pravym thlem u vrcholu X, ve kterém je XA vyska na stranu M B. V tomto
trojihelniku je délka odvésny M X dle Eukl. véty o odvésné rovna |[MX| = |[MT].
Sestrojime kruznici (M, |M X|) a jeji pruseciky T} a Ty s primkou p. Tim jsme

ziskali treti bod hledané kruznice a Tesime Apolloniovu tlohu typu bod, bod a
bod, ktera u# je trivialni ]

1Ostatni varianty této tlohy zde fesit nebudeme, jelikoz pro jejich feseni se nevyuzivi moc-
nost bodu ke kruznici.

2Tuto tilohu bychom mohli fesit i bez pomoci Eukl. véty. Staci sestrojit libovolnou pomocnou
kruznici m prochézejici body A a B. Hledana vzdalenost MT je pak rovna vzdalenosti bodu
M od bodu dotyku teény vedené z bodu M ke kruznici m.
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Obrézek 3.6: Priklad 5.

Priklad 6. Apolloniova tloha typu bod, bod a kruznice: Sestrojte kruznicil, kterd
prochdzi zadanymi body A, B a dotykd se kruznice k. Zaddni volme tak, aby body
A a B lezely ve vnéjsi oblasti kruznice kE|

ReSeni:

K feseni vyuzijeme toho, ze chordély tii kruznic se protinaji v jednom bodé.
Sestrojme proto pomocnou kruznici m tak, aby kruznice m prochazela body A,
B a kruznici k protinala v libovolnych bodech M a ). Piimka AB je tedy chordala
kruznice m a hledané kruznice [ a ptimka M () je chordéla kruznic k£ a m. Prisecik
P chordal AB a M() je proto potencni stred kruznic k, [ a m. Bodem P bude
tedy prochézet i chordala kruznic k a [. Protoze kruznice k a | maji prave jeden
spolecny bod, jejich chordala bude tecna vedena z bodu P ke ke kruznic k. Tecny
sestrojime, body dotyku oznacime T, T,. Tim jsme ziskali tfeti bod hledané
kruznice a fesime Apolloniovu tlohu typu bod, bod a bod, pricemz stied prislusné
kruznice lezi na spojnici sttedu kruznice k s prislusnym bodem dotyku.

30statni varianty této tlohy zde nebudeme uvidét. Kdyby oba body A a B lezely ve vnitini
oblasti kruznice, tloha by se Fesila stejnym zpisobem a kdyby jeden bod lezel ve vnitini oblasti
kruznice a druhy ve vnéjsi, tak by tiloha neméla zadné reseni.
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Obrazek 3.7: Priklad 6.

Priklad 7. Jsou dany tsecky délek a, b a c. Sestrojte usecku délky x = v/a? — bc

pomoci mocnosti bodu ke kruznici. [7]

ReSeni:

Uvazujme kruzmici k(S, ), bod M lezici ve vnéjsi oblasti kruznice k a bod T', coz
je bod dotyku tecny vedené z bodu M ke kruznici k. Z véty o mocnosti bodu ke
kruznici plyne:

|MT|* = |MS|* —r?
|MT| = \/|MS|? — r? (3.6)

Sestrojme tedy kruznici k(S,\/b_c) a bod M, jehoz vzdélenost od stfedu S je a.
Z bodu M vedme tecnu ke kruznici k, bod dotyku ozna¢me T'. Dosazenim do

(3.6) dostavame:
|MT| = +vVa?— be
Usecka MT mé tedy nami hledanou délku.

Priklad 8. Kruznice k a |l maji dotyk v bode T', pricemz kruznice | lezi ve vnitrni
oblasti kruznice k. Tetiva AB kruznice k je tecnou kruznice | s bodem dotyku D.
Dokazte, Ze TD je osa tuhlu ATB.[§]

4Konstrukei tsecky takovéto délky jsme jiz predvedli v pifkladu .
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ReSeni:
Oznacéme E druhy prisecik AT s kruznici [ a F' druhy priseéik BT' s kruznici {.

Obrazek 3.8: Priklad 8.

Pro reseni tlohy budeme potfebovat néasledujici vétu:

Osa vnitiniho thlu trojuhelniku déli protéjsi stranu v poméru délek prilehlych
stran.

Tudiz pokud chceme dokéazat, ze T'D je osa thlu AT B, stac¢i nam dokéazat platnost
nasledujici rovnosti:

|\BD| |BT)|

[AD| ~ AT (3.7)

Nejprve si spocitame mocnost bodu A ke kruznici [ dvéma zpusoby a ty porov-
name:

m{* = |ADP?
mi* = |AE| - |AT|
|AD|? = |AE| - |AT| (3.8)
A nyni to samé pro bod B:
mP = |BD/?
mP = |BF|-|BT)|
|BD|* = |BF| - |BT| (3.9)
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Zde si uvédomime, ze kruznice k je obrazem kruznice [ ve stejnolehlosti H (T, q).
Tedy body A a B jsou obrazy bodu E a F ve této stejnolehlosti. Tim padem
plati nasledujici rovnosti:

|AT| = q - [ET| = q- (|AT| - [AE])

Z toho si vyjadiime |[AE|:

AT|- (¢ —1
|AE| = ATl la=1) (3.10)
Stejnym zpusobem pro |BF| dostavame:
BT| - (qg—1
|BF| = 1571 lg = 1) (3.11)
q
Nyni uz staci vzit podil rovnosti (3.9)) a (3.8)):
|BD|?> |BF|-|BT|
= (3.12)

|AD|? — |AE|- | AT
A do néj (3.12)) dosadit za |AE| a |BF| dle (3.10) a (3.11)):

|AD|2 o M.Mﬂ

Z ¢ehoz po upravach dostavame:

|BD]* _ |BTP?
|AD]> — |AT]?

Délky tusecek jsou nezaporné, muzeme tedy psat:

|\BD| |BT)|
|AD| — |AT|

Coz je primo vztah (3.7)), ktery jsme chtéli dokazat. T'D je tedy osa thlu AT B.

Priklad 9. Necht A, B, C' a D jsou rizné body leZici na jedné primce v tomto
poradi. Pruseciky kruznic ki, respektive ko urcengych prumeéry AC, respektive BD
oznacme X a'Y. Na usecce XY zvolme libovolny bod P (kromé priseciku XY se
zadanou primkou). Oznacme M druhy prisecik primky CP s kruznici ky. Dale
oznacmne N druhy prisecik primky BP s kruznici ko. Dokazte, Ze primky AM ,
XY a DN se sbihaji v jednom bodé. [5]

ReSeni:

Nejprve si dokézeme, ze ¢tyrihelnik BONM je tétivovy (lze mu opsat kruznici).
To udélame tak, ze si spoc¢itame mocnost bodu P ke kruznici k1 dvéma zptisoby,
které porovname, dostavame tedy:

|PM|-|PC| = |PX|-|PY| (3.13)
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To samé pro bod P a kruznici ks:
|PB|-|PN|=|PX]|-|PY]| (3.14)

Porovnanim vztahu (3.13) a (3.14)) dostavame:
|PB|-|PN|=|PM]|-|PC|

Ctyithelnik BON M je tedy dle véty tétivovy, sestrojme kruznici jemu opsa-
nou a oznacme ji ks.

Obrazek 3.9: Priklad 9/1.

Nyni si ukazeme, ze i c¢tyruhelnik ADN M je tétivovy. Vyuzijeme kritéria, které
fika, ze ctyrihelnik je tétivovy prave tehdy, kdyz je soucet velikosti protéjsich
thli roven 180°. Vime, ze |[<AMC| = |<BND| = 90°, jelikoz body M a N
lezi na thaletovych kruznicich nad prislusnymi primeéry. Dale budeme pouzivat
nasledujici rovnosti:

|[<KMND| =90°+|<MNB]| (3.15)
|[<MNB| = |<MCB| =|<MCA]| (3.16)
|[<MCA| =90° — |<MAC| (3.17)

Kde plati trivialné, plati, protoze MNB a MCB jsou obvodové
uhly nélezici stejnému oblouku kruznice ks, coz vime diky tomu, Ze ¢tyithelnik
M BCN je tétivovy. A platnost rovnosti je opét triviadlni. Slozenim rovnosti
(3.15), (3.16) a (3.17) dostavame:

|<<MND| =90° + |<MNB| = 90° + |<MCA| = 180° — |[<MAC|
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Stejnym zptusobem by se postupovalo u thla AMN a NDA. Soucet velikosti
protéjsich uhli je roven 180°, jedna se proto o ¢tyruhelnik tétivovy. Sestrojme
tedy kruznici k4 opsanou c¢tyruhelniku ADN M. Ptimka AM je chordala kruznic
kq a ky. Piimka XY je chordala kruznic kq a ks. A nakonec primka DN je chordéla
kruznic ke a k4. Z predchozi kapitoly uz vime, ze chordaly t¥i kruznic se protnou
v potencnim stfedu kruznic. Primky XY, AM a DN se tedy protnou v jednom
bodé.

Obrazek 3.10: Priklad 9/2.

Priklad 10. ,Méjme pravouhly trojihelnik ABC s preponou AB. Na jeho od-
vesne AC zvolme libovolné bod D. Ddile sestrojme kruznici ki, kterd se dotykd
prepony AB v bodé A a prochdzi bodem D. Potom kruznici ko, kterd se dotykd
prepony AB v bodé B a téz prochdzi bodem D. Oznacme E druhy prisecik kruznic
ki a ko. Dokazte, Ze ihly BAC a DEC' jsou shodné.“[d]

ReSeni:

Nejprve si uvédomime, ze primka E'D je chordala kruznic by a k. VSechny body
této chordaly maji stejnou mocnost k obéma kruznicim. Specidlné nas bude ale
zajimat prusecik této chordaly s preponou AB, oznacme ho P. Je ziejmé, ze
|PB| = |PA|, bod P je tedy stfed prepony AB. Nyni dokdzeme, ze ¢tyiuhelnik
CFEAP je tétivovy. Zde ¢tenafi ponechame na rozmyslenou, Ze toto tvrzeni je

ekvivalentni s tvrzenim v zadani (ndpovéda: obvodové thly jsou shodné). Tedy
chceme dle véty dokazat platnost vztahu:

\DC| - |DA| = |DP| - |DE| (3.18)
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Nejprve si vyjadiime mocnost bodu P ke kruznici k; dvéma zpiisoby, které na-
sledné porovname:

mZ = |PA|2
my, = |PE|-|DP|
|PA|* = |PE| - |DP| (3.19)

Nyni sestrojime kruznici k3(P,|PA|) a spo¢itdme mocnost bodu D k této kruznici
a opét porovname:

myp, = —|DC| - |DA|
my, = |DP]> — |PAJ?
|DC| - |DA| = |PA|* — |DP? (3.20)

Nyni do (3.20)) dosadime za |PAJ? dle (3.19) a upravujeme:

|DC| - |DA| = |PE| - |DP| — |DP|?
|DC|-|DA| = |DP|- (|PE| - [DP|)

Ovsem |PE| — |DP| = |DE|, takze:
|DC|-|DA| = |DP|-|DE|

Coz je primo vztah (3.18]), ktery jsme chtéli dokazat.

Obrazek 3.11: Priklad 10.
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4. Rozsireni do prostoru a
zobecnéni

V této posledni kapitole se nejprve podivame na rozsiteni mocnosti bodu ke
kruznici do prostoru a poté prozkoumame zobecnéni v roviné. Budeme tedy uva-
zovat bod M a sféru k a pokusime se popsat vztah mezi nimi stejnym zptisobem,
jako jsme to udélali u bodu a kruznice.

4.1 Mocnost bodu ke sfére

Véta 11. Meéjme sféru x(S,r) a bod M, ktery nelezi na sfére k. Timto bodem
vedme dvé primky tak, aby sféru k protly v bodech A, B respektive A’, B'. Pak
plati: |MA|-|MB| = |MA'| - |MB|.

Diikaz. Spocitdme hodnotu |MA|-|M B|. Sestrojime fez sféry x rovinou urcenou
body A, B a S. Rezem bude kruznice k se stiedem v bodé S a polomérem r (viz
obrazek . Jelikoz tato kruznice lezi ve stejné roviné jako bod M, tak vyraz
|MA| - |M B| reprezentuje mocnost bodu M ke kruznici k. Tu si vyjadiime i dle
definice, tedy:

my = |MS]* —r?
Takze dostavame:

IMA| - |MB| = |MS|? - r? (4.1)

Obrazek 4.1: Kruznicové tezy sféry.

Nyni bychom tplné stejnym zptisobem sestrojili fez sféry s rovinou ur¢enou body
S, A" a B'. Z ¢ehoz bychom dospéli k nasledujicimu vztahu:

|MA'| - |MB'| = |MS|* —r? (4.2)
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Slozenim a (4.2) dostavame:
IMA|-|MB| = |MA'| - [MB'|

Cimz je véta dokazana.
]

Definice 2. Je ddn bod M a sféra x(S,r). Cislo kM = |MS|* — r? nazjvdme
mocnosti bodu M ke sfére k.

Véta 12. MnoZinou vsech bodu v prostoru M, které maji stejnou mocnost k dané
sfére k(S,r), je sféra soustrednd s danou sférou k s polomeérem |SM]|.

Véta 13. MnoZinou vsech bodu v prostoru, které maji stejnou mocnost ke dvema
nesoustrednygm sféram rkq1(Si,r1), Ka(Se,r2), je rovina kolmd na spojnici stredii.
Této rovine budeme tikat chorddlovd rovina.

Obrézek 4.2: Chorddlova rovina.

Dukaz. Vime, ze mnozina vsech bodu, které maji stejnou mocnost ke dvéma
nesoustfenym kruznicim, je primka (chordéala). Uvazujme vSechny fezy obou sfér
rovinou, uréenou stiedy S; a Sy a libovolnym dal$im bodem. Rezem budou vady
dvé kruznice, jejichz chordalu dokazeme sestrojit. Tato chordala bude vzdy kolma
na spojnici stfedll a prochazi tymz bodem na spojnici stfedi, nebot kruznicové
fezy budou mit na obou sférach vzdy stejny polomér. Sjednocenim vsech takto
sestrojenych chordal dostdavame rovinu, kterd je kolma na spojnici stredii a kde
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vsechny jeji body maji stejnou mocnost k obéma sféram.
O

Véta 14. MnozZinou vsech bodu v prostoru, které maji stejnou mocnost ke trem
nesoustredngm sféram r1(S1,71), k2(S2,72) a Kk3(Ss,13), jejichZ stredy jsou neko-
linedrni, je primka kolma na rovinu S159S3. Této primce budeme 7ikat potencni
primka.

Obrazek 4.3: Potencni primka p.

Dikaz. Oznac¢me « chordalovou rovinu sfér xq, k9 a [ chorddlovou rovinu sfér
ks, k3. Rovina « je dle predchozi véty kolma na tsecku 5155 a # kolma na tsecku
S555. 7 ¢ehoz spolu s predpokladanou nekolinearitou bodta S, Se a S3 vyplyva
riznobéznost rovin « a 3. Prisecnici téchto rovin je primka kolmé na tusecky
5155 a 9595 a tedy i na rovinu 515553, pricemz body lezici na této primce maji
stejnou mocnost ke vSem trem sféram.

0

Véta 15. Mnozinou vsech bodi v prostoru, které maji stejnou mocnost ke ctyrem
nesoustrednygm sféram r1(S1,71), k2(S2,72), £3(S3,73) @ k4(Sy,74), jejichz stredy
jsou nekolinedrni, je bod.

Dukaz. Sestrojime potenc¢ni primky p; a po pro trojice sfér kikok3, a kK1kaky. Obé
tyto primky lezi v chordalové roviné sfér kik9, nejsou tedy mimobézné. A diky
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nekolinearité stfedl nejsou ani rovnobézné, jsou proto riznobézné a protnou se
v bodé P, ktery ma podle vlastnosti primky p; stejnou mocnost ke sféram xq,
Ko a Ko a dle vlastnosti primky ps i stejnou mocnost ke sfére k4. A protoze dvé
riznobézné primky maji spolecny pouze jeden bod, zadny dalsi takovy bod uz
neexistuje.

]

I mocnost bodu ke sféte ma vyuziti v prikladech, zde si jeden takovy ukazeme.

Priklad 11. , Necht je ddna rovina o a uvnitr jednoho z poloprostori s hranicni
rovinou « jsou ddny body A, B rizne vzddlené od roviny «. Urcete mnozZinu vsech
stredi sfér, které se dotykaji roviny « a prochdzeji body A a B.“[10]

ReSeni:

Nejprve se podivame na mnozinu vsech bodu dotyku 7T hledané sféry s rovinou
a. Oznacme P prusecik piimky AB s rovinou « a déale bino predpokladejme, ze
|PA| < |PB|. Z mocnosti bodu P ke sféfe plyne:

|PT|* = |PA| - |PB|
|PT| = /|PA|-|PB|

Tim je délka usecky |PT| ptfesné urcena. Body dotyku 7' tedy budou lezet na
kruznici k(P,|PT|), kterd lezi v roviné a. Nyni se uz podivime na samotnou
mnozinu stfedu S hledanych kulovych ploch. Vime, ze budou lezet v roviné (3, coz
je rovina soumérnosti tsecky AB, jejiz body X spliuji vztah | X A| = | X B|. Také
musi lezet na rotacni valcové plose V' urcené tidici kruznici k, jelikoz tec¢na rovina
a je kolma na primku uréenou sttedem a bodem dotyku. Vyslednou mnozinou
vsech stredu je tedy prunik této valcové plochy V' s rovinou 3, coz je elipsa. Zde
jesté dokazeme, ze vsechny body této elipsy lezi v poloprostoru aA a nestane se,
ze by rovina « tuto elipsu protinala. Vime, ze plati:

\PT| = /|PA|-|PB| (4.3)
Déle oznacme O stied tsecky AB, pak pro vzdélenost | PO| plati:

|PA| + |PB|
2

Zde si uvédomime, 7Ze vztahy (4.3), respektive (4.4)) jsou geometrickym, respek-
tive aritmetickym pramérem délek |PA| a |PB|. Z nerovnosti mezi aritmetickym
a geometrickym priumeérem spolu s ruznosti délek |PA| a |PB| plyne:

fipal-pB| < PAEIPE]
2

|PO| = (4.4)

Tedy:

|PA| + |PB|
PT| =./|PA|-|PB| < ——— = |PO
|PT| = +/|PA|-|PB] 5 |PO|
7 toho:
|PO| > |PT|
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Vzhledem k tomu, ze rovina (3 je kolma na tsecku AB a prochazi bodem O, plati,
ze vzdalenost d mezi bodem P a prisecnici [ roviny § s rovinou « je tim spise
vétsi nez délka tsecky PT. Tedy priisecnice [ lezi ve vnéjsi oblasti kruznice k,
z Cehoz plyne, ze vsechny body elipsy lezi v poloprostoru aA. Jelikoz se jednéd
o tlohu hledajici mnozinu vsech bodu, mélo by zde néasledovat jesté obraceny
postup. Tedy dtikaz, ze vSechny body lezici na dané elipse jsou opravdu stiedy
hledanych sfér. Nicméné zde to vynechame a ¢tenare, kterého to zajima odkazeme

na zdroj [10].

Obréazek 4.4: Priklad 11.

4.2 Darbouxuv soudin

V této posledni podkapitole se podivame na moznost zobecnéni mocnosti bodu
ke kruzmici, se kterou v roce 1866[11] priSel francouzsky matematik Darboux.
Definice byly prevzaty z [11], dikazy jsou vlastni. Darboux zavedl soucin, ktery
po ném byl nasledné pojmenovan, ve tvaru:

Definice 3. Necht jsou dany dvé nesoustredné kruznice ki(S1,7m1) a ko(Sa2,72).
Darbouxovym soucinem téchto dvou kruznic, znacime ki x ko, budeme rozumét
hodnotu vijrazu: ky * ke = d*> — r? — 12, kde d je délka tsecky S1Ss.

O zobecnéni se jedna, jelikoz bod lze chapat jako specidlni pripad kruznice,
ktera ma nulovy polomér. V takovémto pripadé by jeden z poloméri z predchozi
rovnosti vypadl a dostali bychom nam uz znamy vztah.

Véta 16. Pro dvé nesoustredné kruznice ki a ko, které se protinaji ve dvou bodech,
je hodnota Darbouzova soucinu rovna

ki % ko = 2rqry cos ¢
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Kde velikost thlu ¢ je rovna odchylce tecen v bodé dotyku (viz obr(izek

Obrazek 4.5: Odchylka tecen.

Diikaz. Méjme kruznice kq(S1,71), ko(S2,72) vyhovujici zadani. Oznacme T je-
den z jejich pruseciki, sestrojme tecny kruznic v tomto bodé a jejich odchylku
oznacme ¢. Nejprve si s pomoci obrazku (4.6) uvédomime, Ze soucet velikosti
uhla ¢ a <5155 je 180°.

Obréazek 4.6: Velikost souc¢tu thlu.

Opravdu, zbylé dva thly u vrcholu 7' jsou pravé, tudiz na soucet velikosti thli
¢ a <1S1T'Sy musi zbyvat 180°. Tedy |<S1T'S1| = 180° — ¢. Nyni si pomoci ko-
sinovy véty v trojihelniku S;5,T vyjadiime stranu S;5; (vime, ze ma délku d).
Vyjadiime a upravujeme:
d? = r] +r5 — 2r1ry cos(180° — ¢)
d* —r} —r3 = —2r17ry cos(180° — ¢)

Za vyraz na levé strané dosadime £y *x ko a pro pravou stranu pouzijeme rovnost
cos(¢) = — cos(180° — ¢) Po dosazeni dostavame:

ki % ko = 2ryry cos ¢
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Cimz je ditkaz dokoncen.

[]

Véta 17. Pro dvé nesoustredné kruznice, které nemaji Zadny spolecny bod, je
druhd odmocnina hodnoty Darbouzova soucinu rovna délce usecky vytvorené nd-
sledujicim zpusobem: Vedeme tecny z jednoho stredu kruznice ke kruznici druhé
a oznacime libovolny bod dotyku T\. Z bodu Ty opét vedeme tecny ke druhé kruz-
nici. Vybereme bod dotyku Ty tak, aby leZel v polorovine S155T,. Pak plati

kl * kQ = |T1T2|2

Diikaz. Méjme kruznice k1(S1,71), ka(Sa, r2) vyhovujici zaddni. Bodem Sy vedme
jednu te¢nu ke kruznici kq, bod dotyku ozna¢me 7). Bodem T vedme tecnu ke
kruznici ko tak, aby bod dotyku T3 s kruznici ks lezel v poloroviné S1.9577. Nyni
spoc¢itame délku tsecky T175. Nejprve ale délka tsecky SyT;. Trojuhelnik S7.557T)
je pravouhly, tedy:

’T152‘2 = ’5132’2 - ‘SlT1|2
[135] = \/I152]2 — |1 T4 2

Po dosazent:
|T15’2| = d2 — 7"%
I trojuhelnik ST17T5 je pravouhly, tedy:

IT\Ty|* = |T1So|* — |S2Ta)?
DTy = /IT1So]? — |2 T ?

Opét dosadime (i z predchoziho vyrazu):
|T1T2| = d2 — ’I"% — ’I“%

Cimz je diikaz zakoncen.

Obrazek 4.7: Darbouxuv soudin.
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Z.aver

Cilem této bakalarské prace bylo ¢tenare seznamit s problematikou mocnosti
bodu ke kruznici a ukazat jeho praktické vyuziti. V prvni kapitole jsme zkoumali
motivaci zavedeni tohoto pojmu a uvedli zadkladni vlastnosti, z nichz jsme si né-
které i dokazali. V druhé kapitole jsme nasledné predvedli, jak pomoci vlastnosti
uvednych v prvni kapitole mizeme dokazat nékteré véty. V treti kapitole jsme
mocnost bodu ke kruznici pouzili k feseni prikladf. V posledni kapitole jsme na-
stinili rozsiteni do prostoru, opét uvedli a dokazali zakladni vlastnosti a nakonec
zminili zobecnéni mocnosti bodu ke kruznici. Téma mocnosti bodu timto zdaleka
neni vycerpano, zejména co se tyce zobecnéni. Francouzsky matematik Laguerre
Edmond predstavil v roce 1905 mocnost bodu ke kiivce[12].
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