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Uvod

Lebesguetv integral predstavuje jeden z klicovych pojmi moderni analyzy a
teorie miry. Na rozdil od tradi¢niho Riemannova integralu, ktery je omezen na jed-
nodussi tridy funkci, umoznuje Lebesguetiv integral integraci Sirsi t¥idy funkci,
matematické analyzy a aplikace v riznych oblastech, jako jsou pravdépodobnost,
funkcionalni analyza aj.

Cilem prace je predstavit rizné ekvivalentni zptisoby zavedeni Lebesgueova
integralu v R a porovnat je s dalsimi integralnimi pfistupy, jako jsou Riemanntv
a Kurzweiltiv integral.

Préce je ur¢ena pro vsechny, kteri si chtéji rozsitit obzory v teorii Lebesgueova
integralu, zejména pak pro studenty vysokoskolského studia, at uz bakalarského
¢i magisterského stupné, kteri absolvovali zakladni kurz matematické analyzy a
chtéji si prohloubit znalosti ohledné dalSich moznych zptisobti zavedeni tohoto
integralu.

Prvni kapitola poskytuje historicky kontext, sleduje vyvoj infinitezimalniho
poctu a vyznamné milniky vedouci k zavedeni Lebesgueova integralu.

Druha kapitola ¢tenare seznamuje s Lebesgueovym ptuvodnim pristupem k in-
tegraci a tfemi rtuznymi zpusoby zavedeni tohoto integralu, konkrétné pomoci
jednoduchych funkci a Lebesgueovy miry, fady schodovitych funkci a absolutné
spojitych funkei. StéZejni ¢ast této kapitoly se zabyva dukazem Véty [2.25] kterd
poukazuje na ekvivalenci definice pomoci absolutné spojité funkce a definice, ktera
vyuziva Lebesgueovy miry.

Treti kapitola se pak zaméruje na praktické priklady, které nejenze ilustruji
vsechny definice Lebesgueova integralu, ale také je porovnavaji s Riemannovym a
Kurzweilovym integralem, ¢imz demonstruji jejich aplikovatelnost a rozdily v riz-
nych kontextech.

Préce je vysazena pomoci systému I¥TEXa obrazky jsou (pokud neni uvedeno
jinak) vytvoreny v prostiedi Wolfram Mathematica ¢i ruéné kreslené.



1. Historie

Koncem 17. stoleti doslo k propojeni metod derivovani a integrovani a tim
i k vytvoreni nové ucelené teorie diferencialniho a integralniho poctu Isaacem
Newtonem (1643 — 1727) a Gottfriedem Leibnizem (1646 — 1716). Ta obsahovala
vSechny roztristéné objevy svych predchidcii, byla vytvorena promyslend symbo-
lika a bohaty algoritmicky aparat. Nové jiz byly znamy nazvy jako diferencialni
a integralni pocet. Prvni z nich zavedl Leibniz jiz v roce 1684 misto diive po-
uzivaného nazvu prima metoda teéen. Druhy z termini byl zaveden roku 1698
po dohodé s Johannem Bernoullim misto diivéjsi inverzni metody tecen.

V 18. stoleti vznikla matematicka analyza jako samostatna védni disciplina.
Vytvarené matematické metody byly pfimo svazany s potfebami fyziky, mimo
to ale nasla matematicka analyza vyuziti i v astronomii a dalSich védnich dis-
ciplinach. Koncem 18. stoleti bylo nashromézdéno mnoho poznatki, které vsak
nemély fixni zdklad a stale zde prebyval problém neuspokojivého chapani neko-
necna. A to predevsim v ptipadé nekonecné malych velic¢in, limit, konvergenci
rad, ale i derivaci a integrali. Toto obdobi byva historiky nazyvano 2. krizi ma-
tematiky:.

K prekonéni krize doslo v 19. stoleti po zahdjeni obdobi zptresnovani matema-
tické analyzy B. Bolzanem, A. L. Cauchym, N. H. Abelem, P. G. L. Dirichletem
a dalsimi. Doslo k vysvétleni a odstranéni paradoxnich vysledki napr. prerovna-
vanim konvergentnich tad, limitnimi prechody v konvergentnich posloupnostech
funkci apod. Pro ty bylo nutné rozlisovat jisté pojmy jako napr. konvergence a
absolutni konvergence tad, konvergence a stejnomérnd konvergence posloupnosti
funkci, spojitost aj. Tyto pojmy zacaly byt rozliSovany a objasnovany az zavede-
nim tzv. € — § jazyka. Nelze opomenout, ze v osmnactém stoleti bylo integrovani
jednoduse povazovano za inverzni operaci k derivovani a funkce byly integrovany
dle Newtonova fundamentalniho vztahu:

Necht funkce F je primitivni funkei k funkci f na intervalu [a,b]. Cislo
F(b) — F(a) se nazyva Newtonuv integral funkce f na intervalu [a,b] a znadi se

@ = F0) - Fla) = [ ) (1)

kde a je dolnf mez a b je horni mez integralull]

Ve velmi ojedinélych pripadech, kdy k dané funkci nebylo mozné urcit funkci
primitivni, byla pouzita Eudoxova exhaustivni (vyCerpavajici) metoda, na kterou
se jakoby zapomnélo. Ta je povazovana za genialni predchiadkyni infinitezimélnich
uvah a jiz v dobé antiky umoznovala pomérné presné vypocty obsahi a objemi.

Eudoxova exhaustivni metoda je zaloZzena na nekoneéném déleni veli¢iny a
jejim zakladem je nésledujici tvrzeni:

'Vyse uvedeny vztah predstavuje tzv. Newtontiv—Leibniziiv vzorec.
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(W) Jestlize od dané velic¢iny odecteme jeji cast vétsi nez jeji polovina a
od zbytku opet jeho cast vétsi neZ jeho polovina a budeme tak cinit stdle, zbude
néjaka velicina, jeZ bude mensi nez libovolnd kladnd velicina.

Diikaz tvrzeni lze dohledat v [7]. Tlustrujme nyni jednoduchy piiklad toho,
jakym zpusobem FEudoxos z Knidu (asi 408 — 355 pf. n. 1.) dokazuje, Ze obsah
kruhu s(K) lze s libovolnou presnosti aproximovat obsahem pravidelného mno-
hothelniku s(P) vepsaného do kruhu K, tj. je-li dan kruh K a ¢islo € > 0, pak
existuje pravidelny mnohotihelnik P vepsany do K tak, ze s(K) — s(P) < e.

Zde Eudoxos vyuzivd dikazu sporem. Mame-li najit obsah kruhu s(K), bu-
deme do néj vepisovat mnohothelniky Py, P, ..., P,, jejichz obsahy znédme a tvori
monotonni posloupnost s(P;) < s(FP2) < --- < s(P,) a pro néz plati

s(K) = s(P) < ) o0y — s(py) < B - s(7) _ S(f),...
L S(K) — s(Py) < 5(2[:). (1.2)

P1i dostatecné velkém n je podle (W) rozdil s(K') — s(P,) mensi nez libovolna
kladné veli¢ina. Eudoxos hledal tudiz takové B, aby rozdil B—s(F,) byl mensi nez
libovolnd kladnd veli¢ina. K nalezeni obsahu s(K) zbyva dokazat, ze s(K) = B.
Necht s(K) # B, tj. s(K) < B nebo s(K) > B, v obou pripadech dojdeme
ke sporu. Bez tijmy na obecnosti predpokladejme, ze s(K) < B.

Polozme B—s(K) = €. Vime vsak, ze k € 1ze najit takové n, ze plati B—s(P,) < e.
Odtud plyne B — s(P,) < B — s(K), tedy s(P,) > s(K), coz je spor. Obdobné
lze postupovat i v ptipadé, ze s(K) > B.

Obrazek 1.1: Aplikace Eudoxovy exhaustivni metody pro vypocet obsahu kruhu

Vsimnéme si, ze dnes bychom pouzili pojem limity. Pro Eudoxa byl vsak tento
pojem neznamy. Staroreckd matematika byla i presto velmi vyspéld, nashromaz-
dila velké mnozstvi poznatkil a rozvinula mnoho vypocetnich technik, které se
postupné staly zadkladem pro vznik integralu. Vratime-li se jesté na malou chvili
k predeslému prikladu, upozornéme na fakt, ze se zde vyskytuje problém v ovéreni
nerovnosti , jelikoz predem nezname presnou hodnotu s(K).

Eudoxovu exhaustivni metodu pozdéji rozvinul a zobecnil Archimédés ze Sy-
rakus (asi 287 — 212 pf. n. 1.), ktery uz se s timto problémem vyporadal. Na rozdil



od Eudoxa zacal mnohothelniky i opisovat, s tim prisla idea hornich a dolnich
integralnich souctl, které danou velicinu omezovaly. Jejich rozdil se pak mohl
stanovit libovolné maly, ne vSak nekonec¢né maly. Pro antickou matematiku totiz
bylo typické popirani nekonecéné malych velic¢in.

V 19. stoleti zavedl Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 — 1866) novou
konstruktivni souc¢tovou definici integralu, ktera je velmi blizka Eudoxové exhaus-
tivni metodé. Dnes je ndm vsSak asi znaméjsi ekvivalentni definice Riemannova
integralu, kterou v roce 1875 podal Jean Gaston Darboux (1842 — 1917). Darbou-
xova definice integrélu je zaloZzena na dolnich a hornich Riemannovych souctech
a na dolnim a hornim Riemannové integralu.

Vratme se ale zpét k Bernhardu Riemannovi a jeho klicovému poznatku,
ke kterému postupné prichazi. Riemann zobecnil zpisob, jakym integral cha-
pal Augustin Louis Cauchy (1789 — 1857). Ten ve svém vykladu definice pra-
coval se spojitou funkci, kdezto Riemann tento predpoklad opustil a nikterak
ho nespecifikoval. S tim vsSak prichazela celd rfada otézek, jakou tridu funkci je
vhodné a ucelné zkoumat? Spojitd a omezend funkce ma Riemanniiv integral
vzdy, po mnoha uvahéach ale Riemann dospél k zavéru, ze lze integrovat i né-
které pomeérné divoce nespojité funkce, a to pres kazdy omezeny interval [a,b],
pokud pocet bodu nespojitosti v [a,b] je koneény a v kazdém z téchto bodi ne-
spojitosti existuji konecné limity zprava i zleva (tj. funkce je po Castech spojitd).
Zacinaly se zkoumat integrovatelné funkce, matematici prichézeli s novymi rtizné
sexotickymi” funkcemi, pro které by Riemanniiv ¢i Newtontiv integral nemusel
existovat.

Pocatkem 20. stoleti prisel s vyraznym rozsitenim Riemannova integralu fran-
couzsky matematik Henri Léon Lebesgue (1875 — 1941), viz Obrazek . Prvni
zminky o tom, Ze byl vytvofen novy integrdl, ktery je silné€jsi nez integral Rie-
mannuv, se objevily v roce 1901 v Comptes Rendus v praci s nazvem Sur une
généralisation de l’intégrale définie, podrobné pak v roce 1902 v Lebesgueove di-
serta¢ni praci. Zavedl novy typ souctového integralu, ktery nesl jak jeho jméno,
tak spoustu vyhod. Lebesguetiv integral je obecnéjsi nez Riemannuv integral
v tom smyslu, ze kazdd funkce f, kterd m& na intervalu [a,b] Riemannuv in-
tegral, méa rovnéz Lebesguetiv integral a oba integraly nabyvaji stejné hodnoty.
Naopak toto tvrzeni neplati. Obecnost, které bylo dosazeno zavedenim takového
integralu, je podstatna v mnoha oblastech matematické analyzy jako je napr.
teorie distribuci, teorie pravdépodobnosti, definovani zobecnénych pojmi reseni
diferencialnich rovnic apod.

I kdyz se muze zdat, ze je tento integral naprosto bezchybny, i on ma své
mezery. Ukézalo se, ze pomoci néj nelze integrovat kazdou derivaci, ale pouze
derivace absolutné spojitych funkci, coz znamena, ze obecné neplati
Newton-Leibnizova formule [I.I} Pro zdjemce o rozsifeni poznatku dané proble-
matiky doporucujeme nahlédnout do [[4], kap. 7].

V pripadé Riemannova integralu se jednalo o aproximaci hodnoty integralu
jistymi soucty, jinak tomu neni ani u Lebesguea, avsak tyto soucty jsou trochu
Riemanntiv ptistup spociva v déleni definicniho oboru, kdezto Lebesgue naopak
déli obor hodnot. Pti tomto zptsobu déleni pak v definicnim oboru funkce vznikaji
mnoziny, které nemusi byt nutné intervaly.

20bréazek byl piejat z webové stranky https://cs.wikipedia.org/wiki/Henri_Lebesgue
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Obrazek 1.2: Henri Léon Lebesgue

Pocatkem 20. stoleti byla téz vytvorena teorie miry, na které je tento inte-
gral zalozen a ktera se zabyva problémem métfeni velikosti mnozin, které nam
v definiénim oboru mohou vzniknout.

Definice Lebesgueova integralu neni zcela elementarni a celému zavedeni bude
vénovana nasledujici kapitola.



2. Lebesguetiv integral

2.1 Lebesguetiv ptivodni pristup k integraci

Jako prvni se tak podivame na Lebesguetv ptvodni pristup k integraci, ve kte-
rém vyuziva hornich a dolnich integralnich sou¢ti. Jedna se o konstruktivni defi-
nici. Tento zptsob zavedeni integralu H. Lebesgue prezentuje ve své knize Lecons
sur l'intégration et la recherche des fonctions primitives z roku 1904. Vychazime
z publikace [1].

Na zakladé jiz znamych metod pro integraci, jako je napt. Riemanniv integral,
Lebesgue dochézi k nasledujicim myslenkam, které postupné formuluje do axi-
omil, le¢ je tak prfimo nenazval. Jeho tivaha je nasledujici:

Cilem je, abychom uméli pfiradit kazdé omezené funkci f(z) na koneéném
intervalu [a,b] n&jaké koneéné &slo [° f(x)dz, které nazveme integralem f(z)
na [a,b]. Ten by mél spliovat nize popsané axiomy. Tedy:

1. Pro libovolna a,b a h mame

2. Pro libovolna a, b, ¢ mame

/abf(a:)dm + /bcf(x)dx + /:f(x)dx _0.

/abf(:lr) + g(r)dz = /abf(as)dx + /abg(x)dg;,

4. Kdyz je f(z) > 0 a b > a, potom také

/abf(x)dx > 0.

1
/ 1dx = 1.
0

6. Kdyz posloupnost f,(z) konverguje k f(x), pricemz monoténné roste, po-
tom posloupnost integralu z f,(x) konverguje k integrélu z f(x).

Za povsimnuti stoji, ze z vyse uvedeného lze dostat dalsi pékné vlastnosti,
které by mél integral ptirozené spliovat. Kuptikladu, dosadime-li do 3. podminky
f(z) =0a g(z) = 0, dostavame

b b b b
/0+de:/ de:/ de+/ 0dz,

a proto jf Odx = 0. Stejné tak jednoduse odvodime, ze

/ab ~ fz)dz = — /abf(a:)dx.

7



Je-li f(x) < g(z)ab> a,ze4. podminky dostavame, ze

/abf(x)dx < /abg(x)dx. (2.1)

Bez obtizi je mozné odvodit, ze pro realné c je
b

/abcf(x)dx = c/ f(z)dx

a

b
/ ldx = b — a.

Nyni si jesté zadefinujme charakteristickou funkci mnoziny, kterou vsak Le-
besgue ve své praci explicitné neuvedl.

a ze plati

Definice 2.1. (Charakteristickd funkce mnoziny)
Necht je ddan interval [a,b]. Pro libovolnou mnoZinu A C [a,b] definujme jeji cha-
rakteristickou funkci x () tak, Ze poloZime

_J1laxze A
XA(QJ)‘{ 0z o\ A

Jak jsme jiz zminili, pivodni Lebesguetiv pohled byl zaméfen pouze na ome-
zené funkce. Necht je tedy funkce f : [a,b] — R omezena, tj. plati

| < f(x) <L prozxzelab] a l,LeR
Predpokladejme, Ze je dan systém
l=lh<lh<---<l,=1, i, LeR

a definujme
Aj={z €la,b]; i1 < flw) <L}

A; je tedy mnozina téch prvku = € [a,b], pro které je funkéni hodnota funkce f
v intervalu [[;_1,[;). Z definice mnoziny A; a definice charakteristické funkce x4,
dostavame

li-ixa;(z) < f(x) <ljxa,(x) pro viechna z € A;.

Oznaéme nyni funkce

n

=Y " lioixa,( Z ixa, (

]:]_ :

pak je
((z) < f(z) < I(x) pro vSechna z € [a,b].

Z uvedeného a z (2.1)) dostdvame

/ab((x)dx = /abjzn:llj—lex x)dxr < / x)dr < /a E:lleA].(x)dx = /ab I(z)dx



anebo téz

n

jzzjlljl /ab X4, (z)dz < /abf(x)dx < jZ::llj /ab X, (2)dz.

Zkusme jesté vyuzit 6. axiomu, ktery Lebesgue uvadi. Zamysleme se nad situaci,
kdy se v systému
l=ly<li<---<l,=L

bude zmensovat hodnota max(l; —1,;_1). Funkce ¢ a ¥ budou konvergovat k funkci
f a tato konvergence bude monoténni. Jinymi slovy, budou-li dany dva systémy

l=ly<lj<--<l =L

=l <B<--<l =1L,

kde druhy systém bude zjemnénim prvniho, pricemz
max(l?- — lf-_l) < max(ljl- - l?_l),

potom plati
(M) < Cla) < flz) < 0*(z) <0'(2),

pokud ¢!(z), 9! (x) jsou funkce odpovidajici prvnimu a ¢?(x),9?(x) druhému sys-
tému dle definice, kterou jsme uvedli vyse. Uzitim limity pak lze urcit i hodnotu

f(ff(x)dx : b b b
/a fla)dw = JLTI.}O/Q ("(x)dr = nlgrgo/a 0" (x)da.

Problém urceni integralu funkce tedy Lebesgue prevedl na problém urceni
integralu jednodussich charakteristickych funkci, které nabyvaji hodnot 0 a 1.
V pripadé, kdy je A interval, je integral charakteristické funkce x4 délkou in-
tervalu A. Z tohoto duvodu je prirozené povazovat integraly charakteristickych
funkei y4 mnozin A C [a,b] za miru mnozin A a problém urceni integralu reduko-
vat na urc¢ovani miry mnozin v intervalu [a,b]. Pfesna definice Lebesgueovy miry
bude zavedena v nasledujici sekci.

Prevedeme-li Lebesgueovu konstruktivni definici do geometrické teci, dosta-
vame se k analytickému pojeti integralu. Pfed Lebesguem tak stoji novy problém,
a to problém miry mnoziny.



2.2 Lebesguetv integral a Lebesgueova mira

2.2.1 Cesta k Lebesgueové mire

S otazkou, co se skryva pod ndm zatim nezndmym pojmem mira, tizce souvisi
pojmy jako je obsah rovinného obrazce ¢i objem télesa. Tyto koncepty zname jiz
z dob povinné skolni dochazky, kdy jsme se ucili, jak spocitat obsah kruhu nebo
objem jehlanu. Avsak zodpovédét otazku, co je to mira, neni uplné jednoduché.

Miizeme Fict, Ze obsah je néjaké zobrazeni, které mnoZinam v R? pfifazuje ne-
zaporna ¢isla. V idealnim svété bychom radi nasli vhodnou matematickou definici
pro funkci, ktera by ,vyvolenym” mnozinam prifadila vhodnou ¢iselnou velikost.
Pod takovou ¢iselnou velikosti si miizeme predstavit pravé obsah rovinnych ob-
razcl ¢i objem téles v trojrozmérném prostoru, ale téz napr. pravdépodobnost
nahodnych jevl. Prakticky cokoli, u ¢eho lze oc¢ekavat vlastnost aditivity, tj. aby
velikost celku sestavajiciho ze dvou ¢i vice disjunktnich ¢asti byla souctem veli-
kosti vSech casti.

Zamyslime-li se ale nad tim, co je to vlastné obsah kruhu, pouha aditivita
pro nas nebude dostacujici. Museli bychom navic pouzit vhodny limitni proces.
Abychom se vyvarovali této nepfijemnosti, budeme pro vhodnou definici miry
pozadovat vlastnost of Faditivity. Mnoziny, kterym budeme umét ¢iselnou velikost
prifadit, nazveme méfitelné (lebesgueovsky méritelné).

Vratme se vsak jesté na malou chvili zpét do lavic zakladni skoly a pfipomenme
si elementarni pristup k zavedeni miry rovinnych obrazcii aneb Jordan-Peantv
(J.-P.) obsah. Necht je ddna omezend mnozina M C R?. Nyni se mnozinu M po-
kusime aproximovat pomoci obdélnikti. Obsahy obdélniki umime pocitat, tudiz
je prirozené aproximovat obsah omezené mnoziny pravé pomoci nich. V definici
Jordan-Peanova obsahu figuruji dva typy aproximaci, a to vnitini a vnéjsi apro-
ximace. Vnitini aproximaci mame na mysli konecnou mnozinu neptekryvajicich
se obdélnikl, které se nachazeji uvnitt mnoziny M. Zatimco vnéjsi aproximace
znamena, ze mnozinu M pokryvame konec¢nym systémem neptekryvajicich se ob-
délnik. Nyni jiz vime, Ze vnitini a vnéjsi aproximace je néjaké konecné sjednoceni
obdélniki a jejich obsahy pocitat umime. Vezmeme-li supremum obsahii vnittnich
aproximaci, dostavame cislo, kterému budeme fikat vnitini obsah. Podobné pak
vezmeme-li infimum obsahti vnéjsich aproximaci, ziskame vnéjsi obsah. Pokud se
oba obsahy rovnaji, pak jejich spole¢nou hodnotu nazyviame Jordan-Peantiv ob-
sah mnoziny M. Stejnym zptusobem bychom postupovali i v prostoru, pripadné
ve vyssich dimenzich by se dala zavést Jordan-Peanova mira.

Pro elementarni utvary, se kterymi se setkdme jiz na stredni ¢i zakladni skole,
se zda, ze vse funguje pékné. Nicméné Jordan-Peanova mira trpi jistymi nedo-
statky. Za prvé, je definovana pouze pro omezené mnoziny. Existuji mnoziny
v roviné, které nejsou omezené, a presto maji konecény obsah. Ten ale pomoci
Jordan-Peanova obsahu (miry) spoéitat nelze. Dalsim problémem je fakt, ze i
kdyz ziistaneme u omezenych mnozin, takova trida, pro kterou by J.-P. mira byla
definovana, neni zrovna siroka. Dalsi jeji nevyhodou je, zZe obecné neni ani
o-aditivni.

! Prefix nebo index o naznaéuje vztah ke spocetnym sjednocenim a § ke spoc¢etnym prinikéim.
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Obréazek 2.1: Ilustrace Jordan-Peanovy miry

Srovname-li definici Jordan-Peanovy miry s Riemannovym integralem, mu-
zeme si vSimnout jistych podobnosti. Jejich souvislost je patrna z nasledujiciho
tvrzeni: Necht je ddna nezdpornd omezend funkce f : [a,b] — R. Bud

J(f.[a,0]) = {(z,y) €ER% 2 € [a,b],0 <y < f(x)}.

K tomu, aby funkce f byla integrovatelnd v Riemannové smyslu na [a, b], je nut-
nou a postacujici podminkou, aby byla mnozina J(f, [a,b]) méfitelnd v Jordan-
Peanové smyslu, tj. aby mnozina J(f,[a,b]) méla J.-P. miru. Pfitom plati, Ze
hodnota integrélu [° f(x)dz je rovna Jordan-Peanové mife mnoziny J(f, [a, b]).

K vyporadani se vyse zminénych nedostatki se zamérime na Lebesgueovu
miru, kterd jimi jiz netrpi a téz nam umoznuje lepsi definici integralu, nez je
Riemanntiv integral.

2.2.2 Lebesgueova mira a vnéjsi mira

Konstrukece Lebesgueovy miry bude vychézet z publikaci [2], [3], [5]. Lebesgu-
eovu miru A, zavedeme v R™ a jeji konstrukci provedeme ve dvou krocich.

Prvné zavedeme na celém 28" tzv. vnéjsi Lebesgueovu miru odvozenou od nasi
bézné predstavy objemu, oznac¢me ji A. Prozradme vsak, Ze to, Ze se pokousime
najit mnozinovou funkeci A; definovanou na vsech podmnozinach R", ndm pfinese
jisté komplikace, nebot A* nebude na takovémto defini¢nim oboru spliovat vlast-
nost aditivity, kterd je pro nés zadouci. Pokud se ale smifime s tim, zZe nebudeme
umeét mérit nékteré mnoziny a definujeme A’ jen na néjakém dostatecné bohatém
systému podmnozin R"™, neprijdeme tim o moc, nebof v podstaté vSechny mno-
ziny, které v praxi chceme umét meérit, budou zahrnuty. Mnoziny, které naopak
nebudeme umét mérit, nazveme lebesgueovsky neméritelné. Existence lebesgue-
ovsky neméritelné mnoziny je nekonstruktivni, uziva axiomu vybéru. Ditkaz v této
praci provadét nebudeme, avsak ¢tenaf jej snadno dohleda napr. v [[5], str. 48]
nebo v [[2], str. 3].

V druhém kroku se tedy zamétime na vybudovani systému podmnozin, na kte-
rém jiz A vlastnost aditivity spliluje, a to dokonce pro spocetnd sjednoceni
po dvou disjunktnich mnozin. Na takovémto systému se vnéjsi Lebesgueova mira
Ar bude shodovat s nami hledanou Lebesgueovou mirou A,.
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Mimo jiné pfipomenme, ze n—rozmérnym uzavienym intervalem (kvadrem)
v R™ rozumime libovolny kartézsky soucin n jednorozmeérnych uzavienych inter-
vali I = [ay,b1] X -+ X [an, by]. Objem kvadru néasledné definujme jako

n

vol(I) = [J(bs — a).

=1

Definice 2.2. (Lebesgueova vnéjsi mira)
Pro libovolnou mnozinu A C R™ definujme n-rozmérnou vnéjsi Lebesgueovu miru

A (A) = inf {Zvol([j) U I; oA I jsou kvédry} .
=1

j=1

Obrazek 2.2: Ilustrace vnéjsi Lebesgueovy miry

Fakt, ze uvazujeme spocetnd a ne konecné pokryti, je zasadni. Pokud bychom
v definici X! (A) uvazovali pouze konecnd pokryti, dostali bychom Jordan-Peanovu
miru, kterd vsak v moderni analyze nema zdaleka takovy vyznam jako prave
Lebesgueova mira. Za zminku téz stoji, ze v Definici neni podstatné, zdali
je I mnozinou vsech uzavienych, nebo otevienych n-rozmérnych intervali. Jejich
objem je totiz stejny, a tak zlstava stejna i vyslednd vnéjsi mira.
Pozndmka 2.1. Plati X% (A) € [0, +00].
Definice 2.3. A C R" je nulovd, pokud X\:(A) = 0.
Véta 2.1. (Viastnosti vnéjsi Lebesqueovy miry, [[3], str. 113-115])

e« ACBCR"= X:(A) < \:i(B). (Monotonie)

o Jeli ACR" a>0 aoznacime-li

aA={aa:a€ A},

pak
A (aA) = a" N (A).

12



o Jeli ACR" z€R" aoznacime-li ( Invariance vici posunuti )
r+A={r+a:a€ A},

pak
Ar(x+A) =X (A).

o Necht I CR" je kvddr, potom X (I) = vol(I).
o Ay Ay, CRY = A(UZ) Aj) <3252 AL (Ay). (o-subaditivita)

Jak jsme jiz zminili v ivodu této sekce, je otazkou, zda je vnéjsi Lebesgueova
mira A\’ aditivni mnozinova funkce. Odpovéd je vsak zaporna. Lze nalézt dveé
disjunktni mnoziny A, B, pro néz

N (AU B) < X:(A) + A\ (B). [2]

.....

byla. Resenim tohoto problému bude omezeni se na Jlstou tridu podmnozm R™,
které se nazyvaji lebesgueovsky méritelné.

Definice 2.4. (Lebesqueovsky méritelna mnoZina a Lebesqueova mira)
Necht A C R", rekneme, Ze A je lebesgueovsky méritelnd, jestlize pro kaZdou
Ltestovaci” mnozinu T C R™ plati

A(T)=X(TNA) +X(T\ A). (k)

Systém vsech lebesgueovsky meritelnych mnozin v R™ budeme znacit L™ a zuZeni
Lebesgueovy vnéjsi miry z 28" na L™ budeme nazijvat Lebesqueovou mirou a znacit
Ji An.

Pozndmka 2.2. Plati A\, (A4) € [0, 4+00].

Pozndmka 2.3. (i) Podminka z se nazyva Carathéodoryho kritérium méritel-

nosti.
(77) Diky o—subaditivité Lebesgueovy vnéjsi miry vzdy plati

N(T) < N(T NA) + N\ A).

Ke konstrukci lebesgueovsky méritelné mnoziny lze pristupovat i jinym zpt-
sobem, nez jsme uvedli v Definici 2.4 Ten lze nalézt v [[5], str. 29] ¢i
v [[3], str. 15]. Obé definice jsou ekvivalentni.

Definice 2.5. (Lebesgueovsky méritelnd mnozina a Lebesgueova mira)
Rikdme, Ze mnozina A C R"™ je lebesqueovsky méritelnd, jestlize pro kaZdé ¢ > 0
existuje otevrend mnozZina G C R" takovd, Ze A C G a

N (G\A) <e
Je-li A € L, pak cislo \,(A) = X:(A) se nazjvd Lebesgueova mira mnoziny A.

Mé¢jme na paméti, ze Lebesgueova mira a Lebesgueova vnéjsi mira se shoduji
na lebesgueovsky méritelnych mnozinach, avsak na lebesgueovsky neméritelnych
mnozinach je definovana pouze Lebesgueova vnéjsi mira.

13



Véta 2.2. (O Lebesgueové mire, [[3], str. 117-118])
1. Systém L™ lebesqueovsky meéritelnych mnozin md tyto vlastnosti:

o KazZdd otevrend mnoZina je lebesqueovsky méritelnd.

o Je-li A e L" potom A® € L, kde A° znaci doplnek mnoziny A.

Jsou-li Ay, Ay, -+ € L7, potom je ;2 Aj € L7

Je-li A e L™ x € R" a oznacime-li
r+A={r+a:a€ A},

potom x + A € L™

2. MnoZinova funkce A, md tyto vlastnosti:
o Pro kazdy kvadr I C R™ je \,(I) = vol(I).

o Jsou-li Ay, Ag,--- € L™ po dvou disjunktni mnozZiny, plati
A (U Aj) =) M(4)). (o-aditivita)

o Je-li A C R"™ nulovd mnoZina, potom A € L™; specidlné: kazZdd podmnozZina
nulové mnoziny je lebesqueovsky méritelnd.

o Je-li A€ L™ ax € R™ potom

Aoz + A) = \(A).

Vy$e zminéné a dalsi pékné vlastnosti lebesgueovsky méritelnych mnozin spolu
s dukazy vysSe uvedenych dohledd zvidavy ¢tenar napt. v [3].

V mnoha pripadech je uziteéné zkoumat podstatné rysy mnozinového systému
L™ v abstraktnim prostredi. My vsak setrvame v R", ale abychom v nasledujicim
mohli vyuzivat pojmi, jako je méritelny prostor nebo prostor s mirou, je na misté
zadefinovat tzv. o-algebru.

Po zbytek této prace budeme pro strucnost Lebesgueovu miru znacit jen A a
systém vsech lebesgueovsky métitelnych mnozin L.
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2.2.3 o—algebra a mira

Definice 2.6. (o-algebra)
Systém A podmmnozin dané mnoziny X nazveme o—algebrou, jestlize

e X e A,
« Ac A= X\AcA,
e AjeAjeN= U 4;€ A

Dvojici (X, .A) budeme nazyvat méritelny prostor.

Poznamka 2.4. Kazda o—algebra je uzaviena i na spocetné priniky, rozdily dvou
mnozin a obsahuje prazdnou mnozinu.

Priklad 2.1. L je o-algebra na R"™.
Priklad 2.2. 2% je o-algebra na X.

Definice 2.7. (Mira)
Necht je (X, A) méritelny prostor. Pak nezdpornou mnozinovou funkci
p: A — [0, + oo| nazgvdme mirou, jestlize

« (@) =0.

e Pro kaZdou posloupnost {A;}52, po dvou disjunktnich mnozin z A je
1 (U Aj) =Y u(4;). (o-aditivita)
j=1 =1

Trojice (X, A, 1) se pak nazijvd prostor s mirou.
Priklad 2.3. (R™, L, \) je prostor s mirou.

Véta 2.3. (Viastnosti miry, [[2], str. 8])
Necht (X, A, ) je prostor s mirou. Potom mira . md ndsledujici vlastnosti:

° AjGA,A1CAQC... — [L( (;ilA]):hm]_)OOILL<AJ),
e AjEAAD A D p(Ar) < oo = (P Aj) = limy o0 u(A)),

e Aje A = p (U2 A)) <52 u(A)).

2.2.4 Lebesgueovsky meéritelné funkce

Abychom mohli vytvorit teorii integralu, budeme potiebovat funkce, které
bychom mohli integrovat. Jednim z cili Lebesgueovy integrace je rozsitit pojem
integrace na dalsi funkce a pritom stale zahrnovat ty, které jsou riemannovsky
integrovatelné, prirozené by se tak hodnota Lebesgueova i Riemannova integralu
méla rovnat. V klasické teorii Riemannova integralu v R je f;’ f(x)dx limitou po-
sloupnosti Riemannovych souctii, coz jsou vlastné integrély jednoduchych funkei
2.9 které aproximuji f(x) na [a,b]. Podobné i v obecném prostoru, my se pro jed-
noduchost zamérime jen na R, budeme mit prirozeného kandiddta na integral
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jednoduché funkce, viz Definice [2.10, Tento integral poté rozsifime na obecnéjsi
funkce.

Lebesguetiv integral tedy vybudujeme ve trech krocich. Nejprve pro nezaporné
jednoduché funkce, potom nas postup rozsifime na nezaporné méritelné funkce
pomoci aproximace zdola jednoduchymi funkcemi a obecny pripad dokonc¢ime
rozkladem funkce na kladnou a zapornou c¢ast.

Pripomenme, Ze ne vSechny mnoziny jsou lebesgueovsky méritelné. Stejné
tak nelze ocekavat rozumnou teorii integrovani na tridé vsech funkci. Budeme
se muset omezit na jisté funkce, které budeme nazyvat lebesgueovsky méfitelné.
Obcas krom redlnych funkei budeme pracovat i s funkcemi s hodnotami
v R* = [—00, o0]. Vychdzime z publikaci [3], [2], [5].

Definice 2.8. (Lebesqueovsky méritelnd funkce)
Necht (R, L) je méritelny prostor. Funkce f : A — R*, kde A € L, se nazjvd
lebesgueovsky meritelna, pokud

f(a,x))={z € A: f(z) >al €L, VacR.

Zdtraznéme, ze v definici métitelnosti funkce se Lebesgueova mira A jako ta-
kova nevyskytuje. Méritelnost je Cisté vazana na o-algebru L, kterou je definovan
meéritelny prostor.

Véta 2.4. ([[3], str. 59])
Necht A€ L a f: A— R*. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

o Funkce f je lebesqueovsky méritelnd.

e ProVa € R je mnozina {x € A: f(z) > a} € L.
e ProVa € R je mnozina {r € A: f(z) <a} € L.
e ProVa € R je mnozina {x € A: f(z) <a} € L.

Lemma 2.5. (/[3], str. 23])
KazZda spojita funkce f : R — R je lebesqueovsky meritelnd.

Véta 2.6. (/[3], str. 23])
Je-li f : A — R lebesgueovsky méritelnd a g : R — R spojitd, pak g o f je
lebesgueovsky meritelnd.

Véta 2.7. (Viastnosti lebesgueovsky méritelnych funkci, [[2], str. 10])
Budte f, g, f. lebesqueovsky méritelné funkce na R, ¢ € R. Potom jsou lebesgue-
ovsky méritelné i nasledujici funkce:

e ¢ f, f+g (pokud soucet f+ g ma vsude smysl), max(f,g), min(f,g), |f|,
-9, § (pokud g nenabjvd hodnoty 0),

e sup fp, inf f,,, limsup f,, liminf f,, a také lim f,, (existuje-li).

V dalsim budeme méfitelnou mnozinou a métitelnou funkei minit lebesgueov-
sky méfitelnou mnozinu a lebesgueovsky métitelnou funkei.
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2.2.5 Integral jednoduché nezaporné funkce

Zakladnim stavebnim kamenem budované teorie integralu jsou jednoduché
funkce.

Definice 2.9. (Jednoduchd funkce)
Rikdme, Ze s : R — R je jednoduchd funkce, jestlize obor hodnot s(R) funkce
s je konecnd mnozina. Necht ay,. .., a, jsou vSechny ruzné hodnoty funkce s a

A; =s{ay}),5 €{1,...,n}. Pak

() =D e, ®)

1 xe A,
Xa(@) = 0Oxzd¢g A

je charakteristickd funkce mnozZiny A C R. Funkce x 4 je zrejme meéritelnd, prdve
kdyz mnozina A je meritelnd.

Reprezentaci ve tvaru linearni kombinace charakteristickych funkei s re-
alnymi koeficienty budeme nazyvat standardni reprezentace s. VSimnéme si, ze
jednoduchou funkci lze zapsat jako linearni kombinaci charakteristickych funkci
vicero zptisoby, nebof xaup = xa + xp pro disjunktni mnoziny A, B. OvSem
standardni reprezentace jednoduché funkce je urcena jednoznacné.

Nyni si ukazeme velmi dilezitou vlastnost, Ze kazdou méritelnou funkci Ize
pékné aproximovat jednoduchymi funkcemi.

Véta 2.8. ([[3], str. 24-25])
Necht f : R — [0, 00| je méritelnd funkce. Potom existuji méritelné jednoduché
funkce s1(x), s2(x), ... takové, Ze 0 < s1(x) < sy(x) < ... a

lim s;(z) = f(z), z€eR.

Jj—00

Dikaz. Pro j € N definujme A; ={xr € A: f(z) > jlaprojeNa

ke{l,...,727} definujme
k—1 k
1

Potom jsou mnoziny A;; méfitelné,

2 g1 . .
si(x) =) 5 XA Tixa;, JEN,
k=1

je nezdpornd méfitelnd jednoduchd funkce a s;4q(z) > s;(z),7 € N.
Je-liz e Ra f(r) =00, pak z € A; pro vsechna j € N, tedy s;(x) = j.
Proto lim; , sj(x) = f(x). Necht x € R a f(x) < co. Zvolme j € N takové, aby

17



f(z) < j. Potom x ¢ A; a existuje pravé jedno k € {1,...,727}, pronéz z € Aj.
Plati

kE—1 k kE—1
< .

tudiz

Vidime, ze lim;_, sj(x) = f(z).

Obrézek 2.3: Jednoduché funkce s;(z) (rtazoveé) z Véty aproximujici funkci
f(z) (modre)

Pozndmka 2.5. Pokud je navic funkce f(x) omezend, konverguji funkce s;(x)
k funkci f(z) stejnomérné na R.

Definice 2.10. Necht (R, L, \) je méritelny prostor s Lebesqueovou mirou A,
A€ L as(x) je jednoduchd nezdpornd méritelnd funkce s(x) = X7, ajxa,. Pak
cislo

/ s(x)dh =3 a;A (AN 4;) € [0, ]
A 5
7j=1
nazveme Lebesgueovgm integralem jednoduché funkce s(x) na mnoziné A.

Divod, pro¢ se v Definici [2.10] omezujeme pravé na jednoduchou nezdpornou
meéritelnou funkci, je ten, ze chceme predejit pripadim oo — oo.
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1 proz >0

Priklad 2.4. f(z) = { —1 prox <0

} =1 X[0,00) — 1. X (=00,0)

Jg f(x)dA =1-X(]0,00)) = 1-A((—00,0)) =00 —00 =7

V celé této kapitole zavedeme konvenci, ze 0 - oo = 0.
Pozndmka 2.6. Je-li nékteré a; = 0, chceme, aby platilo [, ajxa,d\ = 0, i kdyz
A(A)) = oo.
2.2.6 Integral nezaporné meéritelné funkce

Nyni si rozsitime definici integralu na libovolnou nezdpornou meétitelnou funk-
ci.

Definice 2.11. Uvazujme libovolnou nezdpornou meritelnou funkci f(z). Necht
(R, L, \) je méritelny prostor s Lebesqueovou mirou X\, A € L a s(x) je jednoduchd
nezapornd meritelnd funkce. Pak cislo

/Af(x)d)\ = sup {/A s(x)d)\} € [0, o0,

kde supremum se bere pres vsechny méritelné jednoduché funkce s(x) spliugjici
nerovnosti 0 < s(x) < f(x) na A, nazveme Lebesqueovym integrdlem nezdporné
funkce f(x) na mnoZiné A.

Pozndmka 2.7. Nyni mame dvé definice integralu pro nezaporné jednoduché funk-
ce, avsak nejsou v rozporu. Hodnota | f pro jednoduchou funkci s je stejné v Defi-
nici[2.11]jako v Definici[2.10] nebot | f odpovida supremu z integrélu pfes vSechny
uvazované jednoduché funkce s.

Véta 2.9. ([[3], str. 29-31])
Necht (R, L, \) je méritelny prostor s Lebesqueovou mirou N\, A € L a f(x),g(x)
jsou mezdaporné jednoduché meritelné funkce. Potom plati

o Jaf(@)+g(a)dh = [y f(x)d\+ [, g(x)d.

o Je-li f(x) < g(x) pro Ve € A, pak [, f(z)d\ < [, g(x)dA.
o fuf(@)dN = fo f(2)xadA

e Proc>0 plati [, cf(x)d)\ = c [, f(z)dA.

o Je-li f(x) =0 pro vV € A, potom [, f(x)d\ = 0.

e Je-li N(A) = 0, potom [ f(z)d\ = 0.

e Je-li B C A, B € L, potom [y, f(x)dA < [, f(z)dA.

o (Cebysevova nerovnost) Pro kazdé a > 0 je \({x € A : f(x) > a})
< 5 Jaf(@)dA.
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2.2.7 Integral obecné méritelné funkce

K rozsiteni integralu z nezapornych funkci na obecné vyuzijeme rozkladu
funkce f na kladnou a zapornou ¢éast

fl@) = fH(x) = f(2).

Definice 2.12. (Kladnd a zdapornd cdst funkce)
Je=li dina funkce f: R — R*, pak definujme pro kazdé x € R

fH(z) = max{f(z), 0},
f~(z) = —min{f(x),0}.
Poznamka 2.8. VSimnéme si, ze
(1) f(z) = fT(x) = [ (2).
(12) | f(x)] = fH(x) + [~ (2).

(i71) f(x) méfitelnd < f*(x),f~ (x) méfitelné.

(x)
— f7(x)

— f(x) /\

Obrézek 2.4: Myslenka obecné métitelné funkce

Nyni uz je asi ziejmé, jakym zptusobem rozsifime definici integralu na obecnou
meéritelnou funkei f. Jediné, co bude opét tieba osettit, je, abychom v definici
integralu nedostali vyraz co — oc.

Definice 2.13. Necht f : R — R* je méritelnd. Definujme

[ f@ar= [ rr@ar— [ 1@

pokud md rozdil smysl. Tj. asponi jeden z integrali [ fT(x)dN, [g f~(x)d\ je ko-
necny. Pak Tikdme, Ze [ f(z)d\ existuje.

Mid-li konecnou hodnotu, tj. oba integrdly [p f+(z)d\, [z [~ (x)d\ jsou
konecné, pak rikame, Ze [p f(x)d\ konverguje.

Pro A € L definujme [, f(z)d\ = [g f(x)xad, pokud integrdl vpravo existuje.

Véta 2.10. (/[2], str. 26])
Jg f(z)dX\ konverguje prave tehdy, kdyz [p |f(x)|d\ < oco.
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2.2.8 Skoro vsude

V Lebesgueové teorii ¢asto neni podstatné, co se déje na mnozinach nulové
miry.

Necht (R, L, )\) je prostor s mirou, A € £. Rekneme, Ze vyrok V plati skoro
vsude (s.v) na A, pokud existuje mnozina N € L spliujici A\(N) = 0 takova, ze
V' plati ve vsech bodech mnoziny A\ N.
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2.3 Lebesgueuv integral a schodovité funkce

Nyni se zamétrime na definici Lebesgueova integralu pomoci tzv. schodovitych
funkei. Vychézet budeme z [§].

Schodovité funkce jsou typické predevsim pro Riemanntv integral, v Lebes-
gueové integraci jsou jejich analogii jednoduché funkce, které jsme si predstavili
v predeslé sekci, viz Rozdil spociva v tom, Ze méFitelnymi mnozinami jsou
zde intervaly. Jinymi slovy, schodovité funkce jsou specialnim pripadem jednodu-
chych funkci, coz znamend, ze kazda schodovitd funkce je jednoducha funkce, ale
opacné tvrzeni neplati, vice viz [§] (str. 118, Tvrzeni 3.2.7.).

Definice 2.14. (Schodovitd funkce, jeji reprezentace a délka)
Redlnd funkce ¢ se nazyvd schodovitd, pokud spliuje nasledujici vlastnosti: Fxis-
tuje konecny pocet bodi ag, .. .,a, € R a redlnd cisla ¢y, ...,c, takovd, Ze

o ap < ap < ... Sy,
o ¢(r)=ck pro a1 <z <ag, k=1,...,n,
e ¢(x)=0pro z<ap a > a,.

Posloupnost cisel (ag, . . ., ay;c1, ..., ) nazveme reprezentact schodovité funkce ¢
a n délkou této reprezentace.

° 2 [ ) 2
e ) — o o 4 ° w(x)
[ ] L

Lo
-0
x
L0
-0
x

Obrazek 2.5: Dvé rizné schodovité funkce ¢(z) a 1(x) se stejnou reprezentaci

Vsimnéme si, ze zptusob, jakym jsme definovali reprezentaci schodovité
funkce ¢, v sobé ukryva dva seznamy. Prvni seznam obsahuje délici body a druhy
funkcéni hodnoty schodovité funkce. V pripadé, ze ax_1 a ay splyvaji pro néjaké
k, ¢ v druhé vlastnosti Definice nebude hrét Zaddnou roli, nebot
{z:apy <z <ai}=0.
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Téz stoji za povsimnuti, ze v Definici[2. 14 nenajdeme zadny pozadavek tykajici
se hodnot ¢(a;) funkce ¢ v koncovych bodech intervalu. Re¢ je zde pouze o funkci
¢, kterd je konstantni na otevienych intervalech (aj_1,ar). To mé za nésledek,
ze mohou nastat pripady, kdy dvé rtizné schodovité funkce budou mit jednu a tu
samou reprezentaci, viz Obrézek [2.5]

Stejné tak miizeme pro jednu libovolnou schodovitou funkci ¢ najit vice nez
jednu jeji reprezentaci. Uvazujme funkci ) z Obrazku Pro tuto schodovitou
funkci zvolme reprezentaci (—1,0,1;1,1). Téz by ji odpovidala stejné jako repre-
zentace (—1,1;1). Rozdil je v tom, ze reprezentace (—1,1;1) uvddi pouze body
nespojitosti ¥, kdezto reprezentace (—1,0,1;1,1) uvadi i dalsi body. Reprezentaci
schodovité funkce (aq, ..., an;c1,...,c,), kterd obsahuje pouze body nespojitosti
ag < --- < ay, nazveme reprezentaci nejkratsi délky:.

Definice 2.15. Oznacme S mnozinu vsech redlnych schodovitjch funkct.

Véta 2.11. (/[8], str. 13])
MnoZina § md ndsledujici vlastnosti:

Pokud a,b € R a ¢(x),¢(x) € S, pak
* ad(z) +bi(z) €S,
« min(6(2), ¥(x)) a max(6(z), ¥(x)) € 5.
Prejdéme nyni k samotné definici integralu schodovité funkce:

Definice 2.16. (Integrdl schodovité funkce)
Necht ¢ je schodovitd funkce a (ag,...,an;c1,...,¢,) jeji reprezentace nejkratsi
délky. Definujme nyni

/Rgb(a:)dx = i ck(ag — ag_1),

toto cislo nazveme integralem schodovité funkce ¢.
Integral [ ¢(z)dr ma nasledujici vlastnosti:

Véta 2.12. ([[§], str. 16])
Pokud ¢(x),¥(x) € S, pak pro libovolnd a,b € R plati

/Ragb(x) + by(x)de = a/ﬂ{gb(w)dw + b/RzZ)(x)dx.

Véta 2.13. (/[§], str. 17])
Pokud ¢(x) € S a ¢(x) > 0, pak [g ¢p(z)dx > 0.

Pro nezapornou schodovitou funkci ¢ ziskdme presné plochu pod grafem, viz

Obrézek 2.6]
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y — ()

[ ]
[ ]

p
x

Obrazek 2.6: Plocha pod grafem nezaporné schodovité funkce ¢(z)

Disledek 2.14. ([[8], str. 18])
Pokud ¢(x), () € S a ¢(x) = ¢(x), pak

/R¢(x)dx2 /Rw(x)dx.

Pro libovolné ¢(x) € S plati
’/}R¢($)dﬂf! S/R\<b(x)]dx.
/R¢+(x)dx S/R|¢(x)|dx, /Rgb_(x)dxg/ﬂdgb(;p”dx,

kde ¢T(x) znaci kladnou édst schodovité funkce ¢(x) a ¢~ (x) zdpornou édst scho-

dovité funkce ¢(x). Zrejmé pak ¢(x) = ¢T(x) — ¢~ () a |p(z)| = ¢ (x) + ¢~ (2).

Véta 2.15. ([[§], str. 36])
Predpoklddejme, Ze {¢,(x)}22, je klesajici posloupnost nezdpornijch schodovitijch
funket ¢n(x) > ¢Gpi1(x) > 0 takovd, Ze

lim ¢,(2) =0

n—oo
pro skoro vsechna x. Pak

lim /Rgbn(x)dx =0.

n—oo

Dusledek 2.16. (/[8], str. 37])
Necht Y02, én(x) je Tada schodovitijch funkci takovd, Ze > 0> | ¢n(x) =0
skoro vsude. Ddle predpoklddejme, Ze > 00 | g |¢n(x)|dx konverguje, pak

i/ﬂ@qﬁMm)dz = 0.

Uvazujme nyni libovolnou funkei f, pro kterou

f(x) = i bu()
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pro skoro vsechna z. Pak bychom radi definovali Lebesguetiv integral funkce f

rovnosti .
/Rf(x)dx = ;/Rgzﬁn(x)dx

To ndm prinese jisté komplikace, nebot mize existovat jind fada > o0 ¥, (z)
schodovitych funkei konvergujici k funkci f skoro vSude a splnovat

i/}R\wn(:ﬂ)]dw < .

Ukazeme tedy, ze

o0 [e.9]

> [ ntader =Y [ dula)da. (2.2)

Zde ndm bude napomocny Diusledek [2.16] Aplikujeme ho na fadu schodovitych
funkel >0° (¢ (z) — ¥ (x)), kterd konverguje k nule skoro vsude a spliuje

3 [ 16u@) = @lde < S [ 6u(@ldr + [ (o)lde)
=3 [[lon@lds+ 3 [ @)l < oo

Dochazime k zavéru, ze

0= [(@.0) = vuleie =3 [ oufa)ir =3 [ (o

z ¢ehoz okamzité plyne rovnost (2.2)). Néasledujici definice je proto korektni.

Definice 2.17. (Lebesguetiv integrdl)
Rekneme, Ze redlnd funkce f je lebesqueovsky integrovatelnd, pokud ezistuje Tada
> | dn(x) schodovitych funkci takovd, Ze

o 3% bn(x) = f(x) pro skoro vSechna x,

o Y0l Jr |on(x)|dr < oo0.

Potom Lebesgueuv integrdl funkce f definujeme jako

/Rf(a:)da: = ni;/R(ﬁn(m)dm

Kazd4a schodovité funkce ¢(z) je integrovatelnd, nebot je skoro vsude rovna
fadé >0° | én(x), kde

¢1(z) = ¢(), On(z) =0 pron > 2.
Mame .
n dr = / d s
Ekvivalentni podminku integrovatelnosti nam déva nasledujici lemma:
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Lemma 2.17. (Mikusiniskiho, [[§], str. 61])
Redlnd funkce f je lebesqueovsky integrovatelnd prdave tehdy, kdyzZ existuje rada
o 1 On(x) schodovitijch funkci splriujict Y00, [ |on(z)|dr < 00 a

f(x) = id)n(:ﬂ)

pro vsechna x, pro kterd Y00 |on ()| < oo.

Lebesgueovsky integrovatelna funkce se téz vyznacuje tim, ze existuje po-
sloupnost {¢,(x)}22, schodovitych funkei s vlastnostmi, které udéava néasledujici
véta:

Véta 2.18. (/[8], str. 59])
Redlna funkce f je lebesqueovsky integrovatelna pravé tehdy, kdyz existuje posloup-
nost {¢n(x)}5°, schodovitijch funkci takovd, Ze

a pak
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2.4 Lebesgueuv integral a absolutné spojité
funkce

Nyni podame alternativni deskriptivni definici Lebesgueova integralu, ktera
vyuziva absolutné spojitych funkei. Podkapitola je zpracovana na zakladé zdroji
[6] a [4].

Abychom vsak definici porozuméli, podivame se tak nejdiive na definici abso-
lutné spojité funkce. Absolutni spojitost byla poprvé pozorovana A. Harnackem
v roce 1884. Nazev vsak pochazi od G. Vitaliho z roku 1905.

Definice 2.18. (Absolutné spojitd funkce)

Redlnd funkce F : [a,b] — R se nazjvd absolutné spojita, pokud plati ndsledujici
podminka: Pro kazdé e > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze pro kazdy soubor {(ax, bx) }1_;
disjunktnich intervali v |a,b] spliujicich

n
D (b — a)
k=1

plati
Z ’F bk ak)| < €.

Véta 2.19. ([[4l], str. 229])
Funkce F' je absolutné spojitd na intervalu [a,b] pravé tehdy, kdyz je rovna rozdilu
dvou absolutné spojitych funkci, monotonné rostoucich.

Definice 2.19. (Lebesguetiv integrdl)

Bud a,b € R, a < b. Funkce f : [a,b] — R md v intervalu [a,b] Lebesguetiv inte-
gral, kdyz existuje absolutné spojitd funkce F tak, Ze plati F'(x) = f(x) pro skoro
vSechna x € [a,b]. Lebesquetv integrdl definujeme rovnosti

Poznamka 2.9. Definice je korektni, nebot nezavisi na volbé F', protoze kazdé
dvé vhodné funkce se lisi o konstantu.

Dokazme nyni, Ze definice Lebesgueova integralu pomoci absolutné spojitych
funkci je ekvivalentni s modernim pojetim, které vyuziva Lebesgueovy miry. Jesté
pred samotnym diikazem si zadefinujeme funkce kone¢né variace a uvedeme si par
vét, které ndm budou ndpomocné v dikazu Véty [2.25

Definice 2.20. (Funkce konecné variace)

Necht je dana funkce f na intervalu [a,b] a déleni D = (a = xo < x1 < ...
. < xp, =b). D(a,b) budeme znacit mnoZinu vsech délend intervalu [a,b].

Variaci funkce f vzhledem k déleni D definujeme vztahem

- Z F(aa) — Fa).

Totdlni variaci funkce f pres interval [a,b] je supremum wvariaci pres vsechna
deleni

Vi(f)= sup V(D.f).

DeD(a,b)
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Rekneme, Ze funkce f mad konecnou variaci na tomto intervalu, pokud je totalni
variace konecnd.

Véta 2.20. ([[jl], str. 218])
Ma-li funkce f konecnou variaci na intervalu [a,b], pak je diferencovatelnd skoro
vsude na intervalu [a,b).

Véta 2.21. ([[j)], str. 227])
Je-li F' absolutné spojitd funkce na intervalu [a,b], pak md konecnou variaci na in-
tervalu [a,b].

Lemma 2.22. (Fatouovo, [[4], str. 187])
Necht { f.(x)}22, je posloupnost nezipornijch integrovatelnych funkei, potom

n—oo n— o0

/hmmf fo(z)d) < hmmf/ fulz)dX
A

Pokud f,, konverguje k f skoro vSude na A a pokud [, fn(x)\ je omezeny kon-
stantou nezavisle na n, pak f je integrovatelnd a

ax < Timinf [ f(@)dA

J, @ <timin [ (@)

Lemma 2.23. (/[jl], str. 234])

Pokud F je absolutné spojita a monotonné rostouci funkce a pokud F'(x) = 0
skoro vsude na intervalu [a,b], pak F je konstantni.

Véta 2.24. ([[j)], str. 232])
Je-li f je integrovatelnd na [a,b], pak

je diferencovatelnd skoro vsude a F'(x) = f(x) skoro vsude.

Véta 2.25. (Zdkladni véta kalkulu, [[])], str. 236])
Necht je F absolutné spojitd funkce na intervalu |a,b], pak je diferencovatelnd
skoro vsude, F' je integrovatelnd na intervalu [a,b] a

KP@:F@—F@. (2.3)

Diikaz. Véta nam tikd, ze funkce F' ma konecnou variaci na intervalu [a,b],
tudiz je dle Véty [2.20] diferencovatelnd skoro vSude. Nyni potfebujeme ukézat, ze
F' je integrovatelnd a dokézat tak rovnost .

Dle Véty 2.19] je-li F absolutné spojitd, pak je rozdilem dvou absolutné
spojitych funkci, monotéonné rostoucich. Tedy dikaz pro nas bude dostacujici,
zamérime-li se na funkci F, kterd je navic monoténné rostouci.

Abychom nyni dokazali, ze F’ je integrovatelnd, definujeme posloupnost
funkci F}, nasledovneé:




kde funkci F' rozsifime na interval x € [b,b + 1) tak, Ze polozime F(x) = F(b).
Kazda F, je nezaporna funkce a posloupnost {F,}>, konverguje k F’ skoro
vsude.

Dle Fatouova lemmatu , je-li integrél z F), pres interval [a,b] omezeny
konstantou, kterd nezavisi na n, pak je F’ integrovatelna. Omezenost integralu
vychazi z monotonie F' :

Nic ndm nebrani v tom, abychom dolni mez a nahradili libovolnym z € [a,b] a
horni mez b libovolnym y € [a,b]. Pro a < z < y < b dostavame

/ "F(t)dt < F(y) — F(x), (2.4)
Nyni definujme funkci G' vztahem
G(z) = F(z) — / T F(t)dt.

Radi bychom na ni aplikovali Lemma [2.23] Z jeho znéni dostavame
G(a) = F(a)—0 = F(a). Ukdzeme-li, Ze funkce G je konstantni na intervalu [a,b],
pak je onou konstantou F'(a) a rovnost je dokazéna. Je tedy tfeba ukazat,
ze funkce G je absolutné spojita a monoténné rostouci a ze jeji derivace je rovna 0
skoro vsude.

Jelikoz je funkce G rozdilem dvou absolutné spojitych funkci, je absolutné
spojité. Z nerovnosti (2.4)), kde z < y, plyne, Ze

Gly) — G(a) = Fly) = Fa) — [ F() =0,

T

tudiz je G monoténné rostouci. Z Véty [2.24]

d

d—/ F'(t)dt = F'(z), skoro vSude,
T Ja

a proto G’ = 0 skoro vSude. Uzitim Lemmatu dostavame, ze G je konstantni
funkce rovna F'(a). Pro vsechna x € [a,b]

G(z) = F(z) — / "F(t)dt = F(a)

- / "F(t)dt = F(z) — F(a).
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3. Riemann, Lebesgue, Kurzweil

V této kapitole struéné srovndme Lebesguetiv integral s integralem Rieman-
novym a nasledné i s integralem Kurzweilovym. Na prikladech ilustrujeme, ze
mnozina funkei integrovatelnych v Lebesgueové smyslu je nadmnozinou rieman-
novsky integrovatelnych funkci a naopak podmnozinou funkei integrovatelnych
v Kurzweilové smyslu.

Predpokladame, ze ¢tenar absolvoval zékladni kurz matematické analyzy, tu-
diz ndm jisté promine, kdyz zde opomeneme definici Riemannova integralu.

V prikladech budeme konkrétné vyuzivat Darbouxovy definice pomoci hornich a
dolnich integralnich souctu, tu lze v piipadé zadjmu nalézt napt. v [[9], str. 453-
454). Abychom vsak ¢tenéafe neochudili tplné, zadefinujeme Kurzweiltv integral.

3.1 Kurzweiliv integral

Kurzweiltv integral, dnes téz znamy jako Henstockiv-Kurzweiliv, pochazi
z Cesko-britského prosttredi. Jeho autory jsou ¢esky matematik Jaroslav Kurzweil
(1926 — 2022) a britsky matematik Ralph Henstock (1923 — 2007), ktefi jej vyvi-
nuli nezavisle na sobé. Jaroslav Kurzweil poprvé v roce 1957 ve své praci Generali-
zed Ordinary Differential Equations and Continuous Dependence on a Parameter,
Ralph Henstock v roce 1960 v praci s nazvem A New Descriptive Definition of
the Ward Integral.

Kurzweiltiv integral je konstruovan podobnym zptsobem jako klasicky Rie-
mannilv integral pomoci integralnich soucti. Myslenka autort pri zavedeni to-
hoto integralu spocivala pravé v propojeni geometrické nazornosti Riemannova
integralu a platnosti Newton—Leibnizovy formule (|1.1]).

V pripadé integrovani pres jednorozmeérné intervaly ma Kurzweiltiv integral
vsechny vyhody Lebesgueova integralu, obecné vsak dokéaze integrovat mnohem
sirsi tfidu funkci. Jedna se o neabsolutné konvergentni integral, ktery lze taktéz
zavést vicero ekvivalentnimi zptsoby. My v textu vyuzijeme Kurzweilovy definice,
vychazime z [6]. Nacrt ekvivalentni definice lze nalézt napt. v [[2], str. 82].

Definice 3.1. (Kalibr a déleni)
Bud ab € Rya < b. Necht je na uzavreném intervalu [a,b] ddna kladnd funkce
d : [a,b] = (0,00). Tuto funkci nazveme kalibrem. Ddle oznacme symbolem D

konecnou posloupnost cisel {ag, T1, a1, ..., Tn, n} takovych, Ze plati

a=ap<a;<---<a,=0>b (3.1)
a

OéiflgTiSOéi, z:l,,n (32)
Déleni

D= {a():Tla A1y .ey Thy O‘n}a
které splnuje podminky , a

[Oéi_l, Oli] C (7'7; - 5(7}'),’7}' + 5(7’0), 1= 1, 2, .o, n (33)

nazveme 0-jemnym délenim intervalu [a, b].
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Poznamka 3.1. Body 7;, kde i = 1,2, ..., n, nazveme vyzna¢nymi body déleni D.

Lemma 3.1. (Cousinovo lemma, [[0], str. 55])
Pro libovolny kalibr 6 : [a,b] — (0,00) je mnoZina vsech §-jemnijch déleni inter-
valu [a, b] vZdy neprdzdnd.

Jak jsme jiz zminili, Kurzweilliv integral se tvori velmi podobné jako Rie-
manniv integral. Proto pro déleni D intervalu [a,b] vytvorime klasicky integralni

soucet
n

o(f.D)=>_ f(ri)(es — i)

i=1
Pro prazdné intervaly budeme za jejich déleni povazovat prazdnou mnozinu a
prislusny integralni soucet bude nulovy.

Definice 3.2. (Kurzweiliv integrdl)

Bud a,b € R,a < b. Cislo I € R nazveme Kurzweiloviim integrdlem funkce
f:la,b) = R od a do b, kdyz ke kazdému € > 0 existuje kalibr ¢ : [a,b] — (0, 00)
tak, Ze pro kazdé d-jemné deleni D plati nerovnost

o(f,D) — 1| < e.

Lemma 3.2. (/[4], str. 61])
Pokud Kurzweiluv integrdl existuje, je urcen jednoznacné.

Pozndmka 3.2. Cousinovo lemma hraje v definici Kurzweilova integralu klicovou
roli, nebot dle néj vzdy existuje déleni D intervalu [a,b], které je §—jemné, a proto
mé smysl mluvit o integrélnich souctech o(f,D).

Poznamka 3.3. Srovname-li definici Kurzweilova a Riemannova integralu, vsim-
neme si, ze u Riemannova integralu si vystacime s ¢ jako konstantami, kdezto
v Kurzweilové definici hledané § k zadanému e nemusi byt nutné konstanta, ale
pripustime, ze o mize byt funkce.

3.2 Piiklady

Uvazujme nyni dvé nasledujici funkce. Podivame se tak na to, zdali jsou
obé integrovatelné v Riemannove, Lebesgueové a Kurzweilové smyslu dle definic,
které jsme v praci uvedli (s vyjimkou definice Riemannova integralu). Abychom
od sebe integraly odlisili, nas pfirozenou volbou bude znaceni (%) [ f(z)dx

(L) I; fx)dx, (X) [} f(x)de
Priklad 3.1. Uvazujme na intervalu (0,1) linedrni funkci
flz) ==

(Z)Riemannuv integral

Bud D déleni intervalu (0,1) takové, ze interval (0,1) rozdélime na n stejnych
podintervali s délkou % Body déleni z; jsou z; = % pro i = 0,1,...,n. Zfejmé

inf{f(z);z € ( — ,n)}—u asup{f(z);z € (%,%)} L pro kazdé
i=12,....n.
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Pro dolni soucet s dostavame

S(1D) =Y

n
=1

i — 1) 1 1 &
N ()
( n n  n?
Vyuzijeme-li vzorce pro soucet prvnich n ¢lent aritmetické posloupnosti, dosta-

fj(i 1) = ”(’;_1) (3.4)

=1

a tedy
1 & 1 n-(n—1) n-1
SN (i—1) = — - - .
nQE(Z ) n? 2 2n

Pro horni soucet S mame

Opétovnym uzitim vzorce pro soucet prvnich n clent aritmetické posloupnosti

obdrzime
n-(n+1)

ZZ =20 (3.5)

tedy
1 n-(n+1) n+1l

3= 2 ™

Abychom ziskali skuteény Riemanntv integral, musime spocist limitu téchto
souctl pro n — oo :

n—1 1
li D) = li = -
N s(f.D) = lim —-— =5
¢ +1 1
n
lim S(f,D)=1li = —.
A, S(D) = lim =5 = =5
Vidime, ze hodnota horniho Riemannova integralu (%) fOT zdr = 3 a dolniho
Riemannova integralu (%) fgl zdr = 3 se rovné. Z toho plyne, ze Riemanniv

integral existuje a je roven (%) [, wdr = 3

+ (Jednoduché funkce a Lebesgueova mira)
Uvazujme libovolnou jednoduchou funkei s(x) spliujici

s(xz) < f(x) na intervalu (0,1),

pak

S(%) = ZaiXAm
=1

kde a; € R a A; jsou disjunktni méfitelné mnoziny takové, ze

Ui (Az) = (071)'
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Jelikoz
s(x) < f(z) =x pro Va € (0,1),

pak jisté plati

Chceme ukazat, ze

L\D\»—t

/018( )dA <

Rozdélme tedy definiéni obor na n podintervala (% f} = 12,...,n,

stejné délky % a definujme nyni posloupnost jednoduchych funkci

Dokazeme, Ze pro vyse definovanou posloupnost jednoduchych funkei &, ()
plati
kn.(z) > s(x) pro Vz € (0,1)

/ d)\>/ x)d\ pro Yz € (0,1)

a ze jeji integral konverguje k 3.

Uvedena nerovnost jisté plati, nebot

kn(z) 2 f(2) > s(),

/ 2)d\ > / 2)d\ > / s(@)dn, viz Véta.

Chceme-li spocist integral posloupnosti k,(x), dostavame

oo =3 2 ((55])

7

Ly
R
0l<
oz 2
1 n-(n+1)_n+1

- n? 2 - oon

tedy i

1
n

Uzitim limity pro n — oo potom

1
lim [ kn(z)d\ = lim P = 1

n—oo Jg n—oo  92n 2

1V rovnosti jsme vyuzili vztahu 1)
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Dochazime tedy k nasledujicimu

= > /01 s(x)dA.

Zvolme nyni posloupnost jednoduchych funkei

“i—1

a ukazme, ze
1 1
lim [ s,(x)d\ = .
n—oo J 2

Podobnymi tpravami jako v predchozim ptripadé dostavame

) 1 | 1—1 1
Jin [ ntoiar = 3222 A ((50)
Ry e |

=2

n n

Supremum pres vSechny nami uvazované jednoduché funkce s(z)
1 1
z / s(x)d\ je tedy 5
0

Lebesgueuv integral funkce f(x) = x na intervalu (0,1) je roven

 (Schodovité funkce)
Podivejme se nyni na definici Lebesgueova integralu, kterd vyuziva rady
schodovitych funkei.

Uvazujme schodovitou funkci ¢,(x), pro kterou rozdélime interval (0,1)
na 2" podintervalu stejné délky %, kde ap = 2% pro k = 0,...,2" bu-
dou délici body.

2V rovnosti jsme vyuzili vztahu (3.4).
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Pro néazornost si rozepiSme reprezentace prvnich 3 schodovitych funkei.
Ziejmé

or(e) = (0.5:1:0.3)

113 1 1
ng(I) <Oa47274a 707 aOa )7

4" 4
1131537 1 1 1 1
=1y - -\ - — — — — ]_ — — — —
¢3(‘T) <0787478727874787 7078707870787078>7

1 2 2n—1 1 0 1 0 1)
A ’2,”7 ’2n7"'77

pro obecné n ziejmé

1 1
/0 On(z)dr = S

Mame tedy fadu schodovitych funkei ¢, (x), pro kterou plati

UL k
D onlr) = —
n=1 2
pro vsechna x € {%,%) , kde k =0,...,2" — 1 a pro vSechna m.

Na Obrazku [3.4| miizeme vidét soucet fady schodovitych funkel 33 _, ¢, ().
Je zfejmé, ze postupnym zjemnovanim, tj. nahradime-li nasi prozatimni
konec¢nou fadu nekoneénou, dokonvergujeme k funkei f(z) = x.
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Obrazek 3.1: Schodovita funkce ¢y (x)

1 s L 1

0.0

0.8
0.6
04

0.2

0.2 0.4 0.6 0.8

Obréazek 3.2: Schodovita funkce ¢o(x)

0.0

0.2 0.4 0.6 0.8

Obréazek 3.3: Schodovita funkce ¢5(x)
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0.8+ |
0.6
— Tt $n(0)
04}
0.2
‘ ‘ . . %
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
Obrazek 3.4: Soucet 33 _, ¢, (w)
Jelikoz soucet geometrické rady
$ 11
n=m++1 2n 2m 7
potom pro vSechna z € {2%,%) plati
k’ +1
3o < 2 nle) <
nebot pro x = 2% dostaneme, ze
oo m k
n=1 =
a
U k kE k+1
Z = om pro vsechna x € o on |-

Podivejme se nyni, pro¢ plati rovnost

/ (@ - 2n+1

Vsimnéme si, Ze pro kazdé n bude mit funkce ¢, (z) 2"~ podintervalt, kde
je funkéni hodnota - a stejny pocet podintervalii, kde je funkéni hodnota 0.

Pro vypocet 1ntegralu ptes interval (0,1) budeme integrovat pouze pres ty
intervaly, kde je funkéni hodnota nenulova, tedy
—1

[osnwr= (5 4).

Pocet téchto intervald je 2771, tedy mame




7 . , v v . 710 1 ’
Podivame-li se nyni na nekone¢nou rfadu z integralt [, ¢, (z)dz, mame

g/ol On(z)dz.

Z predchoziho vime, ze
1 1
, ontordz = 5

tedy nekonecnou fadu miizeme zapsat jako

> 1
77,2::1 on+1°

1
7 a

Jedna se o nekonecnou geometrickou radu, jejiz prvni ¢len je a; =
kvocient ¢ = % Pro posloupnost ¢astecnych souctu s,, dostavame

1 1 >* 1
:7:712::12n+1'

lim s, = L
e T T

Lebesgueuv integral funkce f(x) = x na intervalu (0,1) je tedy roven

« (Absolutné spojité funkce)
Vyuzijeme-li nyni definice integralu pomoci absolutné spojité funkce, pri-

mitivni funkei k funkei f(z) = z je

2
% x € (0,1).

F(z) =

Y

Ovérme, ze je funkce F'(z) na intervalu (0,1) absolutné spojit4.

7 Definice .18 dostédvame
Z|bk—ak| <6 = Z|F(bk)—F(ak)| =
k=1

k=1
ST T )
k=1 2 2 k=1 2

ProtoZe |b — ai| = |by — ag| - |bx + ax|, mame
z": bk —ail _ zn: |br — ax| - |be + ax]
- 2 k=1 2

Na intervalu (0,1) je |b + ax| < 2, tudiz

" by — i - b n ol a2
> ak|2|’“+a’“|§2 |’“2 Ul S~ )
k=1 k=1 k=1
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Pokud

n

Z|bk—akl <5,

k=1

pak
k=1 k=1

Polozime-li § = ¢, dostavame Y1 |F'(by) — F(ag)| < e.

Dokézali jsme, ze funkce F'(z) je absolutné spojita na intervalu (0,1). Jelikoz
F(z) = %2 a F'(z) = x pro vSechna z € (0,1), derivace F(x) existuje a je
rovna f(x) =z v kazdém bodé (0,1), tedy muzeme Fict, ze plati

f(z) = F'(x) skoro vsude.

Lebesgueuv integral funkce f(z) = x na intervalu (0,1) je dle Definice
roven

() Kurzweiluv integral

Ukazeme, Ze funkce f(x) = x je na intervalu (0,1) integrovatelnd v Kurzweilové
smyslu a jejf integral (7)) [ xdr = 2(17 — 0%) = 1.

Necht ¢ > 0. Zvolme 6(z) = \/2;5 za nas kalibr, kde n je pocet vyznacnych
bodt, a tedy pocet podintervalt v nasem déleni D. Takto definovana funkce je
jisté kalibr, nebot pro x € (0,1) nabyva pouze kladnych hodnot. Predpokladejme,
ze D je délenim intervalu (0,1), které je d—jemné. Tudiz o; — ;1 < 0(713) = \/2;5
pro vsechna 1 <1 < n. Abychom ukézali, ze
" 1

Zf(Ti)(Oéi — 1) — 2’ =lo(f,D) — ;| <,

podivejme se spolecné na par uzitecnych nastroji.
Podivame-li se na vzdalenost od vyznac¢ného bodu 7; po stfed intervalu
(i1, ), vime, ze tato vzdélenost bude vzdy mensi nebo rovna poloviné délky

intervalu. Tedy

1

_ Qi Qi §§!Oéi—04i71!-

2
Dalsi uzitecnosti nam pak bude fakt, ze % miizeme zapsat jako soucet telesko-
pické tady

Ti

1

1 n
5= 5(12 —0%) = Z(O%Q —a? ).
=1

N | —
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Nyni mtzeme odhadovat

I

S
Il
—

o(1.D) -

1 n
2‘ (i — 1) iga —a

I

(il — aiq) — 5(0% — i) (a; + 0%1))|

i=1
= o+ g
= Z(Oéi — Qi) (Ti - 2)‘
i=1
- ; + g
3 1—
<o — @il - T T

.
Il
—

(VAN
DN | =
B

|

8

I

-
Il
—
I\

"1 2
=25\%
" e

@
Il
—

Jelikoz nase € bylo libovolné, vime, Ze toto plati pro kazdé € > 0, a tudiz
f(z) = x je kurzweilovsky integrovatelnd na intervalu (0,1) a (%) [, zdz = 3.
Dikaz byl prevzat z [[10], str. 16].

Priklad 3.2. Uvazujme na intervalu (0,1) obracenou Dirichletovu funkeci

_Jlze OH\Q
f(x)_{OxE (0,1) N Q.

(#) Riemannuv integral

Bud D = {xg,z1,...,z,} libovolné déleni intervalu (0,1). Zrejmé
inf{f(z);2 € (vi—1,2:)} =0 asup{f(z);z € (z;-1,2;)} = 1 pro kazdé
1 =1,2,...,n. Pro dolni soucet s dostavame

s(f,.D) = ZO (x; —xiz1) =0
a pro horni soucet S

S(f,.D) = Zl (z;—xiq) =1

i=1

pro libovolné déleni D intervalu (0,1). Hodnota dolnfho Riemannova integralu
(#) Jy f(z) = 0 a hornfho Riemannova integralu (%) [y f(z) = 1 se lisf, tudfZ
Riemanntv integral (Z) [, f(z)dx neexistuje.
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 (Jednoduché funkce a Lebesgueova mira)
Vyuzijme faktu, ze nase obracena Dirichletova funkce je jednoducha funkce,
tedy
s(z) = crxane () + a2xpnne(),

kde a; = 1 a ap = 0. Chceme-li urcit jeji integral, mame
1
/0 s(@)dA =1-X((0,1)\ Q) +0-A((0,1)N Q). (3.6)

Raciondlni ¢isla tvori spocetnou mnozinu, tudiz je jeji Lebesgueova mira
A((0,1) N @) nulova. Toto tvrzeni si dokazme:

Mnozina raciondlnich éisel (0,1) N @ je spocetnd, tedy muzeme jeji prvky
usporadat do posloupnosti a oéislovat {qi, q2, g3, - . . }. Nyni chceme ukéazat,
ze pro kazdé ¢ > 0 muzeme (0,1) N Q pokryt posloupnosti otevienych in-
tervalt tak, aby soucet délek téchto intervali byl mensi nez e.

Necht ¢ > 0.
Pro kazdé ¢; € (0,1) N Q, i € N, zvolime otevieny interval

g g
<Qi_2i+17%‘+2i+1>-
Pak mame -
€ €
(0,1)NQC U1<qi_2i+1’%+2i+1>’

Soucet délek téchto intervali je

Geometricka rada
konverguje a jeji soucet je

tedy dostavame, ze
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Lebesgueovu miru sjednoceni nasich intervali muzeme shora odhadnout
souc¢tem mér téchto intervall, tedy dle Véty [2.3] plati

> € 5
A(U (q@'—ziﬂaq@'—i‘w)) <e.

i=1

Ukézali jsme, Ze pro kazdé e > 0 existuje pokryti mnoziny (0,1) N Q otevie-
nymi intervaly, jejichz celkova délka je mensi nez €. Mnozina raciondlnich
¢isel (0,1) N Q mé tedy Lebesgueovu miru A((0,1) N Q) = 0.

Ze o-aditivity Lebesgueovy miry vime, ze Lebesgueova mira mnoziny iraci-
onalnich ¢isel A ((0,1) \ Q) musi byt tim paddem rovna jedné. Tedy

A(0DN\NQ) =1

A((0,1)NQ) =0.
Dosazenim do (3.6)) ziskdme

1
/ s(@)dA=1-1+0-0=1.
0

Lebesgueuv integral funkce f(z) na intervalu (0,1) je

(Schodovité funkce)

Chceme-li spocitat Lebesguetv integral pomoci schodovitych funkei,

v tomto pripadé si vystac¢ime pouze s jednou, kterd bude na intervalu (0,1)
rovna ¢1(x) = 1. Jeji reprezentace je ziejmé ¢q(z) = (0,1;1).

To pro nas bude dostacujici, ponévadz ¢;(z) je skoro vsude rovna radé

net On(), kde
¢n(z) =0 pron>2.

A jelikoz ¢1(z) = 1 na (0,1) a f(z) =1 v (0,1) \ Q, coz je skoro vsude
na (0,1), pak i ¢1(x) = f(z) skoro vsude.

Méme

[Rf(x)dxzi/zg%(x)dx:/IR¢1(x>dx’

a tedy
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» (Absolutné spojita funkce)
Vyuzijeme-li nyni definice integralu pomoci absolutné spojité funkce, pri-
mitivni funkei k funkei f(z) je

F(x)=z, x€(0,1).

Ovérme, ze je funkce F'(z) na intervalu (0,1) absolutné spojita.
Z Definice 2.18 dostavame

Z|bk—ak| <) = Z|F(bk)—F(ak)| :Z|bk—ak|
k=1

k=1 k=1
Pokud .
Z ’bk — ak] < 5,
k=1
pak

Zn: [P (by) — Flaw)| < zn: by, — ax| < 4.

k=1
Polozime-li § = ¢, dostavame Y1 |F'(by) — F(ag)| < e.
Funkce F'(x) je absolutné spojitd na intervalu (0,1). Jelikoz F(z) = = a
F'(z) = 1 pro vSechna x € (0,1), derivace F'(x) existuje a F’(x) = 1 vSude
na (0,1). Funkce f(z) = 1 pro (0,1) \ Q, coz je skoro vSude na intervalu
(0,1). Tedy muzeme tict, ze f(x) = F'(z) skoro vsude.

Lebesgueuv integral funkce f(z) na intervalu (0,1) je dle Definice
roven

(') Kurzweilav integral

Ukazeme, ze funkce f(z) je integrovatelnd v Kurzweilové smyslu a jeji integrél
() [y f(x)dx = 1.

K pevné zvolenému ¢ > 0 musime najit takovy kalibr §(x) : (0,1) — (0, 00),
aby pro vsechna d—jemnd déleni D intervalu (0,1) s vyznacnymi body 7; platilo

|J(f7D) - 1| <E.

Jelikoz je mnozina raciondlnich ¢isel (0,1) N @ spocetnd, muzeme jeji prvky
usporadat do posloupnosti a oéislovat {g1,¢2,q3...}. K pevné zvolenému & > 0
definujme kalibr
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Takto definovana funkce je jisté kalibr, nebot pro z € (0,1) nabyva pouze
kladnych hodnot. Uvazujme nyni libovolné d—jemné déleni
D = {ap,m1,01,..., Ty, } intervalu (0,1) a oznacme I podmnozinu {1,...,n}
takovou, ze

7, €(0,1)NQ pro i €1 f(r;) =0 proiel,
7, € (0,1)\ Q pro ie{l,...,n}\l} — f(m)=1proie{l,....,n}\ I

Méme-1i soucet
n

o(f,D) =) f(r)(es — aizy),

i=1
lze ho zapsat néasledujicim zptisobem

if(ﬂ‘)(az‘—az‘—l) ZZf(Ti)(ai—ai—1)+ Z f(mi) (s — o).

il ie{1,..n\I

Déle pro ¢ € I oznac¢me k; poradi ¢-tého racionalniho vyzna¢ného bodu 7;
v posloupnosti {71, 72,73, ...}, kterd vznikla sefazenim prvki mnoziny racional-
nich cisel (0,1) N Q.
Nyni mizeme odhadovat

[M]=

lo(f,D) =1 =) f(ri)(ai — 1) =1

n

) (o — ai1) — Z(ai — ;1)

@
Il
—

~
5

@
I
—_
-
Il
—

<3 (r) = 1) (o= o)

= 31— £(7) - (o — )

= g(l —f(m)) - (i = ia) + '6{12 }\1(1 —f(m) - (o — i)
= 2 1 (e — a;q) o

- ; ;i

sf;:a

s
Il
—

Jelikoz nase € bylo libovolné, vime, ze toto plati pro kazdé ¢ > 0, a tudiz je
f(2) kurzweilovsky integrovatelna na intervalu (0,1) a (#) [ f(x)dx = 1.
Diikaz byl ¢astecné prevzat z [10], str. 18-19]

3Jelikoz vyzna¢éné body 7; mohly byt i krajni body intervalu (a;_1,a;), kazdy bod se v této
posloupnosti muze opakovat nanejvys dvakrat.
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Jak jsme nastinili v ivodu této kapitoly, Kurzweiltiv integral dokéze integrovat
mnohem Sirsi ttidu funkei nez Lebesguetv integral.

To nyni ilustrujeme na nasledujicim prikladu. Pro zjednoduseni budeme pra-
covat s definici Lebesgueova integralu pomoci absolutné spojité funkce a abychom
ukazali, ze funkce f ma Kurzweiltv integral, vyslovime nasledujici vétu, ktera po-
ukazuje na vztah Newtonova a Kurzweilova integralu. Uvidime tak, ze v prikladu
pro nas bude dostacujici, bude-li existovat Newtontv integréal, ktery pohodlné
spoc¢itame dle vztahu . Newtontv integral budeme znacit (A) [° f(x)dz.

Véta 3.3. (Vztah Newtonova a Kurzweilova integrdlu, [[G],str. 71])
Bud —00 < a < b < o0 a funkce f : [a,b) — R md Newtoniv integrdl

(A) [ f(x)dx. Potom existuje také Kurzweiliv integrdl () [° f(x)dz a plati
rovnost

Priklad 3.3. Uvazujme funkci f na intervalu [0,1] definovanou piedpisem

oy = { 2ees (3) + Fan(3) oz € 0
v 0 pro x = 0.

Primitivni funkeci k této funkci je

2 us
Flz) = x? cos (xg) pro z € (0,1],
0 pro z = 0.

200 [+

02 0.4 0.6 0.8

-200

-400 |+

Obrazek 3.5: Funkce f(x) = 2z cos (m%) + 27 sin (%)

T x
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| 0.2 0.4 0.6/ 0.8

-1.0r

Obrazek 3.6: Primitivn{ funkce F(z) = 22 cos (;—2)

Tvrdime, Ze funkce F nemd na intervalu [0,1] kone¢nou variaci, tudiz
dle Véty neni na intervalu [0,1] absolutné spojita, a proto f nema v [0,1]
Lebesguetiv integral.

Dokazme tedy, ze funkce F' neméd na intervalu [0,1] kone¢nou variaci. Uvazujme
posloupnost z; = %, kdei=1,2,...,n. Pak

: r .
cos(i + 1)m — — cosim

Z |F xz—i-l (

§
0
-

-1t t
&1 1
_;<¢+1+¢>
=(1+1>+(1+1>+(1+1>+...+< ! +1>
2 3 2 4 3 n+1l n
_o142. ity b gy d
n n+1

Jelikoz v nasi rovnici figuruje harmonicka rada, vidime, Ze pro n — oo fada diver-
guje. Tedy dostavame, ze F' nemd konecnou variaci na intervalu [0,1], dle Véty
neni absolutné spojita, a tedy

7 Véty vime, ze existuje-li Newtontv integral, pak existuje Kurzweiliiv
integral a jejich hodnota se rovné. Jelikoz existuje primitivni funkce F' k funkci
f na [0,1], funkce f m& Newtontuv integral, a tedy i

() | f( )de = F(1) = F(0) = —1.

Pro vice prikladi, které nejsou lebesgueovsky integrovatelné, avsak jsou in-
tegrovatelné v Kurzweilové smyslu, doporuc¢ujeme nahlédnout do [I1]. Predesly
priklad byl prevzat ze stejného zdroje.

Zrekapitulujme nyni postrehy z predeslych prikladi. V prikladu|3.1] jsme ukéa-
zali, Ze linearni funkce f(z) = x je na intervalu (0,1) integrovatelna jak v Rieman-
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nove, Lebesgueove, tak Kurzweilové smyslu. Pro linearni funkci samoziejmé exis-
toval Riemanntv integrél, nebot funkce f je na intervalu (0,1) omezena. Existoval-
li Riemanntiv integral, pak existoval i Lebesguetiv integral. Porovname-li nyni
narocnost vypoctu dle riznych, avsak ekvivalentnich, definic pro Lebesguetv in-
tegral, vSimneme si, ze vypocet integralu dle definice, ktera vyuziva jednoduchych
funkci a Lebesgueovy miry a definice, ktera vyuziva rady schodovitych funkei, byl
ponékud pracnéjsi nez naptiklad vypocet uzitim definice, kterd pracuje s abso-
lutné spojitou funkei.

V prikladu jsme ukazali, Ze pro obracenou Dirichletovu funkci na inter-
valu (0,1) neexistoval Riemanntuv integral, ale existoval Lebesguetv integral a
stejné tak Kurzweiliv integral. Srovname-li opét naroc¢nost vypoctu dle ekviva-
lentnich definic Lebesgueova integralu, stoji za povsimnuti, ze obracena Dirichle-
tova funkce je vlastné jednoduché funkce. Z tohoto divodu se jako nejsnazsi jevi
vyuzit definice integralu s jednoduchou funkci a Lebesgueovou mirou. Schodovi-
tou funkei jsme taktéz nalezli veelku snadno. O trochu narocnéjsi je pak vypocet
uzitim definice, ktera pracuje s absolutné spojitou funkci.

Vidime, Ze pro kazdy priklad je tfeba dobre rozmyslet, kterou definici Lebesgu-
eova integralu bychom zvolili, aby byl pro nas vypocet co nejsnazsi. Upozornéme
vsak na fakt, ze definice, ktera pracuje s jednoduchymi funkcemi a s Lebesgueovou
mirou, ndm umoznuje pracovat i s abstraktnimi mnozinami na rozdil od zbylych
definic, které v definici integralu pripousti jen mnoziny, které jsou nutné inter-
valy. Zajisté si vsak ¢tenar vsiml, ze Lebesgueova mira svym zptisobem figuruje
v kazdé z téchto definic, ackoliv pojem Lebesgueovy miry explicitné nepouzivame.

Ohlédneme-li se za Kurzweilovym integralem, urceni jeho hodnoty pfimo z de-
finice bylo v obou prikladech obtizné. Ve skutecnosti musime hodnotu integralu
nejprve odhadnout (nebo pomoci jiné definice, napf. Newtonovy, nalézt), a poté
k danému ¢ sestrojit vhodny kalibr 4.

Na poslednim prikladu jsme demonstrovali, ze Kurzweiltiv integral dokaze
integrovat mnohem Sirsi tfidu funkei nez Lebesguetiv integral.

To ndm mimo jiné tika i nasledujici véta, ktera poukazuje pravé na absolutni
konvergenci Lebesgueova integralu. Rik4, Ze tiida lebesgueovsky integrovatelnych
funkci je podtiidou kurzweilovsky integrovatelnych funkei a to, o co se lisi, jsou
pouze neabsolutné integrovatelné funkce v Kurzweilové smyslu.

Véta 3.4. (Vztah Lebesgueova a Kurzweilova integrdalu, [[0],str. 296])

Funkce f : [a,b] — R ma v intervalu [a,b] Lebesquetiiv integrdal, pravé kdyz je
absolutné integrovatelnd v Kurzweilové smyslu (tj. |f| ¢ f jsou integrovatelné).
Potom plati

@) [ e = ) [ ayin
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Z.aver

V préaci jsme se vénovali riiznym zptsobim zavedeni Lebesgueova integralu
v oboru realnych ¢isel, pricemz byla zdiraznéna jejich vzajemna ekvivalence a
praktické aplikace.

Prvni kapitola byla vénovana historickému kontextu, ktery vedl k vyvoji Le-
besgueova integralu.

V druhé kapitole byl ¢tenar seznamen s Lebesgueovym plavodnim pfistupem
k integraci a podrobné dalsimi tfemi riznymi definicemi, které vedly k zavedeni
tohoto integralu. Soucasti této kapitoly byl dikaz ekvivalence mezi modernim
pojetim Lebesgueova integralu, ktery ve své definici vyuziva jednoduchych funkci
a Lebesgueovy miry a definici, kterd pracuje s absolutné spojitymi funkcemi.

V treti kapitole jsme se zamérili na dva konkrétni priklady, které ilustruji
vsechny prezentované definice a porovnavaji je s Riemannovym a Kurzweilovym
integralem. Tim jsme demonstrovali, jak se jednotlivé pristupy lisi v riznych kon-
textech a jaké jsou jejich vyhody a nevyhody. Taktéz jsme ukazali, Ze vSechny
uvedené definice Lebesgueova integralu vedou ke stejnému vysledku, coz podtr-
huje jejich ekvivalenci. Na poslednim prikladu jsme demonstrovali, ze i Lebesgu-
euv integral trpi jistymi nedostatky a Ze existuji funkce, které tento typ integralu
nedokaze integrovat.
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