
Univerzita Karlova v Praze

Matematicko-fyzikálńı fakulta
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Praha 2024
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Abstrakt:

Množina M o n bodech v rovině je univerzálńı pro graf G na n vrcholech, pokud
pro každé obarveńı G, které nevytvář́ı monochromatickou hranu, a každé obarveńı
S, je G nakreslitelná na S tak, že hrany jsou nakreslené jako úsečky a navzájem
se nekř́ıž́ı. Tato práce se bude zabývá pouze dvoubarevnými př́ıpady, kdy máme
červené a modré body. Poṕı̌seme konkrétńı obarveńı množiny o 16 bodech na
kružnici, kde polovina je červená, polovina modrá, ve které neexistuje alternuj́ıćı
hamiltonovská cesta. Ukážeme, že množina bod̊u sudé délky menš́ı než 16 lež́ıćı
na kružnici je univerzálńı. V práci zavád́ıme konfiguraci dvoj-obloučku, která
je podobná znamé konfiguraci dvoj-̌retězce, kde jeden z oblouk̊u je zrcadlově
převrácený. Ćılem práce je dokázat, že množina bod̊u v konfiguraci dvoj-obloučku
neńı univerzálńı.
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Abstract: The set M of n points in the plane is universal for a graph G on n

vertices if for every coloring of G that does not create a monochromatic edge,
and every coloring of S, G can be drawn on S such that the edges are drawn
as straight lines and do not intersect. This work will only deal with two-colored
cases, where we have red and blue points. We will describe a specific coloring of a
set of 16 points on a circle, where half are red and half are blue, in which there is
no alternating Hamiltonian path. We will show that a set of points of even length
less than 16 lying on a circle is universal. In the work, we introduce the double-
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where one of the arcs is mirror-inverted. The goal of this work is to prove that
the set of points in the double-arc configuration is not universal.
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3.1.1 Kružnice typu 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
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1



Kapitola 1

Úvod

Necht’ G = (V,E) je graf, kde V je množina vrchol̊u, E množina hran. Uvažujme
dále množinu bod̊u M v rovině, kde žádné tři nelež́ı na stejné př́ımce, tzn. body
se nacháźı v obecné poloze. V této práci se zabýváme dvojbarevnou množinou
bod̊u, tedy máme množinu R červených bod̊u a B množinu modrých bod̊u, a
dvojbarevnou množinou vrchol̊u V .

Zaj́ımá nás za jakých okolnost́ı (a zda v̊ubec) lze nakreslitG na danou množinu
bod̊u M tak, aby mezi body vznikla cesta, která procháźı všemi body, jej́ıž hrany
se nekř́ıž́ı a nav́ıc každá hrana spojuje body opačných barev. V př́ıpadě, že ta-
ková cesta mezi body množiny M existuje, řekneme, že M obsahuje alternuj́ıćı
hamiltonovskou cestu (NHAP ). Pokud NHAP existuje pro libovolné obarveńı
bod̊u z M nav́ıc řekneme, že M je univerzálńı množina.

Cibulka a kol. (2013) rozebrali konfiguraci dvoj-řetězce (double-chain) (C1, C2),
což je př́ıpad, kdy konečná množina bod̊u červené a modré barvy lež́ı v obecné
poloze na konvexńım a konkávńım obloučku (”vypouklé”oblouky proti sobě) v ro-
vině. Horńı konvexńı oblouk lež́ı na grafu striktně konvexńı funkce, dolńı konkávńı
oblouk zase na grafu striktně konkávńı funkce. Pro body na horńım oblouku
plat́ı, že př́ımka procházej́ıćı dvojićı bod̊u se nacháźı nad celým dolńım oblou-
kem, př́ımka procházej́ıćı dvěma dolńımi body lež́ı celá pod horńım obloukem.
Cibulka a kol. (2013) ukázali, že lǐśı-li se celkový počet červených a modrých
bod̊u nejvýše o 1, a obsahuj́ı-li oba oblouky alespoň pětinu z celkového počtu
bod̊u, pak je tato množina univerzálńı.

Cibulka a kol. (2013) rovněž ukázali př́ıpady, kdy NHAP sestrojit nelze.
Necht’ C1 je množina bod̊u na horńım oblouku a C2 množina bod̊u na dolńım
oblouku. Pokud horńı oblouk obsahuje periodicky 2 červené, 4 modré, 6 červených,
4 modré body, a plat́ı-li |C1| ≥ 28(|C2|+1), pak mezi body nelze sestrojit NHAP .

Pilz a Welzl (2018) rozebrali problematiku crossing dominance. Mějme dvě
množiny bod̊u K a L, které jsou stejně velké, jejich body lež́ı v obecné poloze.
Pokud existuje bijekce z K do L taková, že kř́ıžeńı vytvořená přidáńım hran mezi
body v K jsou zachovaná v L, pak toto zobrazeńı nazýváme crossing preserving
(zobrazeńı zachovávaj́ıćı kř́ıžeńı). Vznik nových kř́ıžeńı v L je povolen. Pokud
taková bijekce existuje, pak řekneme, že L dominuje množinu K.

Kaneko a Kano (2003) ukázali, že pro množinu bod̊u o 13 bodech na kružnici
splňuj́ıćı ||R| − |B|| = 1, existuje obarveńı, pro které nelze sestrojit NHAP .
Jedná se o posloupnost 2 červených, 3 modrých, 5 červených, 3 modrých bod̊u,
viz obrázek 1.1.
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Obrázek 1.1: Množina 13 bod̊u na kružnici bez NHAP

V této práci se zaměř́ıme na množinu bod̊u sudé velikosti na kružnici, kde
|R| = |B|. Ukážeme, že pro množinu bod̊u na kružnici s alespoň 16 body, kde
polovina je červená a polovina modrá, existuje obarveńı, ve kterém nelze sestrojit
NHAP .

Dále se pod́ıváme na př́ıpad dvoj-obloučku, což je podobná konfigurace, kte-
rou zkoumali Cibulka a kol. (2013) s t́ım rozd́ılem, že oba oblouky jsou orien-
tované stejným směrem a jeden oblouk je posunut́ım druhého. Tato konfigu-
race je zaj́ımavá z d̊uvodu toho, že z hlediska crossing dominance se nacháźı
mezi př́ıpadem kružnice a př́ıpadem dvoj-̌retězce, přičemž plat́ı, že dvoj-̌retězec
je dominantńı v̊uči dvoj-obloučku a dvoj-oblouček je dominantńı v̊uči konfigu-
raci kružnice. Transitivně dvoj-̌retězec je dominantńı v̊uči kružnici. Toto pozo-
rováńı, které si nebudeme dokazovat, vyplývá z následuj́ıćı myšlenky. Rozdělme
si kružnici vertikálně dle osy x kartézské soustavy souřadnic na dva oblouky
se stejným počtem bod̊u. Jeden oblouk překloṕıme, např. dolńı, a posuneme
podle osy y kartézské soustavy souřadnic tak, abychom źıskali dvě disjunktńı
množiny bod̊u. Tedy dostaneme dva konkávńı oblouky, který lež́ı na grafu striktně
konkávńıch funkćı. T́ım navýš́ıme celkový počet zp̊usob̊u, jak propojovat mezi se-
bou body hranami při sestrojováńı NHAP , aniž by došlo ke kř́ıžeńı. Vznikne
konfigurace dvoj-obloučku.

Z konfigurace dvoj-obloučku můžeme analogickým zp̊usobem dostat př́ıpad
dvoj-̌retězce otočeńım horńıho obloučku, což opět přispěje k navýšeńı možnost́ı,
jak spojovat body mezi sebou hranami při hledáńı NHAP .

Crossing dominance s sebou nese i daľśı zaj́ımavou vlastnost týkaj́ıćı se uni-
verzality množin. Pokud L je dominantńı v̊uči K a K je univerzálńı množina, pak
i L je univerzálńı.

V této práci dokážeme, že množina bod̊u na konfiguraci dvoj-obloučku, neńı
univerzálńı množina, a ukážeme př́ıklad konkrétńıho obarveńı, ve které nelze se-
strojit NHAP .
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Kapitola 2

Definice

V této kapitole si zavedeme definice, které budeme použ́ıvat v sekci např́ıč celou
praćı.

Definice 1 (Konfigurace dvoj-oblouku). Řekneme, že množina bod̊u se nacháźı
v konfiguraci dvoj-oblouku, pokud jsou splněny následuj́ıćı vlastnosti:

1. Body lež́ı v obecné poloze a jsou rozmı́stěny na dvou obloućıch, které jsou
pod sebou.

2. Oblouky jsou
”
vypuklé“ stejným směrem (jeden oblouk je posunut́ım druhého).

3. Př́ımka procházej́ıćı dvojićı bod̊u z horńıho oblouku je nad celým dolńım
obloukem, a analogicky př́ımka procházej́ıćı dvojićı bod̊u z dolńıho oblouku
je pod celým horńım obloukem.

Definice 2 (Interval bod̊u). Necht’ v1, v2, . . . , vk jsou po sobě jdoućı body stejné
barvy lež́ıćı na kružnici nebo na kruhovém oblouku dvoj-obloučku. Tyto body tvoř́ı
interval délky k dané barvy. Interval označ́ıme I[v1, vk], kde v1 je začátek inter-
valu a vk konec intervalu. Počátek a konec intervalu uvažujeme vždy ve směru
hodinových ručiček.

Definice 3 (Úsek bod̊u). Necht’ v1, v2, . . . , vn jsou po sobě jdoućı body červené
nebo modré barvy lež́ıćı na kružnici nebo na kruhovém oblouku dvoj-obloučku. Je-
li I[vi, vk] interval dané barvy, existuj́ı-li body vi−1 nebo vk+1 opačné barvy v̊uči
krajńım bod̊um intervalu, nebo pokud vi = v1 a vk = vn, pak body vi, vi+1, vi+2, . . . , vk
tvoř́ı úsek dané barvy s délkou k− i+1, který znač́ıme jako uspořádanou posloup-
nost

[vi, vi+2, vi+3, . . . , vk]

Body v1 a vk jsou krajńımi body úseku, všechny ostatńı body jsou vnitřńı.

Definice 4 (Opačný úsek). Mějme množinu bod̊u červené a modré barvy na
kružnici nebo na kruhovém oblouku dvoj-obloučku. Úsek K označ́ıme jako opačný
v̊uči úseku L, je-li tvořen body opačné barvy, než jsou body obsažené v L

Definice 5 (Úsekový typ kružnice). Mějme úseky červené a modré barvy tvořených
2n body, kde n jsou červené a n modré, lež́ıćıch na kružnici. Úsekový typ této
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v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8

I[v2, v4]

R = [v1, v2, v3, v4, v5] B = [v6, v7, v8]

Obrázek 2.1: Ilustrace úsek̊u a interval̊u

konfigurace označuje celkový počet červených a celkový počet modrých úsek̊u,
kterých je na kružnici stejně. O kružnici řekneme, že je typu k, pokud obsahuje
k červených a k modrých úsek̊u.

Pozorováńı 1. Počet červených a modrých úsek̊u je na kružnici stejný.

Definice 6 (Úsekový typ oblouku dvoj-obloučku). Mějme úseky červené a modré
barvy na kruhovém oblouku dvoj-obloučku. O oblouku řekneme, že je typu (r, b),
pokud obsahuje r červených a b modrých úsek̊u.

Definice 7 (Kontrakce bod̊u). Necht’ M je množina bod̊u na kružnici, R ⊆ M

je množina červených, B ⊆ M množina modrých bod̊u. Pokud body vi, vk ∈ M

soused́ı na kružnici a zároveň plat́ı, že vi ∈ R a vk ∈ B nebo vi ∈ B a vk ∈ R, pak
tyto body m̊užeme zkontrahovat. Kontrakćı vi a vk dostaneme contr(vk, vi) = Vi,
který je obarven barvou vk. Pokud bychom provedli kontrakci contr(vk, vi) = Vi,
vznikne bod obarvený barvou vi, tzn. kontrakce na kružnićıch neńı symetrická
operace.

Definice 8 (Kontrakce posloupnosti bod̊u). Mějme posloupnost červených a
modrých bod̊u (v1, v2, . . . , vk) lež́ıćıch na kružnici takovou, že vrcholy s lichým
indexem maj́ı jednu barvu, vrcholy se sudým indexem maj́ı opačnou barvu. Kon-
trakci posloupnosti bod̊u, znač́ıme contr∗, definujeme induktivně:

1. contr(v1, v2) = V2

2. contr∗(v1, v2, . . . , vk) = contr(v1, contr∗(v2, v3, v4, . . . , vk)) = Vk, který má
barvu posledńıho bodu vk

Definice 9 (NHAP). Necht’ M je množina bod̊u, kde R je množina červených
bod̊u, B je množina modrých bod̊u. Alternuj́ıćı nekř́ıž́ıćı se hamiltonovská cesta
(anglicky non-crossing Hamiltonian alternating path, zkráceně NHAP) na množině
M je taková posloupnost bod̊u v1, v2, . . . , vn, vn+1, . . . v2n ∈ M , že každý bod se v
posloupnosti vyskytuje právě jednou a žádné dvě hrany {vi, vi+1} a {vj, vj+1} se
nekř́ı̌źı pro všechna i, j. Nav́ıc plat́ı, že hrany spojuj́ı vrcholy opačných barev.

Definice 10 (Univerzálńı množina). O množině n bod̊u na kružnici nebo na
dvoj-oblouku řekneme, že je univerzálńı, pokud pro libovolné obarveńı bod̊u dvěma
barvami existuje nekř́ı̌źıćı stř́ıdaj́ıćı se cesta procházej́ıćı všemi body, tj. NHAP.
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Kapitola 3

Kružnice

V této kapitole se zaměř́ıme na př́ıpad, kdy počet červených a počet modrých
bod̊u je na kružnici stejný. Ukážeme, že plat́ı následuj́ıćı věta

Věta 2. Množina n bod̊u lež́ıćıch na kružnici, kde n je sudé a n ≥ 16, neńı
univerzálńı.

3.1 Důkaz věty 2

Neuniverzalitu dané konfigurace dokážeme rozborem př́ıpad̊u na základě počtu a
délek úsek̊u bod̊u lež́ıćıch na kružnici.

Budeme přitom vycházet z následuj́ıćıho pozorováńı

Pozorováńı 3. Počet červených a modrých úsek̊u je na kružnici stejný.

Nejprve si poṕı̌seme, jak by měla měla vypadat NHAP na kružnici.

Tvrzeńı 4. Necht’ C je kružnice s 2n body, kde n bod̊u je modrých a n červených,
uspořádáných jako v1, v2, ..., vn, vn+1, ...v2n. NHAP mezi body na kružnici existuje,
pokud je možné z každého bodu vi ve směru nebo proti směru hodinových ručiček
vytvořit hranu se sousedńım nebo nejblǐzš́ım bodem vk opačné barvy tak, že mezi
nimi nejsou žádné daľśı body, které nejsou součást́ı cesty.

D̊ukaz. Existenci NHAP provedeme redukováńım velikosti konfigurace kružnice
pomoćı kontrakćı sousedńıch bod̊u opačné barvy. Cestu zaháj́ıme v bodu vi, který
je krajńım bodem nejdeľśıho úseku. Body, které lze spojit hranou (sousedńı body)
zkontrahujeme a obarv́ıme barvou “přidaného” (druhého) bodu, tzn. v našem
př́ıpadě pokud vi zkontrahujeme s bodem vk, vznikne bod Vk obarvený barvou
p̊uvodńıho bodu vk. Takto kontrahujeme pokaždé dvojice bod̊u a zmenšujeme
jejich celkový počet na kružnici. T́ım se zbav́ıme bod̊u, které jsme již použili
a nijak dále nepřispěj́ı v prodlužováńı cesty. Pokud na konci z̊ustane kružnice
tvořená jediným bodem, NHAP v daném obarveńı existuje, přižemž posloupnost
jednotlivých kontrakćı dvojic bod̊u určuje jednotlivé hrany hledané cesty. Pokud
během kontrahováńı dostaneme bod Vi soused́ıćı s dvěma body stejné barvy, tento
bod nemůžeme s nimi kontrahovat, tzn. NHAP v daném obarveńı neexistuje.
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3.1.1 Kružnice typu 1

Začněme př́ıpadem, kdy na kružnici máme celkově 2 úseky, 1 červený a 1 modrý.
Počet červených a modrých bod̊u je z definice problému stejný, tj. úseky maj́ı
stejnou délku.

Tvrzeńı 5. Jsou-li v1, v2, . . . , vn body červené a modré barvy na kružnici typu 1,
pak kružnice obsahuje NHAP.

D̊ukaz. Necht’ x1, x2, . . . , xk tvoř́ı červený úsek a body y1, y2, . . . , yk modrý úsek.
Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že x1 soused́ı s y1. Pak posloupnost bod̊u
(x1, y1, x2, y2, . . . xk, yk) tvoř́ı NHAP.

x1

x2

x3

x4

y4

y3

y2

y1

Obrázek 3.1: Př́ıklad kružnice typu 1 o 8 bodech s NHAP

Z tohoto tvrzeńı vyplývá následuj́ıćı pozorováńı:

Pozorováńı 6. Necht’ K a L jsou vzájemně opačné úseky na kružnici. Pokud
existuje NHAP na bodech těchto úsek̊u, plat́ı následuj́ıćı:

1. Je-li |K| = |L|, pak NHAP konč́ı v bodu opačného úseku

2. Je-li |K| = |L| + 1, pak NHAP konč́ı v krajńım bodu L. Analogicky, je-li
|L| = |K|+ 1, pak NHAP konč́ı v krajńım bodu K.

3.1.2 Kružnice typu 2

Mějme na kružnici 2 červené úseky R1, R2, a 2 modré B1, B2. Ukážeme nejprve
př́ıpad, kdy se délky opačných úsek̊ulǐśı nejvýše o 1.
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Obrázek 3.2: NHAP mezi úseky bod̊u stejné délky, a mezi úseky s délkou r̊uznou
o 1

Tvrzeńı 7. NHAP v kružnici typu 2 na 2n bodech, z nichž n jsou červené a n

modré, existuje, pokud pro červené úseky R1, R2, a modré úseky B2, B2 tvořených
body z kružnice plat́ı

||B1| − |R1|| ≤ 1

||B2| − |R2|| ≤ 1

D̊ukaz.

1. Délky všech úsek̊u jsou stejné

Necht’

|R1| = |R2| = |B1| = |B2|,

pak NHAP nalezneme podobným zp̊usobem jako v situaci u kružnice typu
1. BÚNO cestu zaháj́ıme v krajńım bodě B1 soused́ıćıho s krajńım bodem
R1. Tyto dva úseky spoj́ıme dle Tvrzeńı 4, cestu následně prodlouž́ıme do
nejbližš́ıho bodu B2. Nakonec stejným zp̊usobem spoj́ıme B2 s úsekem R2,
kde NHAP skonč́ı.

2. Délky opačných úsek̊u se lǐśı o 1

Předpokládejme, že
|R1| > |B1|

a necht’

|R1| = |B1|+ 1, |B2| = |R2|+ 1, |B1| ≥ |B2|

NHAP zaháj́ıme v krajńım bodě úseku R1 a spoj́ıme všechny body R1

s body B2. Na základě Pozorováńı 6 v́ıme, že po spojeńı R1 s B1 skonč́ıme
ve druhém krajńım bodě R1. Tento bod soused́ı s krajńım booem B2, přes
který prodlouž́ıme cestu a spoj́ıme B2 s R2. NHAP skonč́ı v krajńım bodě
R2, viz. obr. 3.3.
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Obrázek 3.3: NHAP v kružnici typu 2 s úseky stejné délky, a v kružnici typu 2,
kde existuj́ı opačné úseky s délkami r̊uznými o 1
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Uvažme nyńı př́ıpad, kdy se úseky opačných barev lǐśı alespoň o 2.

Tvrzeńı 8. Pro množinu bod̊u na kružnici typu 2 obsahuj́ıćı po sobě jdoućı opačné
úseky o velikostech

|B1| = k, k ∈ N,

|R1| ≥ |B1|+ 2,

|R2| ≥ |R1|,

neexistuje NHAP.

D̊ukaz. Z nerovnost́ı uvedených v Tvrzeńı 8 plyne

|B2| ≥ |R2|+ 2 (3.1)

Zároveň plat́ı
|B1|+ |B2| = n = |R1|+ |R2| (3.2)

Pojmenujme si body v jednotlivých úsećıch:

B1 = [b1, b2, . . . , bk],

R1 = [r1, r2, . . . , rk, rk+1, rk+2, . . . , rl],

R2 = [r′1, r
′

2, . . . , r
′

l, . . . r
′

m],

B2 = [b′1, b
′

2, . . . , b
′

m, . . . , b
′

m+1, b
′

m+2, . . . b
′

n],

(3.3)

Necht’ b′1 soused́ı s r′1, b
′

n s r1, r
′

m soused́ı s b1, a bk s rl.
NHAP budeme konstruovat podle Tvrzeńı 4, zaháj́ıme ji v krajńım bodě b′1

nejdeľśıho úseku B2 a postupně ho spoj́ıme s úsekem R2, tzn. cesta je zahájená
následuj́ıćı uspořádanou posloupnost́ı bod̊u

H = (b′1, r
′

1, b
′

2, r
′

2, . . . , b
′

m, r
′

m)

• k = 1

Pokud k = 1, pak B1 je tvořen jediným bodem, do kterého se dostaneme
hranou {r′m, b1}. Z tohoto bodu hranou {b1, rl} přejdeme do úseku R1. Je-
likož |B2| − |R2| = |R2| − |B1|, spoj́ıme zbytek R1 se zbývaj́ıćımi body B2,
tj. zbývaj́ıćı body projdeme v následuj́ıćım pořad́ı

(rl, b
′

m+1, rl−1, b
′

m+2, . . . , r1, b
′

n)

Sjednoceńım všech hran źıskáme NHAP v dané kružnici.

• k > 1

Je-li k > 1, přidáme do H hranu {r′m, b1} a zkontrahujeme všechny body
z H. Vznikne bod V1 s vlastnostmi bodz b1. Tento bod soused́ı s body
b2 z B1 a b′m+1 z B2, které maj́ı stejnou barvu, tzn. V1 nesoused́ı s bodem
opačné barvy a tedy nemůžeme provést žádnou daľśı kontrakci tohoto bodu
s daľśım. Podle Tvrzeńı 4 NHAP v tomto př́ıpadě neexistuje.

Analogicky pokud bychom do H přidali hranu {r′m, b
′

m+1}, dospěli bychom
ke stejnému závěru.
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Ukázali jsme, že splňuje-li množina bod̊u na kružnici vztahy (3.1), (3.2) a
(3.3) uvedené výše, neexistuje v ńı NHAP. Nejmenš́ı k > 1, pro které tyto vztahy
můžeme zaručit, je 2, tj. nejmenš́ı počet bod̊u, pro který kružnice typu 2 neńı
univerzálńı, je 16.

D̊usledek. Množina alespoň 16 bod̊u v konvexńı poloze neńı univerzálńı.

Obrázek 3.4: Kružnice I(2,2) bez existence NHAP
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3.1.3 Kružnice typu 3+

Je 16 nejmenš́ı počet bod̊u na kružnici, pro který neexistuje NHAP? V Tvrzeńı 8
jsme ověřili, že množina 16 bod̊u tvoř́ıćı kružnici typu 2 existuje př́ıpad, kdy
v kružnici nemůžeme provést NHAP skrz všechny body. Pojd’me zkusit navýšit
počet úsek̊u při zachováńı počtu bod̊u.

Lemma 9. Kružnice o 16 bodech typu 3 a typu 4, kde polovina je červená a
polovina modrá, obsahuje NHAP.

D̊ukaz. Pro kružnici typu 3 můžeme vytvořit úseky s délkami 2, 2, 4 nebo 2, 3, 3.
V př́ıpadě, že červené i modré úseky maj́ı délky 2, 2, 4 nebo 2, 3, 3, NHAP lze
nalézt spojeńım opačných úsek̊u stejných délek. V př́ıpadě, že jedna barva je
tvořena úseky o délkách 2, 2, 4, úseky druhé barvy maj́ı délky 2, 3, 3, tak NHAP

stále existuje, viz obr. 3.5.
Kružnice typu 4 má jediný zp̊usob, jak úseky rozdělit, jedná se o délky 2, 2, 2, 2.

Opět NHAP lze nalézt, viz. obr. 3.6

Obrázek 3.5: Kružnice typu 3 s NHAP

Obrázek 3.6: Kružnice typu 4 s NHAP
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Kapitola 4

Dvoj-oblouk

Věta 10. Množina 2n bod̊u konfigurace dvoj-oblouku, kde polovina je červená,
polovina modrá, a oba oblouky obsahuj́ı n bod̊u, neńı univerzálńı.

4.1 Důkaz věty 10

Věta 11. Necht’ C1 je horńı oblouk dvoj-oblouku, C2 dolńı oblouk. Pokud C1

obsahuje posloupnost bod̊u 3 červené, 2 modré, 4 červené, 5 modrých, a na C2

lež́ı k červených a k modrých bod̊u, kde k ≥ 1, pak v dané konfiguraci nelze
vytvořit NHAP .

D̊ukaz. Pojmenujme si nejprve jednotlivé úseky na horńım oblouku. Necht’ R1 je
úsek o 3 červených bodech, B1 je úsek 2 modrých bod̊u, R2 je úsek 4 červených
bod̊u, B2 je úsek 5 modrých bod̊u. Pokud k = 1, pak cyklicky dostáváme 4
červené, 2 modré, 4 červené a 6 modrých bod̊u. Důsledkem toho, že kružnice je
dominantńı v̊uči dvoj-obloučku a podle Věty 2 plat́ı, že pro danou množinu bod̊u
na dvoj-obloučku neexistuje NHAP.

Pokud k > 1 rozebereme možné cesty na dané množině bod̊u. Aby bylo možné
spojit body z C1 bez použit́ı bod̊u C2, muśı cesta zač́ınat v krajńım bodě B2, který
soused́ı s krajńım bodem zR2, nebo muśı zač́ınat v krajńım boděR1, který soused́ı
s krajńım bodem B1. To ovšem znamená, že cesta bude zač́ınat v jednom z těchto
bod̊u a zároveň končit ve druhém bodě, ze kterého by se dala zahájit cesta. Pak
ale muśı existovat hrana z nejpravěǰśıho krajńıho bodu B2 do nejlevěǰśıho bodu
R1. NHAP takto vytvořit nemůžeme, nebot’ bychom danou hranou zcela zamezili
př́ıstup k bod̊um z dolńıho oblouku. Důsledkem toho je pozorováńı, že v horńım
oblouku nesmı́ existovat hrana spojuj́ıćı bod z R1 s bodem z B2, jelikož si t́ımto
”odř́ızneme”body z B1 a R2, nebo body z dolńıho oblouku. Zálež́ı na daľśı hraně.

Jelikož nesmı́ existovat jakákoliv hrana z R1 do B2, pak pokud budeme cht́ıt
využ́ıt všechny body R1, muśıme je spojit s body souseńıho úseku B1. Po využit́ı
všech modrých bod̊u B1 se vrát́ıme do zbývaj́ıćıho krajńıho bodu R1. Nyńı
potřebujeme spojit tento bod s opačným bodem. Nab́ıźı se možnost přej́ıt hranou
na bod z B2, to ovšem neńı možné. Zbývaj́ıćı možnost́ı je spojit nejbližš́ı modrý
bod z dolńıho oblouku, který soused́ı s červeným úsekem. Nemůžeme použ́ıt žádný
jiný modrý bod dole, jinak bychom si zamezili spojeńı se zbývaj́ıćımi body z R2. Z
dolńıho modrého úseku nemůžeme pokračovat se spojováńım do R2, protože t́ım
odř́ızneme červené body dolńıho úseku od B2. Spojeńım dolńıho modrého úseku

13



s dolńım červeným úsekem, ale vypotřebujeme červené body, tzn. nebudeme mı́t
dostatek červených bod̊u na spojeńı s body z B2. NHAP tedy neexistuje.

Podobně by to dopadlo, pokud bychom začali v bodě B2.
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1.1 Množina 13 bod̊u na kružnici bez NHAP . . . . . . . . . . . . . . 3
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