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Uvod

Bezne sa stretavame v réznych oblastiach praxe s javmi, ktoré sa dajua cha-

rakterizovat sadou 2 dat t.j. (X1, Xs,...,X,) a (Y1,Ys,...,Y,), kde n je pocet
pozorovani. Ak tieto data povazujeme za realizacie nahodnéhneho vyberu z ne-
znamych rozdeleni X a Y, tak ma zmysel skimat ich korelovanost.
Potom moézeme interpretovat data aj ako vyber z neznameho rozdelenia nahod-
ného vektoru V' = (X,Y), teda napozorované data st ndhodny vyber z dvojroz-
merého rozdelenia vektoru (X,Y") a chceli by sme vediet, ¢i si ndhodné rozdelenia
X a Y medzi sebou korelované.

V prvej casti sa zoznamime s tedriou a konstrukciou statistickych odhadov ko-
relacnych koeficientov, ktoré pouzijeme na odhad korelacie z nahodného vyberu.
Tato cast sluzi hlavne na vybudovanie matematického aparatu s ktorym budeme
pracovat a potom ho aplikovat na data.

V druhej casti sa pozrieme na ilustraciu pouzitia na datach a porovndme em-
pirické hodnoty korela¢nych koeficientov s realnymi.

V tretej casti sa zameriame na simula¢ni studiu a budeme testovat hypotétu
nezavisloti na simulovanych vyberoch a vyhodnotime, ktory test ma najvacsiu
silu pri danej hladine statistického testu.



1. Matematicky aparat

Teoreticka cCast

Zavedieme zakladné definicie, tvrdenia a vety potrebné k zadefinovaniu kore-
la¢nych koeficientov a ich nasledne statistické odhady, pouzitie na prikladoch a
testovanie hypotéz o nezavislosti.

1.1 Zakladné pojmy a definicie

Definicia 1.1 (Zvéra a Stepan| (1997), str. 104 : Kovariancia ndhodnych
veli¢in). Nech pre ndhodné veliciny X, Y existuji rozptyly. Viraz

cov(Y,X) = E(X — EX)(Y — EY) (1.1)

sa nazyva kovariancia nahodnych velicin X,Y.

Tvrdenie 1.1 ( Vilastnosti kovariancie)

Pre kazdé a,b,c,d € R a ndhodné veli¢iny X,Y plati
(i) cov(X,)Y) = E(XY) — (EX)(EY)

(i) cov(aX,bY) = ab cov(X.Y)

(iii) cov(X)Y + Z) = cov(X.Y) + cov(X,Z)
(iv) cov(X,X) >0

(v) cov(aX + b,cY + d) = ac cov(X,Y)

1.2 Pearsonov korelacny koeficient

Definicia 1.2 (Hazewinkel (1989), str. 301 : Pearsonov korelacny
koeficient). Nech X a Y si ndhodné veliciny s konecngmi druhymi momentmi
a s kladnymi rozptylmi. Definujeme Pearsonov korelacny koeficient

cov(X,)Y
Pp = ( ) : (1.2)
\/(varX) (varY’)
Pre korelacny koeficient plati
—1<p <1 (1.3)

Rovnost p, = 1 plati prave vtedy, ked Y = a + bX s pravdepodobnostou 1,
pricom b > 0, a € R. Analogicky rovnost plati prave vtedy, ked Y = a + bX s
pravdepodobnostou 1 pre b < 0, a € R.(Hazewinkel| (1989), str. 301)

Dékaz. (-1 < p, <1)
Zadefinujme si skalarny sucin a normu indukovani skalarnym stc¢inom ako

< XY >=cov(X)Y), [|X]|=/<X,X >, (1.4)

3



kovariacia splna definiciu skaldrneho stc¢inu (viz. Tvrdenie 1.1) a teda plati
Schwarzova nerovnost. Zo Schwarzovej nerovnosti dostavame

< XY >[ < [[X|[[[Y]] (1.5)

a po dosadeni

< X)Y >=cov(X)Y), || X]|]|=y/<X,X> (1.6)

dostéavame

lcov(X,Y)| < \Jeou(X, X )cou(Y.Y) (1.7)

a teda po uprave

lcov(X,)Y)| < \/var(X)var(Y). (1.8)

Nakoniec vyndsobime obe strany 1/ \/ var(X)var(Y) a dostdvame

|cov(X,Y)|
\/vaT(X)Uar(Y) B

(1.9)

Nakolko menovatel je vzdy > 0 tak rozsirenie absolitnej hodnoty na cely zlomok
nam nezmeni hodnotu zlomku, piseme

(X,Y)
cov <1 (1.10)
\/v Yvar(Y
a teda dostavame
|Pp‘ <1 [

Definicia 1.3 (Andél (2007), str. 67 : Vygberovy priemer a rozptyl).
Postupnost nezdavislych rovnako rozdelenych velicin Xi,...,X, sa nazyva nahodny
vigber. Cislo n je rozsah vijberu, n > 2. Zavedieme veliciny

__nXi 2 7
X_;?, S _Zin_l (1.11)

i=1
Velicina X je vijberovy priemer. Velicina S? je vyberovy rozptyl.

Definicia 1.4 (Andél (2007)), str 229 : Vyberovy Pearsonov korelaény
koeficient). Majme ndhodny viber (X1,Y1),....,(Xn,Ys) 2 nejakého
dvojrozmerného rozdelenia. Oznacme X a S% ako vijberovy priemer a rozptyl
viberu Xi,..., X, a podobne Y a SZ pre Yi,...,Y,. Dalej definujeme

1 & - —

Sxy = mZ(Xi—X)(YZ-—Y). (1.12)

Ak S% >0 a S% > 0, definujeme vijberovy Pearsonov korelacny koeficient

VZOTCOM
Sxy

N

(1.13)

Ty =

Niekedy sa miesto ry, pise rpy



Pearsonov vyberovy koeficient nadobtida hodnoty |r,| < 1. Hodnotu r, = 1
nadobuida prave vtedy, ked ndhodny vyber (X1,Y7),...(X,,,Y;,) lezi na priamke.

Geomtericka interpretacia. K tomu aby sme mohli geometricky
interpretovat pearsonov korela¢ny koeficient musime zadefinovat regresni
priamku a potom ukazeme, Ze Pearsonov korela¢ny koeficient je naviazany na
velkost uhla medzi 2 regresnymi priamkami

Definicia 1.5 (Andél (2007)), str 111 : Linedrny model). Majme ndhodny
vektor Y= (Y1,...,Yys) a maticu danych cisel X, . Predpokladajme, Ze sa Y
riadmi tkz. linearnym modelom

Y = X3 +e, (1.14)

kde 8 = (51,...,0k) je vektor nezndmych parametrov a € = (€1,...,€,)" je vektor
ndhodnyjch velicin splnujicich podmienky

Ee=0, vare=o"1 (1.15)

Definicia 1.6 (Zvira a Stepan| (1997), str 185 : Regresna priamka). Majme
ndhodny vektor Y= (Y1,....,Y,)" a maticu dangjch cisel X, w2 a predpokladajme,
ze € = (€1,...,6,)" st nezdvislé ndhodné veli¢iny s rozdélenim N (0, o2). Potom
model

Yi :50+$i61+6i, 1= 1,...,7’L (116)
je Specidlnym pripadom linearneho regresného modelu a hovorime o jednoduchej
linedrnej regresii,kde 5 = (fy, /1) a

X=| ... , (1.17)

Veta 1.1 (Stuart a Ord| (2010), str 287 : Odhady parametrov /5, a ;). Ak
mame linearny model definovany tak ako v [1.16] tak odhady koeficientov 3, a
B1 metodou najmensich suctov stvorcov si

oY XY — 2 T ) Y 1
B = =L S h— (1.18)
n Y al— (3 x)? o1
i=1 i

60 =t = i:12 = My — 51/%, (119)

3
NFE
s
3,
|
N
8

kde o7 je smerodatna odchylka X (nezavislej premennej), o5 je smerodatna
odchylka Y (zavislej premennej) a 117 je kovariancia medzi X a Y. Pak po
dosadeni [I.1§ a [1.19) a aplikovani strednej hodnoty dostavame

Y =ty — Prita + 1 (1.20)
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Upravou

(y = y) = r(z — pia) (1.21)
Potom je definovam Pearsonov korelac¢ny koeficient v novom znaceni
p=11 (1.22)
0109

Veta 1.2 (Stuart a Ord| (2010)), str 287 : Velkost uhla medzi 2 regresnymi
priamkami). Velkost uhla © medzi dvoma regresnymi priamkami je potom
rovna

1
tan © = — 122 < — p) (1.23)

o?+o03 \p

Doékaz. (Velkost uhla medzi 2 regresnymi priamkami)
Chceme ukazat, ze plati a k tomu si musime pripomentit jednu vlastnost
tangensu uhla, ktory zvieraji dve priamky.

Lemma. (Uhol medzi 2 priamkami). Uhol O, ktory zvieraji dve priamky
medzi sebou je rovny rozdielu uhlov v a «, ktoré zvieraju priamky s osou x.
Potom plati

tan v — tan «
tan © = i

(1.24)
1 +tan v tan o

Jednotlivé kroky dokazu su jasne vidiet z obrazku

O=v —o

c.tanf = tan(y — o)

_ fany —tana

o Vit 1+ tany tana
g N\ i
: 1+ mm,

Obr. 1.1: Uhol medzi 2 priamkami
Zdroj: https://www.slideshare.net/SimonBorgert/angle-between-2-lines

Uvazujme dve regresivne rovnice priamok. Prva je takd, ze nech Y je zavisla
premenna a X je nezavisla premennd, potom rovnica regresnej priamky po apli-
kovani strednej hodnoty je rovna

Y= 11y = Bolw — 1) (1.25)



za (3 dosadime[I.19)a upravime tak, aby sme dostali Pearsonov korela¢ny koeficient

v rovnici, zo vztahu [1.22, Teda

a.
Y — Ly Ip;y(rc—ux) (1.26)

x
Druhé regresna rovnica, kde teraz X je zavisla premennd a Y je nezavisla
premennd ma tvar

T o = Boly — 1) (1.27)

Po rovnakej tuprave ako v tuprave [1.26

Oy
T =y = p—(y — fy) (1.28)
Oy
Ked si z prvej rovnice vyjadrim
Oy
— Uy = — [y 1.29
Y= (z — po) (1.29)
7 a [1.26] dostévame
ml = p@’ m2 = O-y (130)
Oy POy
Po dosadeni potom do dostavame
9y __ POy
tan © = Ii_T_TyUZ (131)
POz0x
Zjednodusime a vyjmeme pred zatvorku
oy [1
o |p P
tan@ = z|:po_21| (132)
I+ %

Rozsirime vrchny zlomok s 0, /0, a potom skratime o2 so zlomkom v menovateli
a dostavame

x 1- 2
tan © = 2%02[ p} O
oy + oy P

Pozorovanie. Ak p = 1, tak tangens uhla ©, ktory zovieraju regresné priamky
je 0, ¢o odpoveda uhlu 0°, teda priamky zvieraji uhol rovny 0°. Ak p konverguje
do 0 z prava, tak tangens oo je rovny 90° a uhol, ktory zvieraju regresné
priamky je rovny 90°, teda st na seba kolmé. Teda, keby zoberieme ako
nahodnt veli¢inu iba realizacie strednych hodnot na regresnej priamke, tak by
sa dalo hovorit o tom, ze Pearsonov korela¢ny koeficient hovori o uhle, ktory
zvieraju takto Specialne vybrané ndhodné veli¢iny.



Veta 1.3 (Andel (2007), str.231 : Rozdelenie vyberového Pearsonovho
kor. koeficientu). Nech (X1,Y1),...,(X,,Y,) je ndhodny vyber z
dvojrozmerného normalneho rozdelenia, ktoré ma kladné rozptyly a nech este
pp =0 an > 3. Potom ndhodna velicina

r

Ty= L \/n—2~t, s, (1.33)

_ 2
17“p

Potom rozdelenie statistiky nam umoziuje testovat hypotézu Hy : p, =
0 oproti alternative H; : p, # 0. Ak bude testova statistika |T'| > t(,—2)(1—§) tak
hovorime, Ze zamietame nulovii hypotézu na hladine «, kde #(,_2) je kvantilova
funkcia Studentovho t-rozdelenia o n — 2 stuptioch volnosti.

Poznamka. (skr} str. 176). Nech (X1,Y1),...,(X,,,Ys) je ndhodny vyber z
dvojrozmerného rozdelenia s kone¢nou nesinguldrnou varia¢nou maticou, tak pri
predpoklade, ze X; a Y; st nezavislé ma testova statistika rozdelenie

T, = —2 \/n—2% N(0,1), (1.34)

as. ’ . . . .e
kde ~ znamené, konvergenciu v distribucii pre n — oo.

Poznamka. (Athreya a Lahiri (2006)), str. 288). Nech ndhodny vyber X,,, n > 0
a oznacme Iy, ako distribuént funkciu, z ktorej nahodny vyber X,,, n > 0
pochédza. Potom postupnost {X,,}>°; konverguje v distribticii k X, ak

lim Fx,(z) = Fx(x) (1.35)

n—oo
v kazdom bode x, kde Fx(z) je spojita.

Teda za platnosti hypotézy, ze Xi a Yi jsou nezavislé a pocet pozorovani n
bude rast nad vsetky meze, tak testova statistika 7, bude konvergovat v distri-
bucii k rozdeleniu N(0,1).

Veta 1.4 (Andél (2007), str 232 : Veta o Fisherovej z-transformacii).
Keby chceme testovat hypotézu Hy : p = po, kde pg # 0, proti alternative
H; : p # po tak pouzijeme rozptyl stabilizujicu Fisherovu z-transforméciu

1. 1+r
7 =-1 P 1.
2n1_rp (1.36)
Teda
1 1+ po
=1 . 1.
Co R P, (1.37)

Za platnosti Hy : p = py a ak data pochadzaji z normalneho dvojrozmerného
rozdelenia, tak ma nahodna veli¢ina

U=+vn—-3(Z—-¢) % N(0,) (1.38)
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Potom Hy zamietneme, ked |U| > u(—2) ;kde u je kvantilovd funkcia rozdelenia
N(0,1). Pomocou tejto transformécie vieme skonstruovat konfiden¢ny interval
pre p . Ak p je skutocna hodnota korelacného koeficientu, tak

1
[\/n - ‘Z = 71 ki p‘ u(l_a)] =1-aq, (1.39)
—p 2

kde = znamend aproximaciu danému vyrazu.

Potom po tuprave dostaneme, Ze interval spolahlivosti pre p je
(D -1 H - 1)
D+1"H+1)’

D=ex {22—2“(1‘3)}}1—6:5 {2Z+2u“‘g)} (1.40)
- Jn_3) 7 =P Jn—3 '

kde

Priklad 1.1

Mame 9358 merani , ktoré merali kvalitu ovzdusia od marca 2014 do februara
2015 s hodinovym intervalom , sledovali sme ukazatele oxidu dusi¢ného(NOs) a
ozénu(O3) v ovzdusi. Data som zobral zo zdroja (dts).

Pozrime sa na bodovy diagram zavislosti NOy a Os

Koncentracia NO2 a O3 v ovzdusi. (microg/m*3)

koncentracie O3
1500 2000 2500
| |

1000

500
|

T I I I T
500 1000 1500 2000 2500

koncentracie NO2

Obr. 1.2: Koncentracia NO2 a O3



Poznamka. Déta pochidzajt z ¢asovej rady a nespliiaji definiciu ndhodného
vyberu, ¢o ndm za tcelom ilustracie nevadi, ale keby chceme na déata testovat
napriklad hypotézu nezavislosti, museli by okrem iného spliiat definiciu
nahodného vyberu. Ale to nie je ti¢elom tejto ukazky.

7 bodového diagramu je vidief, ze by mohla existovat zavislost medzi velici-
nami koncentracie NOy a O3 v ovzdusi. Z dat je zrejme, Ze by medzi nimi mohla
byt linedrna zavislost, preto k urceniu vztahu medzi veli¢cinami pouzije Pearsonov
korelacny koeficient

rp, = 0,59.

Interpretacia je nasledovnd, ked nameriame vyssiu koncentraciu NOy(O3) tak
mozeme ocakavat aj zvysenu koncentraciu O3(NO;). Nedd sa ni¢ presnejsie o
koncentraciach NO, a O3 povedat, aj keby sme mali hodnotu pearsonovho kore-
la¢ného koeficientu rovnu 1(-1) tak maximalne mo6zeme iba povedat, Ze pozoro-
vanie Oj je blizsie neurceny kladny(zdporny) nésobok ¢isla b koncentracie NOg v
ovzdusi zvyseny (zniZeny) o nezndmu konstantu a.

Teda v tomto pripade nenulovost Personovho korela¢ného koeficientu r, =

0,59 iba poukazuje na to, ze existuje stredne-silna linearna zavislost medzi kon-
centraciami NOy a O3 v ovzdusi.
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Priklad 1.2

Pouzijeme tie iste data , ale teraz sa pozrieme na koncentraciu nekovovych
zlucenin uhlovodika (ozn. CHx) a celkovi koncentraciu zlicenin oxidu
dusnatého (ozn. NOx). Celkovy pocet pozorovani je 8991. Pozrime sa na bodovy
diagram koncentracii NOx na CHx v ovzdusi.

Koncentracia CHx(microg/m”3) a NOx(ppb/m*3) v ovzdusi

(]

o

[Te)

o4
) .
< 8 N e
*—E..D_ "
_DN -
O
o
-
S g
Z 2 4
MRS i
=]
m
=]
—
gc:
c 8
gv.—

[}

C:]_

o

Ve

500 1000 1200 2000

koncentracie CHx(microg/m*3)

Obr. 1.3: Koncentracia CHx a NOx
Poznamka. ppb znamena Parts per billion("pocet ¢astic na jednu miliardu")

7 bodového diagramu vidime, ze data by sme mali pouzit nie¢o robustnejsie,
nie sa len zamerat na jej linedrnu cast (data nelezia na priamke, skor na parabo-
lickom obliku), preto by sme nemali pouzit Personov korela¢ny koeficient, ktory
meria iba mieru linearnej zavislosti, ale nieco viac obecnejsie, ¢o nam zachyti
koreldciu medzi datami, ktora je sposobena nie len linearnou zlozkou, a tym je
Spearmanov alebo Kendallov korelac¢ny koeficient.

1.3 Spearmanov korelacny koeficient

Pearsonov korela¢ny koeficient meria mieru lineadrnej zavislosti medzi veli¢i-
nami. Ked potrebujeme zistit korelaciu v datach, ktoré nie su len linedrne zavislé,
tak sa mozeme zameraf na celkovii monoténiu v datach. To robi Spearmanov a
Kendallov korelac¢ny koeficient.
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Dalsia vyhoda Spearmanovho korela¢ného koeficientu je, Ze niekedy v ndhod-
nom vybere (X1,Y7),...,(X,,Y,,) sa nedaji hodnoty uvedenych ndhodnych velicin
presne stanovit a je k dispozicii iba ich poradie. Ak st poradia ndhodného vyberu
(X1,..., X0n) a (Y1,..., Yy,) dost podobné, nepochybne to svedéi o istej zavislosti me-
dzi nimi.

Definicia 1.7 (Hazewinkel (1989), str. 376 : Vyberovy Spearmanov
korela¢ny koeficient). Nech (X1,Y1),...,(X,,Yn)" je vgber zo spojitého
dvojrozmerného rozdelenia. Nech Ry,...,R,, je usporiadané poradie velicin
X1,..,X, a nech Q1,...,Q, je usporiadané poradie velicin Y1,....Y,, potom
definujeme ako Spearmanov korelacny koeficient

ry = 2R : (1.41)
\/SESH
kde
1 & _
Sre = —7 Z(Ri - R)(Qi — Q) (1.42)

a St,5% si viberové rozptyly pocitané z poradia.

Priklad.1.3

Ak sa opytame dvoch Sportovych komentatorov nech ohodnotia hracov
pridelenim poradia od najlepsieho po najhorsieho. Ak obaja komentatori
ohodnotia hracov dost podobne, teda ich rebricek hracov od najhorsieho po
najlepsieho bude podobny alebo rovnaky, mozeme hovorit o kladnej korelacii.
Existuje ista zavislost hodnotenia jedného komentatora od druhého, ak prvy
komentator umiestni hraca vysoko v rebricku, mozeme ocakavat, ze druhy
komentator ho tiez umiestni vysoko v rebricku.

Populacna verzia Spearmanovho korelacného koeficientu je definovana nasle-
dovne:

Definicia 1.8 (Nelsen| (2006)), str. 170 : Spearmanov korela¢ny koeficient).
Nech X a Y st nahodné veliciny, ktoré maji distribucné funkcie F a G (t.j.
F(z)= P[X < z|). Potom ndhodné veliciny U,V zadefinujeme ako U=F(X) a
V=G(Y). Potom pre tieto nové nihodné veliciny U a V' definujeme Spearmanov
korelacny koeficient

_ EUV)—-EU)E(V) _ cov(U,V) | 1 43
’ \/(varU) (varV) \/(varU) (varV) (143)

Spearmanov korelac¢ny koeficient je vlastne Pearsonov korelacny koeficient ap-
likovany na nahodné veliciny U a V.
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Veta 1.5 (skr}, str 167 : Testovanie hypotéz pre Spearmanov korela¢ny
koeficient). Nech (X3,Y1),...,(X,,,Y5) je ndhodny vyber z dvojrozmerného
rozdelenia s kone¢nou nesingularnou variacnou maticou, tak pri predpoklade, ze
X; a Y, si nezavislé ma testova statistika rozdelenie
rs as.
TS = \/jQ\/TL— ~ N(O,l) (144)
1—r:

Hypotézu o nezdvislosti zamietame ak [Ty > u;_a.

Priklad 1.2(Pokracovanie)

Teraz mame matematicky aparat aby sme preskiimali zavislost CHx a NOx,

viz.bodovy diagram [1.2]

Spearmanov korelacny koeficient sa poc¢ita rovnako ako Pearsonov korelac¢ny

koeficient, ale datové sady su odlisné, Pearsonov sa pocita zo samotnych dat,
zatial ¢o Spearmanov sa pocita z poradia dat.

Graf poradia veli¢in NOx a CHx

8000

6000

CHx

4000

2000
|

0
|

Obr. 1.4: Poradie dat CHx a NOx

Na takyto subor poradi pouzijeme Personov korelacny koeficient. Je vidiet, Ze
poradia maju linearny charakter, tak je jeho pouzitie vhodné.

Vypocitajme teda Spearmanov korelacny koeficient

ry=—085
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Spearmanov korela¢ny koeficient poukazuje na silni negativnu korelaciu v
datach a zameriava na celkovii monoténnost v datach, teda je robustnejsi jak
Pearsonov, ktory sa zameriava iba na linearnu zlozku zavislosti v datach.

Pre porovnanie vypocitame Pearsonov korelac¢ny koeficient nad rovnakymi datami

r, = —0,80.

Pearsonov korelacny koeficient tiez dobre zachytava zavislost v datach. V da-
tach nie st ziadne odlahlé pozorovania ¢o zapric¢inuje, ze Pearsonov korelac¢ny
koeficient sa da dobre pouzit na odhad korelacie v datach. Keby sme vSak v da-
tach mali nejaké odlahlé pozorovania tak by Pearsonov korela¢ny koeficient bol
znacne ovplyvneny tymito pozorovaniami.

1.4 Kendallov korelacny koeficient

Definicia 1.9 (Andél (2007)), str 240 : Vyberovy Kendallov korela¢ny
koeficient). Nech (X1,Y1),...,(X,,Yy) je vgber zo spojitého dvojrozmerného
rozdelenia. Nech Ry,...,R, je poradie velicin X1,...,.X,, a nech Q1,...,Q, je
poradie velicin Y1,....,Y,, potom Kendallov koeficient T je definovany

1

mz > _sign(R; — Ry)sign(Q; — Q;), (1.45)

i#]

kde pre Vz € R je fukncia sign(z) definovana nasledovne:

Th =

sign(z) = -1, 2z <0,
sign(z) = 0, z=0, (1.46)
sign(z) =41, 2z>0.

Poznamka. Kendallov korelacny koeficient sa da pocitat i rovno z nahodného
vyberu. Uvedomime si, ze plati

sign(R; — R;) = sign(x; — ;).
Potom
b

n(n — 1>Z > sign(x; — ;) sign(y; — y;). (1.47)

i#]

Tn =

Kendallov korela¢ny koeficient pocita pocet stihlasnych a nestthlasnych parov.
To, ze pary st sihlasné znamenad, ze sign(x; —x;) = sign(y; —y;), inak povedané,
ak sa v danej dvojici indexov (i,j), i<j, pozorovanie znizi (zvysi) v x-ovej sturad-
nici, tak sa aj znizi (zvysi) jeho hodnota v y-ovej suradnici. Nesihlasné pary su
také, pre ktoré sing(z; —x;) = —sign(y; —y;), teda ak sa v danej dvojici indexov
(i,j), i<j, pozorovanie znizi (zvysi) v x-ovej suradnici, tak sa dalSie pozorovanie v
y-ovej stradnici zvysi (znizi).

Korelacia v ndhodnom vybere bude vysokd, ked budd mat pary (z;,y;) maly

rozdiel medzi ich poradiami R; a ();. Teda ak je korelacia kladna, tak ocakavame,
ze ked bude poradie pozorovania z; velké (relativne k ostatnym pozorovaniam z;,
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i # j), tak aj poradie pozorovania y; bude velké (relativne k ostatnym pozorova-
niam y;, ¢ #j).

Populacéna verzia je definovand nasledovne.

Definicia 1.10 (Nelsen| (2006)), str. 158 : Popula¢ny Kendallov korelacny
koeficient). Nech (X1,Y1) a (X2,Y2) st 2 nahodné vektory zo spojitého
rozdelenia H, tak hodnota Kendallovho korelacného koeficientu T je definovand

7= P[(X1 = X3)(Y1 = Y3) > 0] = P[(X; — X5)(Y; — Y3) < 0], (1.48)

Kendallov korelac¢ny koeficient nadobtida hodnoty od 1 po -1. Hodnotu 1 na-
dobuda prave vtedy, ked su vsetky pary v ndhodnom vybere suhlasné. Ak su
vSetky pary z ndhodného vyberu (z1,y1)’,...(Z,,y,)" sthlasné, to znamend, ze pre
ich poradie plati R; = Q; pre Vi, i € n, a Tra) < Tre) < TrE)--- < TRM)
a Yo1) < Yo2) < Yoi) < - < YgQ(n), kde n je velkost ndhodného vyberu a
X Ry = X; a Ys(i) =Y, . Hodnotu -1 nadobuda ak zamenime znamienka nerov-
nosti.

Poznamka. (Andell (2007), str. 241)
Mame nahodny vyber (X1,Y1),...,(X,,Y,). Nech T je pocet dvojic indexov (i,j),
i<j, ktoré su suhlasné. Potom

4T
= 1. 1.49
! n(n —1) (1.49)
Ak (X1,Y7),...,(X,,Y5) je ndhodny vyber zo spojitého dvojrozmerného
rozdelenia. Potom za nezavislosti X; a Y; plati

2(2n + 5)
Er,=0 ,varm, = 1% 1.50
T, var T, on(n—1) (1.50)
a Statistika
Tp= " % N(0,1) (1.51)

yvar T,

Hypotézu o nezdvislosti zamietame ak |[T;| > u;_s.
Poznamka. Kendallov korela¢ny koeficient nam tiez odhaduje mieru

monoténnost medzi ndhodnymi velicinami X a Y, ale inym sposobom ako
Pearsonov alebo Spearmanov korelacny koeficient.
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Ilustracia na datach

V tejto Casti sa zameriame na ilustraciu pouzitia korelacnych koeficientov,
ktoré budu pozostavat z aplikovania odhadov korela¢nych koeficientov na rovnaky
typ dat. Zameriame sa na porovnanie presnosti odhadov a vyhodnotenime silné
a slabé stranky korelacnych koeficientov nad danymi datami.

2.1 Tlustrac¢né data

Déta si vygenerujeme z dvojrozmerného normalneho rozdelenia a aplikujeme
na nich vyberové verzie korela¢nych koeficientov.
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16

20

0 o @
° o
b o o
1 °  e98 °
o X OO a o o
Y Lo e
C8)6>8>OQ)O OOO
= o 2o e 0%
(90 @OCQ (9@@
- ° $ % £ 4
<7 o ®
°
o

Obr. 2.2: 0, =2, 0, =8, p=-0,6

8 . .
° © o
8 4 Ooo o
- o] (6] (o] (5]
e
s > [eysY el O%QO ®
00® 008 0@ o,
od Bo @ ©
o 0% %¢ 0@ © %
24 O%)% 92 o
: o ®0 @@ 6% o o
g | =7 C%@o
=] [¢]
" o
e o e ©
1 @

Obr. 2.4: 0,=80, 0,=80, p=0,1

o B
o o o
~ 70 O o @ Q
© 060 oOo
« 4 % 6] oo ©
q;oooo e g
OO§% 59 o@ e @
o - OO Cg) 60
Q €]
° o
R g° [¢)
[¢)
71 o

Obr. 2.6: 0,=2, 0,=2, p=-0,35



Mame 6 sad dat, 100 pozorovani z dvojrozmerného normalneho rozdelenia,
ktoré sme vygenerovali na zaklade parametrov, ktoré sme si sami urcili, teda
stredné hodnoty, rozptyly a kovarianciu medzi velicinami X a Y.

Néhodné vybery maju parametre normélneho rozdelenia, z ktorého sme ich gene-
rovali, pod grafmi, okrem strednych hodnot, ktoré st pre kazda sadu dat rovnané
ato FX=1aFEY =1.

Poznamka. Na strednych hodnotach FX a EY nezalezi, pretoze z vlastnosti
kovariancie (Tvrdenie 1.1, vlastnost (V)) vyplyva, Ze stredné hodnoty
nemaju vplyv na korela¢ny koeficient.

Na déata aplikujeme Pearsonov, Spearmanov a Kendalov korelacny koeficient.
Zobrazime v prehladnej tabulke.

Tabulka 2.1: Tabulka korela¢nych koeficientov

1 2 3 4 5 6
Pearson | 0,944 -0,550 0,050 0,043 0,503 -0,299

Spearman | 0,941 -0,531 -0,004 0,039 0,497 -0,291
Kendal | 0,796 -0,387 -0,006 0,029 0,340 -0,202
Skutoc¢ny | 0,950 -0,600 0,000 0,100 0,500 -0,350

Ak chceme porovnat, ako st odhadnuté korelacné koeficienty rozdielne od sku-
tocnych korelacnych koeficientov, musime najskor zaviest transformacné vztahy,
pretoze Spearmanov a Kendallov korela¢ny koeficient nekoresponduje s p ako pa-
rametrom korelacie z ktorého dany ndhodny vyber pochadza.

Veta 1.6 (Andel (2007), strana 239 : Transformacia Spearmanovho
korela¢ného koeficientu). Ked ndhodny vyber pochadza z dvojrozmerného
normalneho rozdelenia, tak pre Spearmanov korelacny koeficient je dana
aproximacia

. . T
rp = 2311'1(67"8), (2.1)
kde = znamena aproximaciu danému vyrazu.

Veta 1.7 (Kendall (1970), strana 126 : Transformacia Kendallovho
korelacného koeficientu). Ked ndhodny vyber pochadza z dvojrozmerného
normalneho rozdelenia, tak pre Kendallov korela¢ny koeficient je dana
aproximécia

Ty = sin(ng), (2.2)

kde = znamena aproximaciu danému vyrazu.

Teda tabulka po transformécii ma tvar:
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Tabulka 2.2: Tabulka transformovanych korela¢nych koeficientov
1 2 3 4 5 6
Pearson 0,944 -0,550 0,050 0,043 0,503 -0,299
Spearman_ T | 0,946 -0,549 -0,004 0,041 0,515 -0,304
Kendal T 0,949 -0,571 -0,009 0,046 0,509 -0,312
Skutocny 0,950 -0,600 0,000 0,100 0,500 -0,350

Po transformaécii vidime, ze vSetky korelacné koeficienty vcelku dobre vysti-
huju korelaciu v nasom vybere.

Vysktusajme sa teraz pozriet na vplyv odlahlych pozorovani na tuto sadu dat.
Do déat pridame 5 hodnot, ktoré budd 90,92,95,97 a 99 % kvantilom daného dvoj-
rozmerného normalneho rozdelenia.

Nakolko neexistuje analyticka kvantilova funkcia pre dvojrozmerné normalne
rozdelenie, tak sa spolahneme na numericky najdené korene pre kvantilovt fun-
kciu. Budeme brat hodnoty, ktoré sa budi nachadzat na spodnej hranici kvantilu.
Numerickd metéda pouziva v svojom hladani také body (Za,ya), Ta = Yo tak, aby
PIX < x4,Y <ya| =1— «, kde = znamend aproximaciu danému vyrazu.
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Po pridani odlahlych pozorovani nase data maju tvar .

Q
g’ ©
g1 o 288°
o &g e
0]
o A o Q?g% OQ
T
8 | o
I
[0X¢]
%0
g 10°

-20

g 23 ©
o% 08
o © @
8 ° o e OOO
%OQ @6)0@%
o o 298¢
OQ@%O
? ® Jeo®
§ A © 5]
IS o @OQ)
o ° o
g °
1, o

Obr. 2.11: 0,=8, 0,=20, p=0,5
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Potom vysledna tabulka ma tvar.

Tabulka 2.3: Tabulka s odlahlymi hodnotami

1 2 3 4 5 6
Pearson | 0,054 0,129 0391 0,231 0,615 0,056
Spearman | 0,949 -0,333 0,127 0,157 0,562 -0,115
Kendal | 0,814 -0,261 0,084 0,112 0,396 -0,092
Skutocny | 0,950 -0,600 0,000 0,100 0,500 -0,350

Po transformaéacii

Tabulka 2.4: Tabulka s odlahlymi hodnotami po transformacii

1 2 3 4 5 6
Pearson | 0,054 0,129 0,391 0,231 0,615 0,056
Spearman_t | 0,953 -0,347 0,133 0,164 0,580 -0,120
Kendal t | 0,958 -0,399 0,132 0,175 0,583 -0,144
Skutoény | 0,950 -0,600 0,000 0,100 0,500 -0,350

Vidime, ze po pridani odlahlych koeficientov sa hodnota Pearsonovho koefi-
cientu viac odchyluje od skuto¢nej hodnoty na rozdiel od Spearmanovho alebo
Kendallovho korela¢ného koeficientu, ktoré st robustnejsie nad vybermi, ktoré
majui v sebe odlahlé pozorovania.

Je to spdsobené tym, ze Pearsonov korela¢ny koeficient berie nominalne hodnoty
vyberu a to mé za nésledok jeho vychylenie. Cim viac vzdialené bude toho pozo-
rovanie, tym vacsi dopad bude mat na vysledok odhadu.

Na rozdiel od Spearmanovho korela¢ného koeficientu, ktory berie v potaz iba
poradie, teda zanedbéava velkost odlahlého koeficientu. Kendallov korela¢ny ko-
eficient je tiez menej citlivy na odlahlé pozorovania.

Preto st odhady pomocou Spearmanovho a Kendallovho korelacného koeficientu
robustnejsie vo vyberoch, kde sa nachadzaju odlahlé pozorovania.

Spermanov a Kendallov korela¢ny koeficient sa tiez nazyva poradovy korelacny
koeficient. Pretoze je citlivy na zmenu poradia v datach.

Dalsia ¢ast. Presktimajme ako dobre budi koeficienty odhadovat koreldciu na
datach, ktoré nepochadzaji z normalneho rozdelenia. Tieto data budu
vygenerovane zamerne, aby sme sa pozreli ako dobre odhaduju korelac¢né
koeficienty zavislost.
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Nase data maju tvar
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Data st vygenerované tak, aby sme poukazali na rozdiely medzi jednotlivymi
korela¢nymi koeficientmi.
Vystupom je tabulka.

Tabulka 2.5: Tabulka korela¢nych koeficientov na datach nepochadzajicich z nor-

maéalneho rozdelenia
1 2 3 4 5 6

Pearson | 0,018 0,928 0,862 0,850 0,000 0,657
Spearman | 1,000 1,000 1,000 1,000 0,000 0,778
Kendal | 1,000 1,000 1,000 1,000 0,000 0,829

Pearsonov korelacny koeficient zachytava iba mieru linearnej zavislosti, preto
ked ho pouzivame nad datami, ktoré nepochadzaji z normélneho rozdelenia, tak
nezohladnuje nelinearnu zlozku zavislosti v datach. Preto je lepsie pouzif Spear-
manov alebo Kendallov korela¢ny koeficient na odhad korelacie v takejto sade dat.

Ked sa pozrieme na bodovy diagram [2.17] je to Specialny pripad, pri ktorom

vsetky korelacné koeficienty st rovné 0, pricom je jasné, ze data maju kvadraticki
zavislost.
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3. Simulacné studie

V tejto kapitole sa budeme venovat testovaniu hypotézy nezavislosti

Hy : data st nezavislé
Hi : data nie si nezdvislé

pre vsetky 3 koeficienty nad rovnakymi datami a porovname silu testov na
rovnakej hladine pre rozne rozsahy vyberov. Na testovanie pouzijeme matema-
ticky aparat, ktoré sme si vybudovali v [1f Sekcii. V prvej sade dat pouzijeme
testy [1.33] [1.44] a [1.51] V druhej sade dat, ktoré nie su z normalneho rozdelenia,
pouzijeme iba asymptotické testy [1.34] [1.44] a [1.51}

3.1 Simulacné data
Pouzijeme 2 sady dat, v prvej budu data z normalneho dvojrozmerného rozde-

lenia s parametrami FX =1, FY = 1,0, =1, 0, = 1, p € {0;0,05;0,15;0,4; 0,7}.
Velkost vyberu bude n € {20,70,200}

Pre 1000 simulacii o vybere velkosti n=20, p = 0 dostavame

Tabulka 3.1: Empiricka hladina testu n=20
p=0 ‘ Empiricka hladina testu

Pearson 0,048
Spearman 0,039
Kendal 0,044

Pre 1000 simulacii o vybere velkosti n=200, p = 0 dostavame

Tabulka 3.2: Empiricka hladina testu n=200
p=0 ‘ Empiricka hladina testu

Pearson 0,041
Spearman 0,051
Kendal 0,049

3.2 Sila testu hypotézy nezavislosti

Vysledkom je tabulka, ktora zavisi na pocte pozorovani a koeficiente r a urcuju
odhadovant hladinu testu.
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Tabulka 3.3: Sila testu, vyber z normalneho rozdelenia
Metdda r=0,05 r=0,15 r=0,40 r=0,70
Pearson 0,060 0,097 0,425 0,953
n=20 | Spearman | 0,049 0,089 0,374 0,924
Kendal 0,038 0,084 0,358 0,921
Pearson 0,083 0,264 0,939 1
n=70 | Spearman | 0,074 0,245 0,921
Kendal 0,077 0,248 0,923
Pearson 0,109 0,575 1
n=200 | Spearman | 0,096 0,534 1
Kendal 0,094 0,531 1

—_ = | = =

Velkost sily testu hypotézy o nezavislosti zavisi od po¢tu pozorovani a koefi-
cientu r, ktory predpokladdme, Ze nim budu data korelované.

Nedé sa povedat, ze pre data, ktoré pochadzaju z normalneho rozdelenia de-
finovaného na zaciatku, Ze by bol niektory test o hypotéze nezavislosti vyrazne
lepsi ako druhy. Ale pozorujeme, Ze sila testu hypotézy o nezavislosti pri pouziti
Pearsonovho korelacného koeficientu je o trochu vécsia jak u ostatnych testov

Dalsia ¢ast. Mame vyber, ktory nepochadzaju z normalneho rozdelenia. Data
vznikli transformaciou z norméalneho dvojrozmerného rozdelenia umocnenim
jednej zlozky na tretiu.

Vysledkom je opat tabulka, ktora zavisi na pocte pozorovani a koeficiente r a
urc¢uju odhadovanu silu testu.

Tabulka 3.4: Sila testu, vyber nie je z norméalneho rozdelenia
Metdda r=0,05 r=0,15 r=0,40 r=0,70
Pearson 0,055 0,077 0,296 0,842
n=20 | Spearman | 0,049 0,089 0,374 0,924
Kendal 0,038 0,084 0,358 0,921
Pearson 0,06 0,157 0,782 1

n=70 | Spearman | 0,074 0,245 0,921
Kendal 0,077 0,248 0,923
Pearson 0,078 0,386 0,998
n=200 | Spearman | 0,096 0,534 1
Kendal 0,094 0531 1

—_ = = = =

7 tabulky pozorujeme, zZe sila testu hypotézy nezavislosti pri pouziti Pe-
arsonovho korelacného koeficientu je mensia ako u Spearmanovho alebo Kendal-
lovho korelacného koeficientu. Preto ak budeme testovat hypotézu o nezavislosti
nad datami, ktoré budeme vediet, Ze nepochadzaji z dvojrozmerného normalneho
rozdelenia, tak by sme mali pouzif test s vysSou silou pri danej hladine «.
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Zaver

Préaci boli predstavené 3 korelaéné koeficienty. Zoznamili sme sa s ich popu-
laénymi a vyberovymi verziami a ich pouzitim na testovanie hypotézy nezavislosti.

Nasledne bolo ukazané praktické pouzitie korelacnych koeficientov na odhad-
nutie sily koreldcie na datach, boli ukazané rozdiely v korelacnych koeficientoch
v zavislosti na aky druh dat ich aplikujeme.

V tretej Casti sme sa pozreli na simula¢né studie testu hypotézy nezavislosti a
pocitali sme silu testu, ktorda ked vyber pochéddzal z normélneho rozdelenia, tak
najvyssiu silu dosahoval Pearsonov korela¢ny koeficient, ale ked data neboli z nor-
malneho rozdelenia, tak vacsiu silu testu hypotézy nezavislosti mali Spearmanov
a Kendallov korela¢ny koeficient.
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