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ABSTRAKT

Tato bakalatskd prace se zaméfuje na mocniny a odmocniny, zkouma jejich historické
metody vypoctu a vizualizace. Kromé popisu a srovnani metod vypoctu ptibliznych hodnot
odmocnin bez kalkulacky se prace zabyva i prezentaci mocnin a odmocnin ve vyuce na

zakladnich a stfednich Skolach. Je strukturovana do tfi hlavnich kapitol.

V uvodu se nachdzi shrnuti obsahu jednotlivych kapitol, které tvoii strukturu prace. Tato
anotace slouzi k orientaci ¢tendie a k pochopeni celkového zaméfeni prace. Je napsana
srozumiteln¢€ a jasn€, aby ji pochopili i ti, ktefi se problematikou odmociiovani hloubé&ji

nezabyvaji.

Prvni kapitola poskytuje piehled teoretickych zakladi mocnin a odmocnin. Definovat
budeme tyto zakladni pojmy, v€etné jejich vlastnosti a pravidel pro nasobeni a déleni mocnin

a odmocnin.

Druhé kapitola je vénovana historickym metodam vypoc¢tu odmocnin od starovékych
civilizaci az po moderni dobu. Nejprve je rozebrana Babylonskd metoda, jedna z nejstarSich
znamych metod, kterd nabizi systematicky a opakujici se proces k nalezeni ptesnych
vysledkti. Poté nasleduje Indickda metoda, ktera piinasi dalSi zplsoby odmocnovani
k tradicnim postupiim vypoctu odmocnin. Nasledné¢ je piedstavena metoda podle Ptolemaia,

ktera kombinuje geometrické a aritmetické principy pro dosazeni vysoké piesnosti vysledki.

Nakonec je popsana rucni metoda vypoctu odmocniny, kterd je vhodna pro ilustraci
zakladnich principi. Diive byla béZnou soucasti vyuky matematiky na zakladnich Skolach,
podobné jako zdkladni aritmetické operace s¢itani, od¢itani, ndsobeni a déleni. Tato metoda
slouzila k pochopeni principti vypoctu druhé odmocniny a zarovei rozvijela u zakt logické
a analytické mysSleni.

Tteti kapitola analyzuje, jak jsou odmocniny prezentovany ve vyuce matematiky. Zabyva se

metodami vypoctu pfibliznych hodnot odmocnin bez kalkulacky.

Tato bakalatska prace si klade za cil nejen pfibliZit historické a teoretické aspekty mocnin
a odmocnin, ale také poskytnout prakticky pohled na jejich vyuku a prezentaci v soucasnych

ucebnicich.
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ABSTRACT

This bachelor's thesis focuses on square root, examining their historical calculation methods
and visualization. In addition to describing and comparing methods for approximating
square roots without calculators, it also explores how powers and roots are presented in
elementary and secondary school education. The thesis is structured into three main chapters.
The introduction provides a summary of the contents of each chapter, outlining the structure
of the work. This overview is designed to orient the reader and clarify the thesis's focus. It
is written in a clear and accessible manner, ensuring comprehension even for those not

deeply familiar with the topic of square roots.

The first chapter offers an overview of the theoretical foundations of powers and roots. It
defines these fundamental concepts, including their properties and the rules for multiplying

and dividing powers and roots.

The second chapter delves into historical methods for calculating square roots, spanning
from ancient civilizations to the modern era. It begins with an analysis of the Babylonian
method, one of the oldest known techniques, which provides a systematic and iterative
approach to achieving precise results. This is followed by the Indian method, which
introduces alternative ways of calculating roots based on traditional approaches. The chapter
also examines Ptolemy’s method, which combines geometric and arithmetic principles to
achieve high levels of accuracy. Finally, a manual method for calculating square roots is
described. This method, once a common part of elementary school curricula alongside basic
arithmetic operations like addition, subtraction, multiplication, and division, serves to
illustrate fundamental principles of square root calculations while fostering logical and

analytical thinking in students.

The third chapter analyzes how square roots are presented in mathematics education,

focusing on methods for approximating square roots without the use of calculators.

The goal of this bachelor's thesis is not only to illuminate the historical and theoretical
aspects of square roots but also to provide a practical perspective on their teaching and

presentation in contemporary textbooks.
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Uvod

Tato bakalairska prace se zabyva problematikou mocnin a odmocnin, se zvlastnim
zaméfenim na historické metody vypoctu odmocnin a jejich vizualizaci. Kromé popisu
a srovnani modernich metod vypoctu pribliznych hodnot odmocnin bez kalkulacky se prace
vénuje 1 hlub§imu zkoumani historického vyvoje téchto metod a jejich matematického

zduvodnéni.

Cilem je nejen popsat, jak se odmocniny pocitaji dnes, ale také ukézat, jak se s nimi
pracovalo v minulosti. Prace tak otevira okno do historie matematiky a umoziuje sledovat

vyvoj numerickych metod od starovéku az do soucasnosti.

V prvni kapitole jsou definovany zakladni pojmy tykajici se mocnin a odmocnin, které slouzi
jako teoreticky zaklad pro dalsi kapitoly, v€etné jejich vlastnosti a aplikaci. V této kapitole

se podrobnéji podivame na vlastnosti grafi mocninnych funkci a jeji inverze.

Druhé kapitola se zamétuje na historické metody vypoctu odmocnin. Zde jsou podrobné
popsany a vizualizovany Ctyti hlavni postupy: Babylonska metoda, Indicka metoda, metoda
podle Ptolemaia a rucni metoda vypoctu odmocniny. Kazda z téchto metod je ilustrovana na

konkrétnich ptikladech, aby byla demonstrovana jejich prakticka aplikace.

Tteti kapitola analyzuje, jak jsou odmocniny prezentovany v soucasnych ucebnicich pro
zékladni a stiedni Skoly. V této Casti jsou porovnany dvé vybrané ucebnice zékladnich skol
a dv€ ucebnice sttednich Skol. Prace se zabyva rozdily v pfistupu k vykladu odmocnin
a metodami jejich vypoctu v téchto ucebnicich. Ucebnice jsou v souladu s RVP, kde se

vyucuji mocniny a odmocniny, co se zaci maji naucit. Co se od nich oc¢ekava.

Cilem této prace je poskytnout komplexni pohled na odmocniny z historického
1 pedagogického hlediska a zddraznit dtleZitost jejich spravného porozuméni
v matematickém vzdélavani. Prace také ptispiva k lepSimu pochopeni historického vyvoje

matematickych metod a jejich vlivu na sou€asné vzdélavani.



1 Mocniny a odmocniny

Mocniny a odmocniny jsou zdkladni pojmy matematiky, se kterymi se setkavame jiz na
zakladni Skole. V této kapitole si je podrobnéji definujeme, shrneme jejich vlastnosti

a ukazeme jejich vyuziti v praxi.

Definice 1.1 (Mocnina)
Mocnina je zkraceny zapis pro opakované nasobeni stejného Cisla. Zapisujeme ji jako a”,
kde a je zaklad a n je exponent. Napf.:
23=2-2:2=8

Definice 1.2 (Odmocnina)
Odmocnina je &islo, které po umocnéni dava piivodni &islo. Odmocninu &isla a zna¢ime va.
Napt'.:

V9 = 3, protoze 32 = 9

Ve skole se Casto setkdvame s druhymi odmocninami jako s Cisté matematickou operaci,
ktera nam umoznuje vypocitavat hodnoty nebo fesit rovnice. Tyto odmocniny maji praktické
vyuziti v riznych oborech, naptiklad v geometrii, fyzice nebo ve finan¢nim oboru. Pomahaji
nam urcovat délky, objemy a povrchy ¢i vztahy mezi veli¢inami. Lidé vyuzivaji druhé
odmocniny odjakziva, aby mohli fesit redlné problémy a presnéji provadét vypocty pomoci

aproximaci iracionalnich ¢isel.

Véta 1.1. (Zakladni vlastnosti mocnin a odmocnin)

Mocniny a odmocniny miizeme podle danych pravidel rizné upravovat a vypocet si tak
zjednodusit. Existuje hned nékolik takovych pravidel, se kterymi se pii upravach setkdvame
a diky nim mizeme zjednodusit slozité vyrazy s mocninami a odmocninami a usnadnit si

dané vypocty

Mocniny se stejnym zakladem
U mocnin, které maji stejny zaklad, miizeme provést upravu podle pravidel na stejny zéklad

se souctem danych exponentli. Neboli v obecném tvaru zapiSeme mocninu:

a™ - q" = gm+n

a konkrétné si ukdZzeme na ptikladu:



25 . 23 — 25+2

a) Mocnina mocniny
Mocnina mocniny se rovnd mocning se sou¢inem exponentu, plati tedy:

(am)n — a(m-n)
napf.:

(23)5 — 2(3-5)
b) Odmocniny
Pokud je pod odmocninou soucin ¢i podil a ¢isla a, b jsou nezaporna, mizeme postupovat

podle nasledujicich pravidel:
Vab = avb
a_ve .o
b~ Vb
avb = \/a?b

tyto pravidla vSak neplati pro s¢itani ¢i rozdil:

Ja+ b - nelze

Diikaz:
1) Soucin a podil
2 2 2 2
ab = (Vab)" = (Vavb) = (Va)"(Vh) = ab,
(u podilu bychom postupovali analogicky)
2) Scitani a rozdil

aibz(\/a_-l_-b)z;t(\/Ei\/Bf:(\/E)ZiZ\/E\/F+(\/F)Z=aZi2m+bZ

Na konkrétnich prikladech miizeme vidét rozdil téz:

V36 + 64 =100 = 10
V36+V64=6+8=14
— nasli jsme protipriklad, toto pravidlo tedy neplati
Diky témto pravidlim miZzeme spoc¢itat odmocniny, které se zdaji na prvni pohled sloZit&;si,
Viz:
V2500 = v25v100 = 5-10 = 50
(Krynicky, 2010a).



Mocninné funkce patii mezi zdkladni a diilezité funkce v matematice. Jejich grafy vykazuji
charakteristické rysy, které se 1isi v zavislosti na exponentu. Inverzni funkce k mocninné
funkci existuje pouze pro nékteré ptipady. Mocninné funkce a jejich inverzni funkce hraji
dilezitou roli v matematice a nachazeji uplatnéni v mnoha oblastech, jako je fyzika,
ekonomie, biologie a dalsi. Znalost vlastnosti graft téchto funkei je klicova pro pochopeni
jejich chovani a teSeni uloh s nimi souvisejicich. Vlastnosti a grafické¢ charakteristiky
mocninnych funkei a jejich inverzi hraji vyznamnou roli v mnoha oblastech matematiky,

véetné feSeni rovnic a nerovnic.

Grafy mocninnych funkei:
Graf mocninné funkce y = x™ (kde n # 0) ma specificky tvar, ktery zavisi na hodnot¢

exponentu n:

a) pro n = 1, funkce je linearni: f(x) = x ajeji graf je pfimka prochazejici poc¢atkem (0,0)
se sklonem 1 (viz obr.1)

b) pron > 1 A n je liché prirozené ¢islo, graf funkce je symetricky vzhledem k pocatku
(viz obr.1)

c) pron > 1 An je sudé prirozené Cislo, grafem funkce je parabola, graf je symetricky
vzhledem k ose y a vS§echny hodnoty y jsou kladné nebo nulové (viz obr.2)

d) pron < 0 A n je liché celé ¢islo, grafem funkce je hyperbola, naptiklad pron = —1 je
fx) = i , oz znamena, ze graf se sklada ze dvou vétvi, jedna v kladné a druhd v zaporné
casti osy y (viz obr.3)

e) pron < 0 An je sudé celé ¢islo, grafem funkce je hyperbola, naptiklad pron = —2 je

1 . . s i x s .
fx) = —7 » COZ znamena, ze graf se skladéa ze dvou vétvi, obé v kladné ¢asti osy y (viz

obr.4)



Vlastnosti mocninnych funkei:
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Obr.1: Liché mocninné funkce — kladné (zdroj:

zpracovano autorkou)

D(f) = R, H(f) =R

lichéa funkce

prosté funkce

rostouci na celém D (f)

shora a zdola neomezena
nema maximum ani minimum

supremum je oo a infimum je —oo

piedpisy uvedenych funkci na Obr. I:

filx) =x
f2(x) = x3
fz(x) = x®

fa(x) = x7

2

Obr.2: Sudé mocninné funkce — kladné (zdroj:

zpracovano autorkou)

D(f) = R, H(f) = R*

suda fuknce

funkce neni prosta

klesajici na (—o0; 0) a rostouci na (0; o)
shora neomezena a zdola omezena

nema maximum, ma ostré minimum
v bodé [0; 0]

supremum je oo a infimum je 0

predpisy uvedenych funkci na Obr.2:

filx) = x?
f2(x) = x*
f3(x) = x°
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Obr.3: Liché mocninné funkce — zaporné (zdroj:

zpracovano autorkou)

D(f) = R{0}, H(f) = R{0}
lichéa funkce

prosté funkce

shora a zdola neomezena
klesajici na (—o0; 0) ana (0; )4
nema maximum ani minimum

supremum je oo a infimum je -oo

piedpisy uvedenych funkci na Obr. 3:

filx) = !

x
1
fz(x) = F
1
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Obr.4: Sudé mocninné funkce — zaporné (zdroj:

zpracovano autorkou)

D(f) = R{0}, H(f) = R{0}
suda funkce
funkce neni prosta

shora neomezené a zdola omezena

rostouci na (—oo; 0) a klesajici na (0; )

nema maximum ani minimum

supremum je oo a infimum je 0

piedpisy uvedenych funkci na Obr.4:

1
f1(x) = P
1
fz(x) = x_4
1
f3(x) = F



Grafy inverznich a odmocninnych funkei:
Inverzni funkce existuje k funkcim prostym. Funkce je prosta, pokud je ryze monoténni na

celém defini¢nim oboru. Slozenim funkce a jeji inverze v libovolném potadi dostaneme

funkei identity: £(f~1(x)) = f~1(f(x)) = x.
Graf inverzni funkce f~! je osové soumérny s grafem funkce f podle piimky f(x) = x.

Graf odmocninné funkce ma piedpis y = 3/x a je inverzni funkci k mocninné funkci, kde

pro sudé n plati, ze x € (0; ).

Priklady funkci a funkci k nim inverznich:
a) f,(x) =e*af,” " (x) = In(x) (viz obr.5)
b) f,(x) =x%af, " (x) = x (viz obr.6)
c) f5(x) =x%af, " (x) = Vx (viz obr.7)

-2 -2

a) Obr.5: Exponencialni a logaritmicka ¢) Obr.7: Mocninna a odmocninné
funkce funkce — 2

b) Obr.6: Mocninnd a odmocninna
funkce — 3



2 Historické metody vypoctu odmocnin a jejich vizualizace

V této kapitole se zaméfime na historicky vyvoj odmociovani v nasledujicich klicovych
starovékych civilizacich. Prozkoumame, jak Babylofiané, Indové a Rekové pristupovali
k feseni problému vypocétu odmocnin, jaké metody pouzivali a jak jejich prace ovlivnila dalsi
vyvoj matematiky. Porozuméni t€émto historickym kofenlim nam umoZni lépe pochopit, jak

se matematika vyvijela a jaké byly jeji praktické aplikace v rliznych obdobich a kulturach.

2.1 Babylonska FiSe

Babylonie, zndma také jako Mezopotamie, je Casto oznaCovana jako kolébka civilizace. Tato
oblast, lezici mezi tekami Eufrat a Tigris, byla domovem jednoho z nejstarSich
a nejvyznamnéjSich civiliza¢nich center svéta. Babylonsti obyvatelé byli nejen vynikajici
zemédé¢lci a architekti, ale také vynikali ve v€dé€ a matematice. Jejich matematické znalosti,
kter¢ se dochovaly diky hlinénym tabulkdm popsanym klinovym pismem, ukazuji
pokrocilou uroven vypoctl a teoretickych znalosti. Datovani historickych udalosti a vladct
v Babylonii neni zcela presné, presto je ziejmé, ze druha polovina obdobi po vilade kréle
Chammurabiho, ktera trvala zhruba od 1792 do 1750 pt. n. 1., pfedstavuje vrchol babylonské
kultury a védy. Chammurabi, zndmy svym zédkonikem, piispél k rozvoji spravy a organizace
spolecnosti, coz neptimo podpofilo irozvoj védeckych disciplin véetné matematiky. Historie
zabyvani se odmocnovanim sahd do davné minulosti a zahrnuje ptispévky né¢kolika
vyznamnych starovékych civilizaci. V Babylonii byly vyvinuty metody vypoctu odmocnin,

které mély praktické aplikace v geometrickych vypoctech a stavebnictvi.

Babylonsti matematici, na rozdil od nds, pouzivali Sedesatkovou soustavu. Diivodem pro
tuto volbu bylo ziejmé to, Ze ¢islo 60 je beze zbytku délitelné vSemi Cisly od dvou do Sesti,
a dale deseti, dvanacti, patnacti, dvaceti, tficeti a Sedesati. V Sedesatkové soustavé lze
nasobky a pfevracené hodnoty téchto deliteli snadno a ptesné zapsat. Navic je Cislo 60 pro
bézné pocitani dostatecné velké, coz usnadiiuje provadéni aritmetickych operaci v mnoha

ohledech. (Honzlovéa Exnerova, 2014)



Babylonsti matematici Casto ziistavaji anonymni, protoze své prace zaznamenavali na
hlinéné tabulky bez uvedeni autorstvi. Tyto tabulky, nalezené v oblasti Mezopotamie,
obsahuji rizné matematické a astronomické vypocty. Jedna z nejvyznamnéjsich je tabulka
Plimpton 322 (viz obr.8), kterd obsahuje seznam pythagorejskych trojic a doklada pokrocilé

znalosti babylonskych matematikii o pravouhlych trojahelnicich.

Obr.8: Tabulka Plimpton 322 (wikipedia)

Pravdépodobné prvnim algoritmem pouzitym k aproximaci odmocnin byla Babylonskad
metoda. Ackoliv se ndAm nedochovaly Zadné ptimé dikazy o tom, jak starovéci Babylonané
pfesné pocitali odmocniny, hlinéné tabulky z této doby ndm napovidaji, Ze v matematice

pouzivali vzorce podobné tém, které dnes zname jako souctové (rozdilové) druhych mocnin:

(a+b)? = a? =+ 2ab + b? a’?—b?>=(a—b)(a+b)

Tyto znalosti jim pravdépodobné slouzily jako zéklad pro vypocet odmocnin, 1 kdyz pfesny
postup s jistotou nezndme. Na hlinénych tabulkach z obdobi Babylofiani miZeme najit
ptiblizné hodnoty odmocnin. Dokézali vypocitadvat odmocniny Cisel s dostate¢nou ptesnosti
pro bézné pouZiti, a to i s relativn€ jednoduchymi ndstroji a technikami. Tyto hodnoty
odpovidaji maximalné tfem opakovanim metody, kterou pouZzivali k jejich vypoctu.
Aproximace V2 byla pouZivana jiz v dobé vlady Chammurabiho a je zaznamenina na
hlinéné tabulce YBC 7289 (viz obr.9). Tato tabulka ukazuje vztah mezi délkou strany

a délkou uhlopticky ctverce, a slouzila jako dilezity nastroj pro vypocty v té dobeg.



1245110
42 25 35

Obr.9: Tabulka YBC 7289 (Fowler, Robson, 1998, s. 367)

Pokud chceme vypocitat druhou odmocninu ptirozeného cisla A, které neni druhou
mocninou né&jakého prirozeného Cisla, tak si ¢islo A nejdiive vyjadrime vztahem
A=a®+b,
kde a, b jsou ptirozena Cisla a pro Cislo a plati
a? <A< (a+1)>

Potom miizeme odhadnout VA takto:

VA=+a?2+b< /a2+b+—

;(2“%) z(a:b”):i(a”)-

Cislo A vSsak mizeme vyjadfit rovnéz vztahem

A=a?—-b,

kde a, b jsou pfirozena ¢isla a pro Cislo a plati
(la—1))? <A < a?

Potom miizeme odhadnout VA takto:

_1(2 b)_l a2—b+ _1<A+ )
2 a al 2 a a " 2\a a)

Muzeme porovnat oba vzorce a vidime, ze jsme dosli ke stejnému vysledku.
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Pti uziti téchto vzorci ziskame pouze hrubou aproximaci. Ukdzeme si na ptikladu druhé

odmocniny ¢isel 2 a 3:
3

V2 =1+ i%(2+1)=— (chyba asi 6 %),

2

\/§=\/4—1i§(§+2)=1

& lw

(chyba asi 1 %).
(Becvar, Be¢varova, Vymazalova, 2003, s. 230-231)

2.2 Starovéka Indie

Kolem roku 500 n. 1. za¢ina obdobi zndmé jako klasicka éra indické matematiky. V této dobé
nevznikaly samostatné matematické texty, protoZze matematika byla Casto soucasti
astronomickych pojednani nazyvanych siddhanty. Tato kapitola poskytuje piehled
nejvyznamnéjsich autorti, od Aryabhaty I. po Narajanu, a jejich dél. Biografické informace
jsou Casto neuplné, protoze pochazeji predevSim ze zminek v dilech jinych autora. VétSina
téchto védcii se soustfedila primarné na astronomii nebo astrologii, pficemz matematika byla

zahrnuta pouze v nékterych ¢astech jejich praci (Sykorova, 2014)

Indicti matematici se zabyvali Sirokou Skalou matematickych oblasti, vCetné algebry,
geometrie a trigonometrie. Jejich mysleni se rozvijelo v izkém propojeni s nabozenstvim,
astronomii a filosofii. Védantska literatura, soubor nabozenskych textli, obsahuje zminky
o matematickych konceptech, jako jsou geometrické tvary a numerické systémy. Soucasti
je i text Satapatha Brahmana, kde se nachazi Pythagorova véta v geometrickém kontextu
(Sykorova, 2014). Matematici dosahli vyznamného pokroku v oblasti vypoctu odmocnin

a vyvinuli metody pro vypocet dalSich odmocnin libovolnych ¢isel, v€etné iraciondlnich.

Mezi nejvyznamnéj$i indické matematiky patiili Aryabhaty 1. (cca asi 476 az 550),
Brahmagupta (cca 598 az 670), Bhaskara II (cca 1114 az 1185) a Narajana (asi 1340 az
1400). Tito matematici zanechali rozsdhld dila, kterd zahrnuji ucebnice, pojednani
a komentafe k dfivéjSim textim. Jejich prace vyznamné piispély k rozvoji matematiky

a inspirovaly ucence v jinych ¢astech svéta.
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Vyznamna dila a jejich prinosy

Aryabhattya od Aryabhaty I. obsahuje vyznamné koncepty astronomie a geometrie, pravidla
pro aritmetické vypocCty a metody feSeni linedrnich a kvadratickych rovnic. Vyznamna je
metoda kuttaka pro teSeni neurcitych rovnic prvniho stupné. Geometricka cast se zamétuje

na vypocet obsahil geometrickych utvarti, véetné piesného vypoctu délky kruznice a obsahu

62832
20 000

kruhu. Hodnota  je zde uvedena jako m = = 3,141 6, coz je velmi piesny vysledek.

Toto dilo se stalo vyznamnym zdrojem inspirace pro mnoho pozd¢jSich autorti a ovlivnilo

vyvoj téchto védnich obori v Indii i v dalSich ¢astech svéta (Sykorova, 2014).

Dalsim dilem je Brahma-sphutasiddhanta od Brahmagupty, které je zndmé pro své
piispévky v algebie, aritmetice a geometrii. Brahmagupta se v aritmetice proslavil
zavedenim nuly jako plnohodnotné C¢islice, formulaci pravidel pro pocitani s nulou
a zapornymi Cisly, ¢imz oteviel cestu k novym oblastem matematického zkoumani.
V kapitole algebry se zabyva feSenim linearnich a kvadratickych rovnic, v€etné neurcitych

rovnic, a predstavuje inovativni metodu pro feSeni tzv. Pellovy rovnice (Sykorova, 2014).

Rukopis Bakhshalt (Bakhshali) je cenna sbirka matematickych textu asi ze 7. az 8. stoleti.
Kapitoly, které se vénuji vyhradné¢ matematice, jsou zaméieny pievazné na aritmetiku
a algebru. Obsahuje jak teoretické zéaklady, tak i praktické ukazky pro snazsi pochopeni.
Rukopis zahrnuje zakladni aritmetické operace jako sCitani, odc¢itani, nasobeni a déleni.
Nicméné postrada popis metod, jak se tyto operace skutecné provadély. Najdeme v ném
pouze formalni zépis vyraz(i a vysledky. Zaujme metoda pfiblizného vypoctu druhé
odmocniny, kterd je pfedvedena v mnoha ptikladech s pozoruhodnou ptesnosti. Navzdory
fragmentarnim dochovanym ¢astem rukopis, predstavuje cenny zdroj a doklada pokrocilou

urovenl matematického mysleni sttedovéké Indie (Sykorova, 2014).

Dila Bhaskary II. demonstruji rozvoj indické matematiky v obdobi po Brahmaguptovi
a zdlraziuji jeho pfinos pro algebru a numerické metody. Li/avatt se stala popularni
ucebnici matematiky v Indii 1 v dalSich ¢astech svéta. Je to komplexni ucebnice, ktera se
vénuje pravidlliim aritmetiky a pocitani se zlomky. Dale se zabyva zdkladnimi algebraickymi

postupy, nabizi rozsédhly soubor uloh o ftrocich, obchodnich problémech, variacich
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a kombinacich. Zamétuje se na pravidla pro soucet aritmetické a geometrické posloupnosti.
V poslednich kapitoldch ucebnice se Bhaskara vénuje planimetrii a obecné geometrii,
s dirazem na vypocet objemi. Zavérecna kapitola pak obsahuje Sirokou Skalu
kombinatorickych uloh. Dilo Bhaskary mélo zna¢ny vliv na vyvoj matematiky nejen v Indii.
Kniha Btjaganita (viz obr.10) popisuje zakladni algebraicka pravidla a operace se zdpornymi
Cisly, nulou a odmocninami. Dale se vénuje metodam celoCiselnych feSeni neurcitych
linearnich a kvadratickych rovnic. Nasledujici kapitoly se zabyvaji tlohami linedrnich
a kvadratickych rovnic s jednou nebo vice neznamymi, véetné geometrickych tiloh a diikazt
Pythagorovy véty. Zavér knihy tvoii kapitoly s llohami vedoucimi na urcité nebo neurcité
linearni rovnice s vice nezndmymi a s riznymi druhy kvadratickych rovnic (Sykorova,

2014).
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Obr.10: kniha Bijaganita (Sykorova, 2014)
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Mezi vyznamné stfedoveéké indické matematiky patii také Narayana, zndmy téz pod jménem
Narayana Pandit. Je autorem dvou vyznamnych dél: Ganita-kaumudi (viz obr.11), které se
zabyva aritmetikou a geometrii, a Bijaganitavatamsa, které pojednava o algebte. Narayana
byl vyrazné¢ ovlivnén dilem Bhaskary II., a pravdépodobné je 1 autorem
komentate Karmapradipika k ~ Bhaskarové praci Lilavati. 'V  dile Ganita-kaumudi se
Narayana zabyval pravidly pro provadéni aritmetickych operaci a vénoval se 1 ptibliznym
metodam vypoctu druhé odmocniny, zejména v kontextu feseni tzv. Pellovy rovnice. DalSim
jeho zajmem byly magické Cctverce, které zkoumal v souvislosti s aritmetickymi

posloupnostmi.
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Obr.11: kniha Ganita-kaumudi (Sykorova, 2014)
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2.3 Antické Recko

Recka matematika, predstavovana jmény jako Pythagoras, Euklid a Archimédés, pak tyto
znalosti dale rozvijela a formalizovala, ¢imz polozila zdklady pro moderni matematické
postupy. Antické Recko se pysni bohatou historii plnou vyznamnych osobnosti, které
zasvétily sviij Zivot matematice a matematickému vyzkumu. Recké matematiky uchvacovala
krasa a hloubka matematickych konceptl, at’ uz se jednalo o jejich praktické vyuziti
v bézném zivote, nebo o abstraktni teoretické principy. Na rozdil od svych piedchidci,
Babylofnani, ktefi se zamé&fovali na aritmetiku a poéitani s celo¢iselnymi zlomky, Rekové
posunuli hranice matematiky déale. Vyuzivali feckou abecedu k zapisu cCisel a zdokonalili
desitkovou soustavu, ¢imz usnadnili sloZit€js§i vypocty. Kromé toho se nebali

experimentovat i se Sedesatkovou soustavou, ktera se pozdéji stala zakladem pro méfeni thla

a ¢asu.

Jednim z revoluénich objevii Reki bylo zavedeni zlomki v libovolném poméru. Zatimco
Babylofiané znali pouze koneény pocet zlomkil, Rekové si uvédomili, Ze libovolné &islo 1ze
vyjadiit jako pomér dvou celych ¢isel. To vedlo k mnohem piesnéjSim a efektivnéjSim

vypoctim a otevielo cestu k dal§im matematickym konceptiim.

AntiCti matematici se také zabyvali problematikou odmocnin. V textech z t¢ doby nachazime
rizné metody pro vypocet a aproximaci druhych odmocnin, véetné dolnich a hornich
odhadt. Na rozdil od Babylotiand, ktefi se snaZili o nalezeni jediné pfesné hodnoty, Rekové
vnimali odmocninu jako interval mezi dvéma hodnotami. Pied zapocetim vypoctu
odmocniny si musel poctar uvédomit ocekavany fad vysledku. Naptiklad u c¢isel mezi 1
a 100 védel, ze odmocnina lezi mezi 1 a 10. U ¢isel mezi 100 a 10 000 se hledalo rozmezi

mezi 10 a 100 a podobné. (Honzlova Exnerova, 2014)

Jednim z nejvyznamngjsich objevil starovékého Recka v oblasti matematiky bylo pochopeni
iracionalnich ¢isel. Pochopeni Cisel, kterd nelze vyjadiit jako pomér dvou celych Cisel,
znamenal zlom v historii matematiky. Tato dfive nezndma oblast ¢isel vedla k revolucni
zméné v matematickém mysleni a oteviela cestu k rozvoji dalSich dileZitych konceptii. Prvni

eey

iraciondlni ¢isla Gdajné objevil Pythagoras, slavny fecky filozof a matematik, Zijici v 6.
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stoleti pt. n. 1. Pythagorova prace dala zaklady pro mnoho budoucich matematickych

a védeckych objevii a jeho odkaz je dodnes vniman.

Eukleidés (asi 300 pt. n. L) byl staroveky fecky matematik, ktery se proslavil svym dilem
Zaklady (Stoicheia). Toto dilo, sloZzené z tfinacti knih, systematicky a logicky strukturuje
geometrické poznatky a je zakladem pro studium tohoto oboru. Eukleidés formuloval pét
zakladnich postulata, které pouzil k dokazovani stovek geometrickych vét. Kromé geometrie
piispél 1 k teorii Cisel, kde zavedl pojem prvocisla a dokazal jejich nekone¢ny pocet. Jeho
metody a piistupy ovlivnily matematiku na vice nez dva tisice let a dodnes tvofi zaklad
matematického vzdélani. Celym dilem prostupuje metoda eukleidovskych konstrukci, ktera
umoziuje sestrojovat geometrické Gtvary pouze pomoci pravitka a kruzitka. Principy této
metody jsou jiz zformulovany v uvodnich postulatech Eukleidovych Zakladu (Becvéatrova,

2002).

Archimédés ze Syrakus (asi 287-212 pt.n.l.) byl fecky matematik, fyzik, filozof, vynalezce
a astronom. Je povazovan za jednoho z nejvyznamnéjSich védci starovéku a jednoho
z nejvetSich matematikti vSech dob. Archimédes se zaméfil na geometrické problémy,

napiiklad urceni plochy a objemu raznych téles. Ve svém dile O méreni kruhu odhadl
hodnotu ¢isla T mezi 3% a 3;—2 (Heath, 1897). Jeho prace na spiralach vedla k definici

Archimédovy spiraly, a jeho metodika k vypoctu plochy segmentu paraboly pfechazela
principy integralniho poctu. Ve fyzice jsou jeho nejvyznamnéjSimi objevy teorie
mechanické rovnovahy a princip paky ve statice, stejné jako Archimédiv zakon
v hydrostatice. Archimédés navrhl a sestrojil mnoho vyndlezl, véetné Snekového Cerpadla,
které bylo pouZito na nejvétsi lodi starovéku Syrakusia. Napsal pozoruhodnou sbirku
matematickych pojednani, které lze v podstaté rozdélit do tfi hlavnich skupin: (1) ¢ista
geometrie s méfenim kiivo¢arych rovin a pevnych téles, (2) systematické zkoumani
geometrické mechaniky a hydrostatiky a (3) riznorodé prace na témata jako metody

a aritmetika. (Calinger, West, Brown)

Héron z Alexandrie, byl dal§im vyznamnym antickym matematikem a inZenyrem, ktery Zil
v prvnim stoleti n. 1. Jeho prace zahrnovala rizné oblasti matematiky, fyziky a mechaniky.

Jednim z jeho vyznamnych pfispévki je metoda pro vypocet druhé odmocniny, ktera je Casto
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nazyvana Babylonskou metodou nebo také Heronova metoda. Dale pak Héroniiv vzorec,
ktery vyuziva odmocniny pro vypocet obsahu trojuhelniku a popisuje vztah mezi timto
obsahem S, obvodem trojuhelniku s a délkami jeho stran a,b ac. Vzorec je zaloZen na

poloving obvodu trojuhelniku s, definované jako:

_a+b+c
ST

Obsah trojuhelniku S pak miZzeme vypoéitat podle vzorce: S = \/ s(s—a)(s—=b)(s —c).
Tento vzorec miizeme pouzit pro vypocet obsahu libovolného trojuhelniku, pokud zname

délky vsech jeho stran.

cey

Klaudios Ptolemaios, Zijici v 1. a 2. stoleti n. L., nebyl jen slavnym astronomem a geografem,
ale také vyznamnym matematikem. Zformuloval n¢kolik ditlezitych vét, z nichZ nejzndmé;jsi
je Ptolemaiova véta. Jeho prace v trigonometrii a geometrii poloZila zaklady pro dalSirozvoj
téchto oblasti matematiky, stala se nepostradatelnou pro védce na staleti doptedu a jeho dilo

dodnes inspiruje a obohacuje tuto oblast matematiky.

Theon z Alexandrie (asi 335405 n.l.) byl vyznamny fecky matematik a komentator
antickych matematickych dél. Tlustroval vysvétleni Ptolemaiovy metody pro odmociovani
v $edesatkové soustavé. Ukolem je piiblizné najit druhou odmocninu z 4 500 (stupiit)
a pomoci geometrického obrazku (viz obr. 8) je zfejmy podstatny Eukleidiv zaklad celé

metody (Heath, 1897).

2.4 Metody a jejich vizualizace

Vizualizace v matematice hraje kli€ovou roli v pochopeni abstraktnich konceptli a vztaht.
Pomoci grafii, diagrami, geometrickych obrazci a animaci mizeme znazornovat
matematické objekty, problémy a procesy srozumitelnym a intuitivnim zptsobem. Volba
vhodné techniky zavisi na typu dat a cilové skuping. Vizualizace pfind$i mnoho benefitd,
jako je zlepSeni porozuméni nebo usnadnéni feSeni problémi. S rostouci dostupnosti
technologii se oteviraji nové moznosti pro tvorbu interaktivnich a dynamickych vizualizaci,

které posouvaji hranice matematického poznani a vzdélavani.
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2.4.1 Babylonska metoda

Babylonska metoda je také znama jako Heronova metoda. Héron Alexandrijsky byl fecky
matematik a inZenyr, ktery zil v prvnim stoleti naSeho letopoctu. Herontiv nejslavnéjsi text,
Metrika, ktery se dochoval az do dnesni doby, je jeho pojednani o méfeni ploch a objemii.
Babylonska metoda je iterativni algoritmus pro nalezeni aproximace druhé odmocniny. Tato
metoda byla zndma jiz starovékym Babylonanim, ktefi ji pouzivali k feSeni rGznych
matematickych problémi. Hérén z Alexandrie popsal podobny algoritmus ve svych dilech,

coz vedlo k tomu, Ze je n€kdy tato metoda piipisovana prave jemu.

Matematici z Mezopotamie pouzivali lepsi aproximaci, a to pomoci metody primeéru.
Ozna¢ime si prvni odhad VA jako
1/A

a; = 5 (E + a).

Vime, Ze je a; > VA. Toho vyuZijeme pii hledani druhého, piesngjsiho, odhadu a, ve tvaru
a, =a; — x.

Hledame takové malé kladné Cislo x, pro které plati

a,? = (a; — x)2.
Jestlize zanedbame x2, dostaneme

(a; —x)? = a,% — 2a,x = A.
Po vyjadieni x z tohoto vztahu dostaneme
a,’?—A
2a,

X =

a po dosazeni do prvotniho vyjadieni a, ziskdme

_+a1 .

alz—A_a12+A_1<A )
2a4 2a, 2\a

1

Pokud vime, Ze je a; > VA, pak plati: a; > a, > VA.

Abychom dostali jesté pfesnéjsi aproximaci, mohli bychom pouzit odhad a; = % (ai + az).
2

Stejné jako vyse bychom dokazali, Ze plati: a; > a, > a; > VA.
Takto bychom mohli pouZivat aproximaci libovolné dlouho a tim ziskat ptesné;j$i hodnotu,

a to pomoci vztahu:
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1/ A
an ZE( +an—1)

an—1
(Becvar, Becvarova, Vymazalova, 2003, s. 230-231)

Neboli, zkraceny princip metody:

Babylonska metoda je iterativni algoritmus pro vypocet druhé odmocniny libovolného

kladného ¢isla. Vychazi z nasledujiciho principu:

1. Zvolte pocatecni aproximaci a,.

A

2. Iterativné zlepSujte aproximaci pomoci vztahu a, = %( + an_l), kde A je ¢islo,

an-1

jehoZz odmocninu chceme najit, a a,, je n-ta aproximace.

Postup:

1. Pocateéni hodnota: Zvolte pocatecni hodnotu a, ktera je prvnim odhadem

odmocniny A. Obvykle se voli a, = %nebo jiny vhodny odhad.

2. Iterace: Pouzijte vySe uvedeny vztah pro iterativni zlepSovani aproximace. Proces
opakujte, dokud se rozdil mezi po sobé jdoucimi aproximacemi nestane dostatecné
maly.

3. Koneény vysledek: Kdyz se rozdil mezi a, a a,, stane zanedbatelnym, a ,,,; je

piiblizna hodnota druhé odmocniny A.

Priklad 1.1 Pomoci odvozeného vzorce a,, = %(aA + an_l) spocitej hodnotu /2.
n—1
Reseni:
aO = 1
—1(2+1)—3—15
I A UL A R
= 1(4+3)— ! 1418
=372/ T 27"
1 (24 + 17) _377 1,4142156
“=2\17712) T408 ™ "
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2.4.2 Indicka metoda

Indicka metoda vypoc¢tu druhé odmocniny je matematicky postup, ktery ma své koteny ve
staroveke Indii. Je elegantni, efektivni a svédci o pokrocilé urovni matematiky. I kdyz se na
prvni pohled miize zdat slozita, jeji stru¢né shrnuti ukazuje hloubku matematické¢ho mysleni

v té dobg, predevsim v dile Aryabhatiya, napsané Aryabhatou v 5. stoleti n. 1.

V této metodé se druha odmocnina nazyva miila nebo pada, coz znamena spodek, zaklad
nebo pfic¢ina. Indové terminem varga-mu Ta (druha odmocnina) oznacovali pricina Ci piivod

druhé mocniny nebo geometricky stranu uvazovaného ctverce.

Postup vypoctu zahrnuje rozdéleni Cislic daného Cisla na liché (varga) a sudé (avarga)
pozice, pricemz se rozd€luje zprava doleva, a jednotky jsou vzdy na liché pozici. Vypocet
formuloval Aryabhata néasledovné: Vidy je treba vydélit cislo avarga (sudd pozice)
dvojnasobkem (druhé) odmocniny predchoziho cisla varga (lichd pozice). Po odecteni druhé
mocniny (podilu) od varga (lichd pozice), bude tento podil zapsany na jinéem misté davat

koren (Clark, 1930).

O druhé odmocning se téZz zmitiovali i dal§i Indiéti matematici jako Mahavira, Sridhara
a Stipati. Formulace Bhaskary II. je nasledujici: Odecteme od posledni liché cislice nejvétsi
druhou mocninu, zdvojnasobime jeho odmocninu;, a timto dvojndsobkem vydélime
nasledujici sudou cislici, a odecteme druhou odmocninu podilu od dalsi liché cislice,
zaznamendame dvojnasobek podilu na radek [spolu s predchozim dvojnasobkem]. Vydélime
[Cislem zaznamenanym na radku] dalst sudou cislici, a odecteme druhou odmocninu podilu
od nasledujici liché cislice, a poznamename si dvojnasobek podilu na radek. Opakujeme
tento postup [dokud nebudou vSechny cislice vycerpané.] Polovina [Cisla zaznamenaného

na radku] je vyslednou odmocninou.

Postup pro vypocet si ukdZeme na nasledujicim piikladu (viz tab.1)

V88 209 = 297
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— - ZapiSeme ¢islo, ozna¢ime suda (—) a lichd (|)

|
8 8 2 0 9 mista:
- j g 20 9 1. Od posledniho lichého mista (8) odecteme ctverec
4 (4), zustane 48 209. Zdvojndasobime odmocninu
- 36 (2) a vydelime touto cislici (4) nasledujici sudou
122009 cislici 48, podil je devét [vyssi nelze vzit, protoze
- 81 odmocnina predchozi ¢islice by byla vétsi nez 2],
1 8 4 1 0 9
5 g zbytek je 12 209
1 4 2. Od lichého mista (se zbytkem) 122, odecteme
> 9 4 ctverec podilu 9 (81), zistane 4 109. Dvojnasobek
Tab.1: Vizualizace indick¢é metody podilu (18) je treba zaznamenat na radek spolu s

predchozim dvojnasobnym cislem (4), tedy 58.

3. Timto (58) vydeélime sudé misto 410, podil je 7
a zbytek 4; k této liché cislici (7) odpovida ctverec
podilu 49 bez zbytku. Dvojnasobek podilu (14) je

treba zaznamenat na radek, coz dava 594

Polovina z toho je hledana odmocnina:

594:2 = 297 (Colebrooke, 1817).

V nékterych situacich se algoritmus mtze ukdzat jako nespolehlivy. To se stava, kdyz je
zbytek po dé€leni prilis maly a vysledek po odecteni miize byt zaporny (viz tab.2). V takovych
ptipadech je nutné vypocet opakovat s menSim podilem a vétSim zbytkem (viz tab.3). Tento

problém se objevuje napiiklad pti vypoctu

V61504 = 248.

e 2 1
6 1 5 0 4 1
- 4 1 5
2 - 25
4 Tab.2: Selhén algoritmu
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Zapiseme Cislo, oznacime suda (-) a licha (|)
mista, pak odecti od posledniho lichého mista

nejvétsi  ctverec [6—22 =12]

dvojnasobek jeho korene na linku [2 -2 =

4] , wvydél dalsi sudé misto timto

zapis

[21:4 =5 (zb.5)]; cislo 21 se nahradilo
zbytkem déleni 1, pfipojila se Cislice na dalsi
liché misto; odecti ctverec podilu od dalsiho

licheho mista

Rozdil je zaporny, podil 5 byl pfili§ velky, proto je potieba se vratit k déleni a uvazovat

21: 4 = 4 (zb.5)

|
6 1 5 0 4
- 4
2
4
2 1
5
5 5
- 1 6
3 9
48
3 9 0
6
6 4
- 6 4
0
496

Tab.3: Selhani algoritmu

Ctverec podilu od dalsiho lichého mista [64 —

[2-8 =16]

ZapiSeme ¢islo, ozna¢ime suda (-) a licha (|)
mista, pak odecti od posledniho lichého mista
Ctverec [6—2%2=12] ,

nejvetsi zapis

dvojnasobek  jeho  korene na linku
[2-2=4], vdél dalsi sude misto timto
[21:4 = 4 (zb.5)]; cislo 21 se nahradilo
zbytkem déleni 5, pripojila se Cislice na dalsi
liché misto; odecti ctverec podilu od dalsiho
lichého mista [55— 4% = 39] zapis
dvojnasobek podilu na linku [2-4 = 8],
dokoncCeno prvni kolo operaci; vydél dalsi
sudé misto timto [390: 48 = 8 (zb.6)] ;
Cislo 390 se nahradilo zbytkem déleni 6,

pripojila se Cislice na dalsi liché misto; odecti

82 = 0], zapis dvojnasobek podilu na linku
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Hledana odmocnina byla zjisténa jako polovina Cisla, které se nachézelo na posledni lince

ve vypoctu:

496:2 = 248
(Sykorova, 2014, s. 135).

2.4.3 Odmocnovani podle Ptolemaia
Hlavni mySlenka je ¢isté geometricka a vyuziva zndmého vztahu
(a+x)? =a?+ 2ax + x>.

Tento vztah uvadi, ze obsah ¢tverce s délkou strany a + x se rovna souctu obsaht ¢tverce
se stranou a, ¢tverce se stranou x a dvou obdélnikl, kazdy srozméry stran a a x.

(viz obr.12)

a X
a a? a-x
X a-x x?

Obr.12: Ctverec o strané a + x

Pokud je A ¢islo, jehoZ druhou odmocninu potiebujeme zjistit, je nezbytné pouzit vztah
(a +x)? =a’?+ 2ax + x? a nalézt x tak, aby 2ax + x2 bylo o né&co mensi nez zbytek
A — a?. Oznatime a jako prvni ¢len nebo hodnotu odmocniny a x jako dalsi ¢len nebo
hodnotu, kterou je tfeba najit. Pokusem by se tedy snadno nasla nejvyssi mozna hodnota x
splfiujici podminku. Pokud by tato hodnota byla b, muselo by se od prvniho zbytku A — a?
odegist dal§i mnozstvi 2ab + b? a od druhého zbytku by tedy musel byt odvozen tieti ¢len

nebo oznaceni druhé odmocniny, a tak dale.
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Ptolemaia nejprve zjistil celoCiselnou ¢ast odmocniny z v4 500 jako 67. Nyni se
672 = 4 489, takze zbytek je 11. Pfedpokladejme, Ze zbytek odmocniny je vyjadien pomoci

obvyklych sedesatkovych zlomkd, a Ze mizeme proto dosadit

— 2 - XY
V4500 = V672 +11 =67 + -+ =,

kde x, y je tfeba jesté nalézt.

2:6
6

y 1w Ly 267X . < “r o 1 < “r
Takze x musi byt takove, Ze ;e 0 néco mensi nez 11, nebo x musi byt o néco mensi nez

11-60 330 .., L ewr . A L .
Ser nebo ;> C0Z je zaroven Vetsi nez 4. Po zkouSce se ukaze, ze 4 spliiuje podminky

2
problému, totiz Ze (67 + %) musi byt mensi nez 4 500, takze zlstane zbytek, pomoci

kterého lze nalézt y.

K urceni hodnoty y vyuzijeme rozdil

4\? 2:67-4 /4\? 2:67-4 /42
\/4500—(67+@> —4500—4489——60 —(%) 1——60 —(%)

_11:60%2—2-67-4-60—16 7424
N 602 602

7 424 “ .
0z nebo ze 8048y je

Predpokladame, 7e 2 (67 + ) - 2 se pfiblizuje hodnoté zlomku

piiblizné rovno 7 424 - 60.

Proto je y ptiblizn€ rovno 55. Po dosazeni y do ptivodniho vztahu zjistime, Ze

4 55
V4500 = 67+%+w,
coz ve stupnich a minutach odpovida
67°4'55".

32



Abychom ukézali silu této metody odmocnovani pomoci Sedesatkovych zlomku, staci

. . ., 103 | 55 | 23 . o .
zminit, ze Ptolemaios uvadi o T T jako aproximaci k v/3. Tento zlomek odpovida

hodnoté 1,732 050 9 v bézné desitkove soustave, a je tedy spravny na 6 desetinnych mist
(Heath, 1897).

V4 500

670 4/ 55”
©
ee}

O
o
288’ 16"
3688"40"

Obr.13: Vypocet v Sedesatkové soustave.

2.4.4 Ruéni metoda vypoctu odmocniny

V této kapitole se ponoiime do svéta Cisel a nauc¢ime se starou metodu pro vypocet druhé
odmocniny z libovolného c¢isla. Druhou odmocninu zvladneme spocitat jen s tuzkou
a papirem. Tato metoda se diive bézné ucila na zédkladnich skolach po boku sCitani, nasobeni
a deleni. I kdyz dnes uZ ji bézn€ nepouzivame, ma stale své kouzlo a mize nam poslouzit
pro rychly a snadny odhad odmocniny. Piedstavuje systematicky zptsob, jak ziskat kazdou
cifru vysledku odmocniny. Dnes se ru¢ni vypocet odmocniny vyucuje spiSe okrajové nebo
je zminén jako historickd zajimavost, jak si lidé dokézali poradit s komplexnimi vypocty
jesté pred nastupem kalkulacek a pocitacl. Nize si ukédzeme, jak metoda funguje krok za
krokem obecné, a poté si spo¢itdime odmocninu s presnosti na dvé desetinna mista. Cela

metoda vychazi ze zndimého vztahu: (a + b)? = a® + 2ab + b2.

33



Obecny postup:

1. Rozdélime ¢islo A na dvojice cifer od desetinné ¢arky vlevo i vpravo.

2. Najdeme nejvétsi celé Cislo a, jehoz druha mocnina je mensi nebo rovna prvni
dvojici vlevo.

3. ZapiSeme mezivysledek a provedeme prvni odecteni (od prvni cifry / dvojice cifer
odedteme a?).

4. SepiSeme zbytek a opiSeme dalS$i dvojici odmociovaného ¢isla, ¢imz vznikne
z. Opsanim dals$i dvojice se posouvdme o jedno desetinné misto, a tedy a se stava
10krat vétsim. Zapiseme si dvojnasobek naseho mezivysledku 2a (tedy 20).

5. Dalsi cifru odmocniny najdeme jako maximalni x spliujici (a + x)? < A,

(coz upravime na tvar 2ax + x? < z) a nazveme ji b.

6. Vysledné b zapiseme do mezivysledku, ¢imz dostaneme odmocninu ve tvaru ab.
(zde ab neni soucin, ale dvojciferné cislo s prvni cifrou a a druhou cifrou b).
Veli¢inu 2ax + x? odetteme od aktudlniho zbytku z. Vyjde novy zbytek, ke
kterému sepiSeme dal$i dvojici. Tim se posouvame o dalsi desetinné misto, ¢imz se
ab stava 10krat vetsi.

7. Opét si zapiSeme dvojndsobek stavajictho mezivysledku 2ab a hledame nejvétsi
mozné y spliiujici rovnici 2aby + y? < novému zbytku.

8. Takto pokracujeme, dokud nevypocitame odmocninu na pozadovany pocet

desetinnych mist.

Poznamka ke vzoreci:

Podstata odmocniny: Odmocnina 4 se postupné odhaduje jako ¢islo (a + b), kde a je jiz
vypocitana ¢ast a b je ¢ast, kterou hledame.

Druha mocnina &isla: Druha mocnina (a + b) se rozklada podle vzorce (a + b)? = a? +
+2ab + b?. Piedpokladame, Ze a je dosavadni vysledek, a b je maly piirtistek, ktery
hledame.

Zjednoduseni vypoétu: Hodnotu b hledame tak, aby zbytek po odecteni a? byl co nejblize
nule. To znamend, Ze chceme, aby 2a - b + b? bylo mensi nebo rovno zbytku. ProtoZe b? je

malé, zanedbame ho v odhadu.
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Metodu si ukazeme piimo na konkrétnim ptikladu 4/ 152,41 (viz obr.14). V ptikladu bude
postupovat bez desetinné¢ carky stim, Ze ji doplnime po vypocitani odmocniny na

pozadovany pocet desetinnych mist.

1. Cislo pod odmocninou rozdélime na dvojice cifer:
1 52, 41
2. Najdeme nejvetsi celé Cislo a, jehoz druhd mocnina je mensi nebo rovna 1. Vime, Ze
12 = 1 < 1, a tak si mlizeme zapsat, ze a = 1.

3. ZapiSeme spocitané a = 1 do mezivysledku a odeéteme a? od prvni cifry.

15241+ =1
-1

0

4. OpiSeme dalsi dvojici a zapiSeme si dvojndsobek naseho mezivysledku (ktery se

v disledku posunuti desetinného mista stal 10, coZ znamena 2 - 10 = 20)

152,41+ =1
-1

0 52

5. Druhou cifru odmocniny najdeme jako maximalni x spliujici (10 + x)? < 152,
(coz upravime na tvar 20x + x? < 52)atedy x = 2.

152 41+ =12
-1

0 52 222

6. NapiSeme 2 do mezivysledku a 20 - 2 + 22 odecteme od predeslého zbytku, tj. od
52. Tim ziskame novy zbytek, 8. K nému sepiSeme dal$i dvojici odmocnovaného
Cisla, tedy 41. Dostaneme tak 841. Sepsanim dalsi dvojice se posouvame o dalsi

desetinné misto, ¢imz se 12 stava 10krat vétsi.
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152 41+ =12

-1

0 52 222
—44

841

Opét si zapiSeme dvojnasobek stavajiciho mezivysledku 2ab = 240 a hledame
nejvétsi mozné y splitujici rovnici 240y + y? < 841, tj. 3, které si oznacime jako c.
. Napiseme 3 do mezivysledku a 240 - 3 + 32 ode¢teme od piedeslého zbytku, tj. od
841. Tim ziskdme novy zbytek, 112. K nému sepiSeme dalsi dvojici odmocnovaného
Cisla, tedy 00. Dostaneme tak 11 200. Sepsanim dalsi dvojice se posouvame o dalsi

desetinné misto, ¢imz se 123 stava 10krat vétsi.

152 41+ = 12,3

-1
0 52 222
—44
841 243-3
—729
11200

Opét si zapiSeme dvojndsobek stavajiciho mezivysledku 2abc = 2460 a hledame
nejvétsi mozné u spliujici rovnici 2460u + u? < 11 200, tj.4, které si oznacime

jako d.

152 41+ = 12,34

-1
0 52 22+2
—44
841 243+ 3
—-729
11200 2464 -4
—-9856
1344
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10. Dosahli jsme pozadovaného poctu desetinnych mist, a vysledek je 12,34.

Odmocninu jsme vypocitali s pfesnosti na dvé desetinnd mista. Nerovnosti jsou ¢im dal

slozitéjsi, coz je nevhodné pro vypocet vétsiho poctu cifer. Dokézali jsme pisemné urcit

v v

je uziteény pro ilustraci principu odmocnovani. Pro vétsi presnost je tieba pokracovat ve

stejném vzoru.

J1 52,41 = 12,34

—1
0 52 222
— 44
8 41 243 -3
~ 729
11200 2464 - 4
— 9856
1344

Obr.14: Ruéni vypocet odmocniny

Metoda stale nachazi uplatnéni ve Skolni vyuce jako ilustrativni ptiklad toho, jak byli lidé
schopni fesit slozité vypocetni problémy pied érou modernich technologii, jako jsou
kalkulacky a pocitace. Slouzi jako dilezitd ukazka historického vyvoje matematickych

postuptl a dovednosti.
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3 Odmocniny ve vyuce

oy ee

zakladni Skole. Jejich pochopeni je klicové pro zvladnuti Siroké Skaly matematickych témat, od
algebry a geometric az po statistiku. Ucebnice matematiky hraji dilezitou roli pfi vyuce
odmocnin a jejich aplikace. V této kapitole se zaméefime na obsah a didakticky pfistup k vyuce

odmocnin na zékladnich a stiednich $kolach v Ceské republice.

3.1 Zakladni Skoly

V ucebnicich matematiky pro zékladni Skoly se odmocniny obvykle zavadéji v 7. ro¢niku.
Zakladni koncept odmocniny je prezentovan jako operace opacna neboli inverzni
k umoctiovani. Zaci se seznamuji s druhou odmocninou a s jejimi vlastnostmi, jako je
Pythagorova véta a vy€islovani odmocnin celych ¢isel. Podle ramcového vzdélavaciho
programu (RVP) Zak umi pracovat v oboru celych a raciondlnich ¢isel, kde pouziva ve
vypoctech druhou mocninu 1 odmocninu. Ucebnice obvykle obsahuji pestrou skalu prikladt

a uloh pro procviceni pochopeni odmocnin a jejich pouziti v praxi.

Utebnice matematiky od Oldficha Odvarka, ¢asto pouZivané na zékladnich skolach v Ceské
republice, vysvétluji odmocniny pomoci praktickych piikladi, tabulek a diagrami. Texty jsou
formulovany jednoduse a piehledné, aby byly srozumitelné pro zaky druhého stupné zakladni
Skoly. Odvarko v téchto ucebnicich klade diraz na spojeni matematiky s béznym Zivotem
a ukazuje vyuziti vypoctl odmocnin v praxi. Typicky se za¢ind s popisem zakladnich principt
druhé odmocniny a pokracuje ptiklady zaméfenymi na realné situace, jako jsou vypocty délek,
obsahti a dalSich geometrickych veli¢in. Souc¢asti vyuky je také postupné budovani numerické
intuice, napiiklad feSenim uloh na odhady odmocnin a praktickym procvicovanim
algoritmického vypoctu odmocnin. Tyto pfistupy pomahaji zakiim nejen pochopit danou latku,

ale také ji smysluplné aplikovat.

Ucebnice matematiky od Vividbooks jsou navrzeny tak, aby reflektovaly moderni trendy ve
vzdélavani. Klicovym cilem je rozvoj logického a kritického mysSleni zaki, schopnosti fesit
problémy a upevnéni zdkladnich dovednosti prostiednictvim dlrazu na systematické
opakovani. Zaci si buduji pevné zaklady, na kterych postupné stavi dalsi irovné. Hlavni slozkou
téchto ucebnic je pracovni sesit, ve kterém zaci piimo fesi zadané ukoly a praktické ptiklady.
Tento sesit plni nejen roli nastroje k procvicovani, ale také funguje jako osnova vyuky, kolem

niz je vystavéna celd koncepce pfedmétu. Ucebni texty, které jsou soucasti tohoto systému,
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shrnuji kli¢ové informace k probirané latce, pficemz Zaci si tyto poznatky casto osvojuji
postupnym feSenim uloh obsazenych pravé v pracovnim seSité. Pro ovéfeni pochopeni
a upevnéni ziskanych védomosti nabizi Vividbooks ptfipravené testy. Ty lze bud’ vytisknout,
nebo zadat k vyplnéni v interaktivni podobg, coz ptispiva k vétsi flexibilité v procesu hodnoceni
a k individualizaci pfistupu k zakim. Tento komplexni a strukturovany pfistup umoziuje

zaktim nejen zvladnout potfebnou latku, ale takeé si ji Iépe osvojit a propojit s redlnym vyuzitim.

VétsSina uciteld na zakladnich Skolach si vytvari vlastni ucebni materialy, které nasledné
poskytuji Zadklim béhem vyuky. Tento krok vznikd z potteby ptizpusobit vyuku konkrétnim
potfebam tfidy a zakl, protoZze jednotné a univerzalni ucebnice Casto neodpovidaji vSem
vyukovym podminkam. U¢itelé tedy Cerpaji inspiraci z riiznych zdroji, jako jsou internetové
portaly, odborné vzd€lavaci publikace, ale také jejich vlastni zkuSenosti ziskané dlouholetou
praxi. Mnozi pouzivaji osvédcené metody a materialy, které si osvojili v pribéhu let, ¢asto

1 v ptipad€ matematiky a vyuky konceptl jako je druha odmocnina.

Je také dulezité zdlraznit, ze klasické ucebnice jsou ve vyuce na zékladnich Skolach vyuzivany
jen minimaln€. VétSina zaka pracuje predevsim s pracovnimi seSity, které jsou strukturovany
tak, aby usnadnily procvicovani a aplikaci nabytych znalosti. Pracovni seSity umoziuji cilené
procvi¢ovani dovednosti, Casto obsahuji ukoly riiznych obtiznosti a poskytuji dostatek prostoru
pro individualni pfistup ucitele k zakiim. Tento trend ukazuje na posun od tradini prace

s ucebnicemi smérem k modernéjSim a interaktivn€jsim formam vzdélavani.

Nyni se podivame, jak mohou byt odmocniny na zakladnich Skolach vyuCovéany. V praxi se
muzeme setkat se situaci, kdy zndme plochu Ctverce a potiebujeme zjistit délku jeho strany.

V tomto piipadé se obracime k opacné operaci, nez je druhd mocnina, kterd ndm umoziuje
Druh&a mocnina

X2

N
-

délky stran étvercl obsahy &tvercl

Obr.15: Druha mocnina (Krynicky, 2010)



spocitat plochu z délky strany. Tato operace se nazyva druha odmocnina a znaci se symbolem

vx. Odmocnina nidm ,;rusi* efekt mocniny a vraci nds zpét k ptivodni hodnoté, ze které byla

mocnina vypoc¢itana (Krynicky, 2010)

Druha odmocnina

Jx

\ & 7
]

délky stran &tvercl obsahy Ctvercl

Obr.16: Druha odmocnina (Krynicky, 2010)

Seznameni s definici odmocniny piedstavuje klicovy krok v matematickém vzdélavani zakd.
Definice odmocniny jim déava hlubsi pochopeni principu, jakym odmocniny funguji,
a umoznuje jim je vnimat nejen jako mechanicky vypocet, ale i jako logicky matematicky
nastroj. Jakmile si zaci osvoji zékladni koncept odmocniny, otevira se jim cesta k Siroké skale

praktickych aplikaci a feSeni rozmanitych uloh.

Piiklad 1.2 Pokud chceme ovéfit, zda existuje druha odmocnina ze dvou 2, musim najit takovy

ctverec, ktery ma obsah 2. Mame dva ctverce, kazdy se stranou 1 dm. Jaky budou mit

dohromady obsah?

1
dm 1 dm

1 dm 1 dm

Obr.17: Obsahy ctverct (Krynicky, 2010)
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Obsah jednoho é&tverce je 1 dm?, pak je tedy soucet 2 dm?.
Priklad 1.3 Z piedchoziho piikladu vytvor jeden ¢tverec tak, aby mél obsah 2 dm?.

Mame dva Ctverce. Pokud je rozstfihneme kazdy po thlopficce a ze vzniklych ¢ty dilti slozime
novy ¢tverec, jeho obsah bude roven souctu obsahti pivodnich dvou ¢étvercii. Jinymi slovy,

novy ¢tverec bude mit dvakrat vétsi obsah nez jeden z plivodnich ¢tverci, jelikoz jeho strana

bude tvofena thlopiitkou ptivodniho étverce, kterd je v/2.

Obr.18: Ctverec se stranou v2 (Krynicky, 2010)

Na zakladni skole se Zaci seznamuji s konceptem odmocniny a uci se je pocitat s vyuzitim
riznych metod, vcetné aproximace bez kalkulacky. Tyto metody pomahaji zakiim rozvijet
intuitivni pochopeni odmocnin. Vzhledem k tomu, ze ne vSechny odmocniny se daji vyjadfit
jako zlomky nebo celymi Cisly, je dilezité, aby zaci zvladli i metody pro vypocet jejich
ptibliznych hodnot.

3.1.1 Metody vypoctu pribliZznych hodnot odmocnin bez kalkula¢ky

V této casti se zaméfime na metody vypoctu pribliznych hodnot odmocnin bez pouziti
kalkulacky. Tyto metody hraji dileZitou roli v numerické matematice a slouzi k pochopeni

principu odmocnovani.
3.1.1.1 Rozklad na Cinitele

Tato metoda spocivé v rozloZeni zadaného ¢isla na soucin prvocisel. Poté se odmocnina pocita

jako soucin odmocnin z jednotlivych prvocisel.
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Priklad 1.4

V36 =+/22-33=2-3=6

3.1.1.2 Caste¢né odmocnéni

Tato metoda rozdéluje odmocninu na soucin vice mensich odmocnin.

Priklad 1.5

V18 =492 =942 =32

3.1.1.3 Metoda odhadem (piileni) intervalu

Tato metoda je zaloZzena na postupném zmensovani intervalu, ve kterém se hleda odmocnina.

Pomoci odhadl a porovndvani hodnot se interval zmensuje, dokud se nedosahne pozadované

piesnosti.

Postup je nasledovny:

Pocatecni interval — nejdiive urCime pocatecni interval, ktery obsahuje hledanou
odmocninu.
Prvni odhad — vypocitame prvotni odhad odmocniny, naptiklad jako stfed intervalu
a ozna¢ime ho jako x.
Hodnoceni polohy odhadu — porovname hodnotu odmocniny v odhadovaném bod¢ x,,
s hledanou hodnotou S. Zjistime, zda je x, pfilis velké nebo pftili§ malé.
ZmenSeni intervalu — na zaklad¢ hodnoceni zvolime novy interval tak, aby obsahoval
odmocninu.

a. Pokud je x, pftili§ velké, zvolime novy interval vlevo od x,,

b. Pokud je x, ptili§ malé, zvolime novy interval vpravo od x,,

c. Pokracujeme dale tak, Ze postupné zmensujeme interval kolem odhadu.
Opakovani — opakujeme 2. az 4. krok, dokud se interval nezmensi na poZadovanou

piesnost.

Priklad 1.6 Vypocitame piibliznou hodnotu V10 s pfesnosti na dvé desetinna mista.

1.

Pocatecni interval: (2; 4)

244

2. Prvni odhad: x, = - = 3
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3. Hodnoceni polohy odhadu: V3 = 1,73, V10 = 3,16, odhad je mensi nez hledana
hodnota.

4. ZmenSeni intervalu: novy interval (3;4)

(3+4)

5. Opakovani: x, = =3,5, /3,5 ~ 1,87, V10 ~ 3,16, odhad je stale mensi nez

hledana hodnota. Novy interval (3,5; 4)

Po opakovani 2. az 5. kroku s poZadovanou ptesnosti ziskdme ptibliznou hodnotu v10 = 3,16.

Metody pro vypocet ptibliznych hodnot odmocnin bez kalkulacky jsou dilezitym nastrojem
pro rozvoj numerickych dovednosti a pochopeni principu odmocnovani. Vhodné se daji vyuzit
na zakladnich a stfednich Skolach pro hruby odhad odmocniny. U¢i pracovat s iracionalnimi

¢isly a odhadovat jejich hodnoty. Pro pfesné vypocty je vSak nutné pouzivat kalkulacku.

Ptedstavte si interval na ¢iselné ose (viz obr.19), ktery obsahuje hledanou odmocninu (pro nas
podle obrazku koten «). Prvnim krokem je odhad odmocniny, naptiklad stfedem intervalu.
Porovnanim hodnoty odmocniny v tomto bod¢ s hledanou hodnotou zjistime, zda je odhad piilis
velky nebo prili§ maly. Na zaklad¢ tohoto hodnoceni se interval zmensi tak, aby obsahoval

odmocninu. Tento proces se opakuje, dokud se interval nezmensi na pozadovanou presnost.

Obr.19: Metoda puleni intervalu (Vanova, 2013)

(Vanova, 2013)
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3.2 Stredni Skoly

Na stfednich Skoldch se vyuka odmocnin déle rozsifuje a prohlubuje. Zaci se seznamuji
s pokrocilejsimi matematickymi koncepty, jako jsou komplexni ¢isla, iracionalni ¢isla
a odmocniny vyssich stupiii. Duraz je kladen na pochopeni vzajemného vztahu mezi

mocninami a odmocninami, a na aplikaci jejich pravidel pro vypocet.

Podle Ramcového vzdélavaciho programu (RVP) se od zakd ocekava, ze zvladnou praci
s matematickymi operacemi a vyrazy, které obsahuji mocniny a odmocniny. Ucebnice
matematiky pro stfedni Skoly se zaméfuji nejen na nau€eni vypoctovych technik, ale také na
pochopeni principtli, které stoji za témito postupy. Tato latka se Casto propojuje s fyzikou

a informatikou, kde jsou odmocniny prakticky vyuzivany.

Vyuka obvykle zacind definici odmocniny, ktera tika, Zze: "Ke kazZdému nezapornému
¢islu a existuje pro kazdé dané prirozené cislo n pravé jedno nezaporné cislo b takove, ze
b™ = a" (Polak, str. 89). Nasledn¢ se probiraji zakladni vlastnosti odmocnin a Zaci se uci, jak

s nimi provadét rizné matematické operace.

Jednim z dilezitych témat je zjednoduSovéani vyrazi s odmocninami. K odmociiovani se
vyuziva, stejné tak jako na zékladnich skolach, metody ¢astecného odmociiovani nebo metody
odhadu. Ucebnice poskytuji fadu piikladl, jak vytknout cinitele pfed odmocninu a jak
zjednodusit zlomky, jejichz jmenovatel obsahuje odmocninu (tzv. usmérnovani zlomki).
Usmeérnovani zlomki je matematicky postup, pii kterém se upravuji zlomky tak, aby v jejich
jmenovateli nebyl iracionalni nebo sloZzeny vyraz. Tento proces zjednodusuje praci s danym

zlomkem, protoZe umoziuje snazsi porovnavani, s¢itani, od¢itani a ndsobeni zlomkii.
Priklad 1.7 Usmérnovani zlomki (pfiblizné uréeni soucinu je snazsi nez urceni podilu):

6 _ . -
* 5= 6:1,414 = 4,243

6 VZ_6Z _ a5 .n. N
5= =3vV2=3-1,414 = 4,242

Zlomky s odmocninami v jmenovateli se usmérnuji tak, Ze jmenovatel i Citatel zlomku
vyndsobime vhodnym vyrazem, ktery odstrani odmocninu z jmenovatele. Timto zpiisobem se

zlomky stavaji jednodussimi pro dal$i matematické operace. (Polak, 2016)
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Nékdy Ize upravit ke s¢itani odmocniny, které maji stejné odmocnitele, ale rizné zéklady, coz

nelze je secist ptimo.

Piiklad 1.8 Caste¢né odmocni, pokud plati, Ze x,y > 0:
a) /32x3y = \/(4x)22xy = 4x,[2xy
b) V8+V18=+22-2++32-2=2V2+3V2=5V2
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Zaveér

Hlavnim cilem této bakalafské prace bylo komplexni zkoumani odmocnin v matematice
z historického, matematického a didaktického hlediska. V ramci této prace jsem se soustfedila
na analyzu riznych metod vypoc¢tu odmocnin, jejich historicky vyvoj a zptisob, jakym byly
a jsou tyto metody zavadény do vyuky matematiky v riiznych ucebnicich vzdélavaciho systému.
Cilem bylo nejen popsat zdkladni principy odmocnovani, ale také zhodnotit, jak se jejich vyuka

vyvijela v prib&hu historie a jaké vyzvy piinasi jejich vyuka v soucasné didaktice matematiky.

Vétim, ze se mi podafilo pfinést do této oblasti cenny pfinos a splnit vSechny stanovené cile.
Zamétila jsem se na historicky vyvoj metody odmocnovani, ptiCemz jsem se detailn¢ vénovala
historickym metoddm vypoctu odmocnin z Babylonské fiSe, Staroveké Indie a Antického
Recka. Tyto metody byly zékladem pro formovani nasich sou¢asnych vypoétovych technik
a v nékterych ptipadech byly pouzivany i1 v podstatné zjednodusené formeé az do nedavné

minulosti.

Jednim z cilt této prace bylo také zkoumani zpisobu, jakym jsou odmocniny prezentovany
a uCeny ve vyukach matematiky pro zékladni a stfedni Skoly. V této Casti prace jsem se zamétila

na analyzu pouzivanych ucebnic a metodiku vyuky.

V této bakalarské praci jsem se zaméfila také na metody vypoctu piibliznych hodnot odmocnin
bez pouziti kalkulacky. Cilem bylo srozumitelné a dostatecné podrobné popsat principy téchto
metod, které jsou v soucasnosti spiSe okrajové vyucovany, ale pfitom mohou zakim C¢i
studentiim pomoci lépe pochopit samotny princip odmocnovani. Kromé textového popisu jsem
se snazila zpfistupnit informace i pomoci vizualizaci, které¢ slouzi k lepSimu pochopeni
abstraktnich konceptll a usnadiiuji pochopeni principli odmociiovéani. Tyto vizualizace jsou
nejen didaktickym néstrojem, ale i prostiedkem k vizualizaci matematickych procest, které

mohou byt pro nékteré studenty tézko uchopitelné.

Svého €asu byla metoda odmocnovani klicovou soucésti matematickych vypocti, kterd méla
velky vyznam pro rizné védecké i praktické aplikace. S nastupem vypocetni techniky
a kalkulacek se jeji vyznam v kaZzdodenni praxi pon¢kud zmensil, avSak stale zlistdva nezbytnou
soucasti matematiky, a to nejen na teoretické urovni, ale 1 ve védeckych a technickych oborech,

kde je potieba provadét slozité vypocty.
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Vérim, ze prace piinasi piehled o problematice odmocnin a mize byt cennym zdrojem pro
pedagogy, studenty matematiky a vSechny, ktefi se zajimaji o historii matematiky a didaktiku

matematiky.
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