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Abstrakt

Tato bakalaiska prace se zameétuje na skaldrni, vektorovy asmiSeny soucin, jejich historii
a aplikace. Klade si za cil uvést ¢tenate do problematiky vektorové algebry, upozornit na souvislosti
jednak mezipfedmétové a jednak mezi jednotlivymi matematickymi koncepty. Poukazuje na fakt,
ze k jednomu vysledku lze dojit mnoha cestami, proto je ¢asto uvadéno k jednomu tvrzeni vicero

odvozeni.

Cilem této bakalatské prace je zprosttedkovat srozumitelnou formou zaklady vektorového
poctu, jeho historii a interdisciplinaritu. Prace zahrnuje pfistup jak geometricky a algebraicky, tak

1 historicky a didakticky.

Prace je Clenéna do osmi kapitol, zcehoz Ize prvnich Sest neformalné oznalit jako
teoretickou ¢ast a dvé zavérecné jako ¢ast praktickou. Po historickém tvodu se ¢tenar seznamuje se
zéklady vektorové algebry, které jsou rozvedeny dale v kapitolach 3 a 4. Podstatnym prvkem pii
osvojovani novych dovednosti je jejich propojovani jak s t€émi zndmymi, tak s novymi fakty. O tuto
myslenku se opiraji kapitoly 5 a 6. Kapitola 5 pojednava a matematickych souvislostech, které se
nehodilo zatadit do jinych kapitol, a na ni navazuje kapitola 6, kterd podporuje interdisciplinaritu.
Jsou zde zminény obory jako fyzika, informacni technologie a geografie, které hojné vyuZzivaji
vektorové algebry. Na vybranych tlohach si v kapitole 7 mlze Ctenar procvicit, zda pochopil, jak
se pocita s vektory, maticemi a zda si pod textem ulohy umi pfedstavit vhodnou geometrickou
reprezentaci. Posledni kapitola srovnava vybrané ucebnice z pohledu vektorové algebry. Jak se na
toto téma nahlizi v modernich ucebnicich a po jakém textu sdhnout, kdyZz téma vektori chceme

studovat, to se Ctenat dozvi praveé v této zavérecné kapitole.

Kli¢ova slova: vektor, skalarni (vnitini) soucin, vektorovy soucin, smiSeny soucin, vnéjsi

soucin, kolmost, determinant, obsah, objem



Abstract

This bachelor thesis focuses on scalar, vector and outer product, their history and applications. It
aims to introduce the reader to the problems of vector algebra, highlighting the connections both
between subjects and between different mathematical concepts. It highlights the fact that a single

result can be arrived at by many paths, which is why multiple proofs are often given for one theorem.

The aim of this bachelor thesis is to convey in an understandable form the basics of vector
calculus, its history and interdisciplinarity. The thesis includes a geometric and algebraic approach

as well as a historical and didactic one.

The thesis is divided into eight chapters, of which the first six can be informally described
as the theoretical part and the final two as the practical part. After a historical introduction, the reader
is introduced to the basics of vector algebra, which are developed further in Chapters 3 and 4. An
essential element in learning new information is to relate it to both familiar and new facts. Chapters
5 and 6 build on this idea. Chapter 5 discusses mathematical contexts that were not appropriate to
include in other chapters and is followed by Chapter 6, which promotes interdisciplinarity. Fields
such as physics, information technology and geography, which make extensive use of vector
algebra, are mentioned. In Chapter 7, the reader can practise on selected problems to see if they have
understood how to calculate vectors and matrices and if they can imagine an appropriate geometric
representation under the text of the problem. The last chapter compares the selected textbooks from
the perspective of vector algebra. How this topic is viewed in modern textbooks and which text to

reach for when the topic of vectors is to be studied is what the reader will learn in this final chapter.

Keywords: vector, scalar (inner) product, vector product, outer product, wedge product,

perpendicularity, determinant, area, volume
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Seznam pouZitého znaceni

-

v vektor v

llal| velikost/norma/délka vektoru d

Ic| absolutni hodnota realného ¢isla c; napt. |—=5| =5

ab nasobeni dvou skalaru a, b

a-b skalarni soudin vektorti @, b

daxb vektorovy soudin vektort ab

[a; b] uspotfadand dvojice ¢isel a a b

(a; b; ©) slozky vektoru; napi. v = (2;8; 1)
zakonc¢eni odvozeni ¢i dikazu

& konjunkce, matematicke ,,a zaroven*

A vnéjsi soucin

> suma, s¢itani; napt. Yoq x; = X, + X, + X3

S obsah dvourozmérného objektu

P povrch trojrozmérného objektu

|4 objem objektu

! !

= zadany vysledek; napf. x = 5 znamena, Ze chceme, aby se proménna
x rovnala péti

det(A) determinant matice A

4 dopliikova informace



Uvod

Vektorova algebra predstavuje zdkladni kdmen moderni matematiky a fyziky, ktery mé dalekos4hlé
aplikace v riiznych védeckych a technickych disciplindch. Jednim z klicovych nastrojt této oblasti
jsou operace se souciny: skalarni, vektorovy a smiseny soucin. Tyto operace ndm umoziuji zkoumat
vlastnosti vektort, jejich vzajemné vztahy a zpusoby, jakym ovliviiuji fyzikalni jevy.

Tato prace si klade za cil piiblizit tyto souciny nejen z teoretického hlediska, ale také
z historického a geometrického pohledu. Zamétuje se na to, jak byly jednotlivé koncepty vyvinuty
a jakym zptsobem je Ize intuitivné vysvétlit tak, aby byly pochopitelné i pro studenty na stiednich
Skolach. Hlavnim cilem je poskytnout didakticky navod, ktery studentim usnadni pochopeni
tématu, aniZ by se jej obavali, a podpofit jejich zvédavost a zajem o matematiku.

Préce je rozdé€lena do osmi kapitol, z nichz kazda ma za tkol postupné piedstavit historii,
zékladni definice a aplikace skalarniho, vektorového a smiseného soucinu. V textu se snazim
upozornit na meziptedmétové souvislosti, které pomohou studentim Iépe chépat propojenost
matematiky s jinymi obory, jako je nejen fyzika a informatika, ale i zemépis a cizi jazyk. Zaroven
je kladen diraz na nazornost a vyuziti praktickych piikladi.

Cilem této prace je poskytnout uceleny piehled o vektorové algebie, jeji historii, zdkladnich
a pokrocilych konceptech, praktickych aplikacich a meziptedmétovych souvislostech. Tato analyza
muze slouzit jako uzite¢ny zdroj informaci pro studenty, pedagogy a dal$i zdjemce o tuto diilezitou

oblast matematiky.



1 Historicky prehled

Stézejnim pojmem, bez kterého bychom se pii popisu skalarniho, vektorového a smiseného
sou¢inu nemohli obejit, je pojem vektor. Tato kapitola si klade za cil osvétlit vyvoj tohoto
zékladniho matematického konceptu, ato od jeho prvopocatkli az po soucasnou podobu.
Prozkoumame vyznamné historické milniky, které ptispély k formovani pojmu vektor, a podivame
se na vyvoj terminologie a symboliky spojené s vektorovou algebrou.

V této kapitole jsou klicové postavy, které ptispély k rozvoji vektorového poctu, zvyraznény.
Tyto ,,medailonky* Cerpaly ze zdroji [4], [13], [18] a [22]. Z4kladni informace o matematicich,
kteti neméli tak velky podil na vystavbé tohoto tématu, Ize nalézt v poznamkach pod ¢arou.

1.1 Vyvoj konceptu vektoru

Potfeba vektorti se objevila, kdyZz lidé zacali pracovat se soufadnicemi v roviné, prostoru
nebo obecnéjsich strukturach. Kromé vyuziti v zeméméiicstvi a stavebnictvi se nutnost k evoluci
vektorli projevila s rozvojem analytické geometrie kolem roku 1636. S tim jsou spojena jména jako
P. de Fermat' a R. Descartes.

René Descartes (1596-1650) byl francouzsky filosof, matematik a védec. Pochézel z
ufednické rodiny. Mezi lety 1617 a 1621 pisobil v nizozemské arméad¢ jako dobrovolnik. Za objev
kartézské soustavy soufadnic vdécime pravé jemu (Descartes je latinsky Cartesius, proto
,kartézska“ ). Descartes je zndmy také svym vyrokem ,,Cogito, ergo sum* (Myslim, tedy jsem).

Prvni dilo, které rozebira rovnovahu télesa na naklonéné roviné a rozklada sily do dvou
slozek, nese jméno De Beghinselen der Weegkonst (Princip rovnovahy), je z roku 1586 a jeho
autorem je S. Stevin. [17]

Simon Stevin (1548-1620) narozeny v Bruggach v roce 1548, byl holandsky fyzik a
vojensky inzenyr. Byl prikopnikem v mnoha oblastech, v¢etné statiky, hydrodynamiky a ucetnictvi.
Jeho nejvétsim piinosem byla popularizace desitkové soustavy v Evropé. Desetinné zlomky sice
pouzivali Ciiané a Arabové davno pred Stevinem, ale byl to pravé on, kdo je uéinil popularnimi na
Zapade¢ diky své praci De Thiende (Desetinné Cislo), kterda méla vyznamny dopad na matematiku a
védu.

V roce 1582 piisel Stevin do Leydenu, kde vydal nékolik knih o matematice a mechanice,
vSechny v holandstin€é. Podle néj byl nizozemsky jazyk nejvhodnéjsi pro vyjadieni védeckych
myslenek. Zavedl také nékolik matematickych vyrazu, které se dodnes pouzivaji na nizozemskych
Skolach. Naptiklad matematika se stile nazyva ,,wiskunde® , coz znamend véda o tom, co je jisté
(gewis).

Stevin byl vynikajici inzenyr, ktery se podilel na stavbé vétrnych mlynd, zamki a ptistavi.
Krom¢ toho pracoval jako inzenyr pro mauricijského prince, pro né¢hoz vyvinul riizné vojenské a
stavebni inovace.

J. Argand? se pojmu vektor pfibliZil v roce 1814, kdyz popsal komplexni &isla jako body v
roving, ale formalné vektory nezavedl. AZ v roce 1827 Némec A. F. Mobius® zacal chapat dvé (nebo

1 Pierre de Fermat: francouzsky matematik, 1607-1665.
2 Jean-Robert Argand: francouzsky knihkupec a amatérsky matematik, 1768-1822.
3 August Ferdinand Mobius: némecky matematik a teoreticky astronom, 1790-1868.




tf1) soufadnice nejen jako definici bodu, ale také jako smér vychazejici z definovaného pocatku,
a zacal pracovat s vektory jako smérovymi veli¢inami. [11]

1.2 Pivod slova ,,vektor a jeho znaceni

Co se tyce terminologie, slovo vektor ma sviij praptivod ve slovnim spojeni ,,radius-vector*
, tj. privodic, coz je termin z teoretické astronomie. Radius vector je pifimka spojujici obihajici
téleso s jeho sttedem pohybu v libovolném okamziku a smétujici radialné ven. U kruhové drahy se
stted pohybu shoduje se stfedem kruznice, u parabolické nebo hyperbolické drahy je stfedem
pohybu ohnisko, a u eliptické drahy je to jedno ze dvou ohnisek (viz obr. 1).

focus
radius vector

Obrazek 1: Radius vector planety na eliptické draze kolem hveézdy

Prvni zminku o tomto slovnim spojeni 1ze nalézt v technickém slovniku z roku 1704, ktery
byl sepsan Johnem Harrisem. [13]

Jiné prameny uvadéji, Ze slovo vektor je odvozeno z latinského vecto: vozit, ptenaset (vector
tedy doslova znamend nosi¢ ¢i jezdec). Sir W. R. Hamilton uved] do pouzivani terminy vektor a
skalar; druhym zminénym terminem oznacoval realna Cisla, protoZe jejich pozice lze porovnat na
jedné spolecné stupnici (ose x). J. W. Gibbs* ve svém dile Elements of Vector Analysis (Sesky
Zaklady vektorové analyzy) z roku 1881 zavedl konvenci psat vektory malymi feckymi pismeny, a
skalary malymi latinskymi pismeny (kromé i,j a k, a také m, které maji specidlni funkce). [16]

Sir William Rowan Hamilton (1805—-1865) byl irsky matematik, fyzik a astronom. Narodil
se v roce 1805 v Dublinu jako ¢tvrté z deviti déti a ve véku tii let byl svéfen do péce vzdélaného
stryce Jamese Hamiltona, ktery byl anglikdnskym knézem a fidil $kolu ve mésté Trim v Irsku. James
Hamilton zahy rozpoznal mimotadny talent svého synovce, ktery rozvijel pfedevSim studiem
jazyku. V tfindcti letech jich umél Hamilton deset, naptiklad hebrejstinu, sanskrt, perstinu a klasické
1 moderni evropské jazyky. Od svych deseti let se zaméfil také na matematiku, studoval Eukleidovy
Zaklady v latinském piekladu, nasledné Newtonovy spisy a soucasna dila o analytické geometrii a
diferencidlnim poctu.

V roce 1823 nastoupil Hamilton na Trinity College, kde okamzit€ vynikl ve svych studiich.
Ve dvou po sob¢ jdoucich rocnicich ziskal prestizni ocenéni za znalosti pfirodnich véd, feCtiny
a matematické fyziky. Byl uznavan nejen za své védecké vysledky, ale také za své basnické nadani,
za které obdrzel dalSi ocenéni. Jeho vé&decka kariéra zaCala uZz v sedmndcti letech a vedla
k vyznamnému piispévku v oblasti matematické optiky, kde vytvofil slavnou ,,Teorii soustav

4 Josiah Willard Gibbs: americky matematik, teoreticky fyzik a chemik, 1839-1903.




paprski“ . Jeho vyzkum v této oblasti mél dalekosahly vliv, coz se projevilo 1 v jeho dalSich pracich,
které rozsifily matematické metody optiky na dynamiku.

Hamiltonovy prace v dynamice byly revolu¢ni, protoze se mu podatilo redukovat optiku
i dynamiku na matematickou védu. Jeho uspéchy v optice, véetné predpovédi dvou novych jevi,
které byly nasledn¢ experimentalné potvrzeny jeho pfitelem Humphrey Lloydem, mu ptinesly
obrovskou slavu mezi védci. Renomovany historik René Dugas vyzdvihl Hamiltoniv pfistup
k racionalizaci geometrické optiky, kterou zbavil metafyzickych konceptl a pretvofil ji v ryze
matematickou disciplinu.

Hamiltonova prace inspirovala mnoho dalSich védctli, v€etné¢ Schrodingera a Louise de
Broglieho, ¢imz se stal kliCovou postavou ve vyvoji moderni fyziky. Jeho schopnost spojit
matematiku s fyzikdlnimi  z&konitostmi ajeho teoretické objevy zlstdvaji  jednim
z nejvyznamngjSich ptispévki v oblasti optiky a dynamiky.

Co se tyCe Hamiltonova vlivu na matematiku, jeho nejznaméjSim objevem je teorie
kvaterniont, ktera rozsitila komplexni Cisla a oteviela nové moznosti v oblasti 3D rotaci a aplikaci
ve fyzice a pocitacové grafice.

Dnesni konvence je vSak takova, ze vektory oznacujeme bud’ tu¢nym fontem (napt. v), nebo
Sipkou nad danym pismenem (¥); obé& varianty jsou napsany malym latinskym pismenem. Reckou
abecedu vyuzivame na oznaceni uhli.

Slovo skalar je odvozeno z latinského scalae, coz znamena Zebtik ¢i schody. Tenzor je také
odvozen z latiny: fensio je napéti nebo tlak.

1.3 Komplexni Cisla

Komplexni ¢&isla, jak je zndme dnes, méla sloZity a dlouhy vyvoj: jiz za dob Diofantovych?
vznikla myslenka ,,jaky vyznam méa odmocnina ze zaporného c¢isla®“ . G. Cardano, jehoz jméno
mame spojeno se vzorci, které se vyuzivaji k nalezeni kotenii kubickych rovnic, ve svych vypoctech
zahrnoval odmocninu z minus jedné.

Gerolamo Cardano (1501-1576) se narodil 24. 9. 1501 v italské Pavii jako nemanzelsky
syn pravnika. Otec ho pfivedl ke studiu klasikli matematiky (jiz ve dvanacti letech studoval
Eukleidovy Zdklady). Roku 1526 dokoncil studium mediciny na univerzité v Padove, pracoval jako
prakticky 1ékat. V letech 1534—-1570 postupné prednasel matematiku a medicinu v Milan¢, Pavii
a Bologni. Nejschopnéj§i mezi Cardanovymi zaky v matematice byl L. Ferrari®, ktery Zil od r. 1536
v jeho domé¢ a stal se jeho zetém. Cardano ptedstavoval velmi slozitou a rozporuplnou osobnost.
Byl vSestranné¢ schopny, vSeobecné 1ijazykové nadany avzd€lany. Mél velmi rozsahlé
encyklopedické znalosti v oboru 1ékatstvi i pfirodnich véd, projevoval vsak i znaénou povér€ivost.
Napsal pres 200 praci z mediciny, matematiky, mechaniky, filozofie i dalSich obort, sestavoval
i horoskopy. V r. 1570 byl obvinén inkvizici z kacitstvi (za to, ze zvetejnil Kristiv horoskop)
a nesmél dale prednaset. Zil pak v Rimé, kde ziskal od papeZe penzi. Zemfel zde 21. 9. 1576, kdyz
jesté v r. 1576 sestavil vlastni zivotopis a seznam svych praci.

K uspésnym Cardanovym matematickym knihdm patii Practica arithmeticae generalis
(Praxe obecné aritmetiky) z r. 1539, ucebnice aritmetiky a algebry, ktera ucila zejména tesit ulohy
z praktického zivota. Krom¢é numerickych vypoct a pocitani paméti v ni Cardano popsal slovné

5 Diofantos z Alexandrie: starovéky fecky matematik, 3. stoleti n. I.
8 Lodovico Ferrari: italsky matematik, 1522—-1565.




upravy vyrazll a rovnice, nebot’ tehdy jesté¢ nebyla vyvinuta algebraickd symbolika. Cardano se
zajimal o obecné metody feSeni kubickych rovnic a dovédél se o Tartagliovi’, ktery v r. 1535
piedvedl feseni kubickych rovnic typu x3 = ax + b. Teprve vSak po dlouhém piemlouvani
prozradil Tartaglia svoji metodu jejich feSeni Cardanovi v r. 1539, kdyz ten piisahal, Ze ji nezvetejni.
Po nékolik let Cardano slib dodrzoval, avSak v r. 1542 ziskal spolu s Ferrarim rukopis italského
matematika S. del Ferra® z n&hoZ se dozvédéli, Ze mu bylo zndmo obecné feseni kubické rovnice
jiz pted Tartagliem. Proto se Cardano necitil dale vazan slibem nezvetejnovat je. V r. 1545 je zatadil
1 se jmény objevitelt (del Ferra a Tartaglii) do svého spisu Ars magna.

Mnoho matematikii se inspirovalo Cardanovym dilem Ars Magna, napt. F. Viéte®, ktery si
uvédomil vztahy mezi koeficienty algebraické rovnice a jejimi koteny, nebo L. Euler'’, po kterém
je alternativné pojmenovana Napierova konstanta e.

Termin komplexni ¢islo zavedl v roce 1856 jiz zminény W. R. Hamilton. Hamilton téz
poukazal na fakt, Ze komplexni ¢isla mizeme povaZovat za uspotadané dvojice redlnych cisel. Na
tuto myslenku lze pohlizet vice abstraktné: nemusime uvazovat pouze usporadané dvojice, ale
obecnéjin — tice. Sir Hamilton se tuto mysSlenku pokousel uchopit matematicky a vynalezl
¢tytdimenziondlni systém zvany kvaterniony. Dodnes mizeme obdivovat jeho genialni mySlenku,
naptiklad kdyz navstivime irsky Broom Bridge, kde se nachazi pamétni deska vyobrazena na obr. 2.

Obrazek 2: Pamétni deska na Broom Bridge

1.4 Vektorovy pocet

Vektorovy pocet definoval v roce 1799 C. Wessel, ktery vektory roviny reprezentoval komplexnimi
Cisly, na ose x tedy byla redlna slozka ana ose y slozka imaginarni. Wesselova publikace, ve které
pojednava o geometrické interpretaci komplexnich cisel, vSak na sto let zapadla a az v roce 1897
byla znovu publikovana. S obdobnou myslenkou geometrické interpretace komplexnich ¢isel piiSel

roku 1806 J. R. Argand (po kterém se Gaussove rovin¢ také fikd Arganduv diagram). Mezi dalsi,
ktefi si predstavovali komplexni ¢isla jako body v dvourozmérné roving, patii také C. F. Gauss'!,

7 Niccold Fontana Tartaglia: italsky matematik a konstruktér, 1499-1557.

8 Scipione del Ferro: italsky matematik, 1465—1526.

° Frangois Viéte: francouzsky matematik, 1540-1603.

10 Leonhard Euler: $vycarsky matematik, fyzik, astronom a logik, 1707-1783.
11 Johann Carl Friedrich Gauss: némecky matematik a fyzik, 1777-1855.




ktery tento objev tidajn€ ucinil ve stejné dobé jako Wessel. V roce 1827 Mdbius ve své publikaci
Der baryzentrische Kalkiil zavedl orientované UseCky, se kterymi provadel operace jako s¢itani a
nasobeni redlnym ¢islem, nicméné tyto usecky jesté nenazyval vektory. [4]

Caspar Wessel (1745-1818) byl norsko-dansky matematik azemémeéfic. Jeho
nejvyznamnéj$im piispévkem byla prace na komplexnich €islech. V roce 1799 publikoval ¢lanek,
ve kterém geometricky znazornil komplexni ¢isla jako body v roving€, coz bylo jednim z prvnich
znamych pouziti komplexni roviny. Toto pojeti polozilo zaklady moderni analyzy a komplexni
geometrie. Ackoli jeho prace byla v jeho dobé malo zndma, pozd¢ji byla uznana jako vyznamny
ptispévek k matematice.

Zhruba ve stejné dob¢, kdy Hamilton objevil kvaterniony, H. Grassmann sepisoval své dilo
Die lineale Ausdehnungslehre, ein neuer Zweig der Mathematik (Cesky Teorie linearniho rozsiteni,
nové odvetvi matematiky), ve kterém zobecnil koncept vektoru ze zndmého dvoj- ¢i trojrozmérného
prostoru na prostor n-rozmérny. Druhym zdsadnim pifinosem této publikace, kterd byla vydana
v roce 1844, byla pfiprava na koncepty matic, linearni algebry, potazmo vektorové a tenzorové
analyzy.

Hermann Giinther Grassmann (1809-1877) byl némecky matematik a lingvista. Jeho
hlavnim pfispévkem k matematice je teorie vektorovych prostorit a vnéjSich algeber, kterou
predstavil ve své knize Die lineale Ausdehnungslehre (Teorie linedrniho rozsiteni) z roku 1844.
Tato prace, zpocatku ignorovana, se pozd¢ji stala zakladem moderni linearni algebry a diferencialni
geometrie. Kromé& matematiky se Grassmann vénoval také filologii a pfispél ke studiu sanskrtu a
germanskych jazyku.

Navzdory svym zdsadnim objeviim na poli vektorovych prostorii se Grassmannova prace
nedockala okamzitého uznani. Jeho systém, byt’ revolu¢ni, byl pro dobu pf#ili§ obecny a komplexni,
coz zté¢zovalo jeho pfijeti. Presto lze jeho pfispévky k vektorové analyze srovnavat s praci
Hamiltona, ackoli se Grassmanntv pfistup neujal jako hlavni metoda v moderni vektorové analyze.

Na rozdil od Hamiltona, ktery byl povazovan za matematického génia, Grassmann studoval
ptedevsim teologii a filologii na univerzité¢ v Berlin€, kde matematika hrala jen okrajovou roli. Po
navratu do rodného Stettinu, kde se narodil do rodiny pedagoga Justuse Giinthera Grassmanna,
pokracoval ve své akademické draze a ucil na raznych Skolach. Ackoli se mu nikdy nepodatilo
ziskat univerzitni post, jeho odkaz zlstava dulezitym kamenem v zdkladech moderni matematiky.

V dnesni dob¢ jiz vime, ze je vektorova analyza velmi diilezita, a to nejen v pocitacové
grafice. Vyuziva se zejména ve fyzice a strojirenstvi, naptiklad pti popisu elektromagnetickych poli.
Toto fyzikalni pole, které¢ vyjadiuje pisobeni elektrické a magnetické sily v prostoru, se sklada
z elektrického a magnetického pole. Souvislost mezi ob&ma poli popisuji Maxwellovy!? rovnice.
Zapis Maxwellovych rovnic v jednoduchém vektorovém tvaru umoznil az vznik moderni vektorové
analyzy, ve kterém dtlezitou roli sehral J. W. Gibbs. V jiz zminéné ucebnici Elements of vector
analysis vytvofil jeji soucasnou podobu. O. Heaviside!® v knize Electromagnetic theory z roku 1893
tvaréim zptsobem rozvinul vektorovou analyzu a jejim uzitim jako prvni vyjadiil Maxwellovy

12 James Clerk Maxwell: skotsky v3estranny fyzik, 1831-1876.
13 Oliver Heaviside: anglicky fyzik a elektroinzenyr, 1850-1925.




rovnice v jednoduchém a prehledném vektorovém tvaru. G. Peano!* zavrsil historicky vyvoj pojmu
vektoru jeho axiomatickym zavedenim. [17]

1.5 Skalérni, vektorovy a smiSeny soucin

R. W. Hamilton, ktery zavedl termin skalar a vektor, také v roce 1853 vydal Lectures on
Quaternions, kde rozvinul teorii kvaternioni a také dospél k zakladim vektorového poctu, tj.
vektorové algebry a vektorové analyzy, a to jak v roving, tak i v prostoru. Zacal zde pouzivat terminy
skalarni soucin a vektorovy soucin. [17]

Nezavisle na Hamiltonovi pracoval Grassmann. Ausdehnungslehre byly napsany velmi
abstraktné a malo srozumiteln¢, takze po dlouhou dobu nenalezly odezvu a ocenéni. Roku 1862
vydal zcela piepracovanou verzi této své monografie, Vollstindig Und In Strenger Form Bearbeitet
(¢esky Kompletné a piisnéji upraveno), kterd byla podstatné srozumitelné;si, avSak nevzbudila vetsi
pozornost. V piepracované verzi zavedl pojem smiSeny sou€in. [2]

1.6 Ostatni pojmy z linearni algebry

V kapitole 2 se sezndmime s pojmy jako matice, determinant, linearni nezavislost, linearni
kombinace a thel. Krom¢ pojmu uhel, ktery definoval [med1]Eukleides ve svych Zdkladech, se
pojmenovani ostatnich konceptii vyskytlo az okolo poloviny 19. stoleti: determinant v roce 1843
(Arthur Cayley), linearni nezavislost v roce 1846 (Sir William Rowan Hamilton), matice v roce
1850 (James Joseph Sylvester) a linearni kombinace v roce 1854 (téz James Joseph Sylvester).
Pojmenovani pro determinant bylo tedy zavedeno dfive nez pojmenovani pro matici. Determinant
v modernim slova smyslu dfive totiz znamenal diskriminant homogenniho polynomu (zastarale
»quantic® ), tj. polynomu vice proménnych, jehoz vSechny ¢leny maji stejny stupeii. Slovo
determinant tedy existovalo dfive, jenom mélo jiny vyznam. [13]

O Eukleidové Zivot€ se zachovalo velmi méalo hodnovérnych informaci. Eukleides z Alexandrie
(cca 325 pf. n. I. — 260 pf. n. 1.) Narodil se v Recku a studoval snad v Athénach na Platonové
Akademii. Poté zil a pracoval v egyptské Alexandrii. Zde na pocatku 3. stoleti pfed Kristem kral
Ptolemaios I. zalozil Museion ( ,,Stanek muz*“ ). Toto stfedisko védy soustied’ovalo vyznamné
ucence mnoha obortl védy a Eukleides v ném zaujimal celné postaveni. Museion mélo svou
hvézdarnu, botanickou a zoologickou zahradu, pisemnu a zejména proslulou alexandrijskou
knihovnu, ve které Eukleides pracoval a asi také ucil. Vedle zékladi geometrie se vénoval 1 teorii
¢isel, perspektive, kuzeloseckam a sférické geometrii. Podle svédectvi, které ndm dochoval ve svych
spisech fecky geometr Pappos (4. stol. n. 1.), charakteristickymi vlastnostmi Eukleida byly
svédomitost, skromnost a pratelskd laskavost ke vSem, ktefi tieba i skromnou meérou ptispéli
k rozvoji matematiky.

Hlavnim Eukleidovym dilem jsou Zdklady, jez ptedstavuji vrcholné dilo starovéké
matematiky. Ve 13 knihach tohoto dila Eukleides shrnul a utfidil dosud zndmé matematické
poznatky, doplnil je o nékteré své nové vysledky a podal u vSech ptfesné dikazy. Jeho pfistup
k vykladu matematiky v Zakladech je zejména novy v tom, ze je piisn¢ deduktivni. Vyklad zacina
definicemi, které (na rozdil od souc¢asnych nominativnich definic) jsou genetické, popisné, snazi se
charakterizovat definované objekty na zaklad¢ popisu jejich vlastnosti a vytvareni z objekti
jednodussich. Z dnes$niho hlediska (moderni axiomatické vystavby) ovSem nékteré (zdkladni,

14 Giuseppe Peano: italsky matematik, filosof a logik, 1858-1932.




primitivni) objekty takto definovat nelze. Zatimco témét kazda kniha Zdkladii zacind definicemi,
pouze pied prvni knihou jsou uvedeny jeste tzv. axiomy a postulaty.

1.7 Matematické symboly
Slovo symbol pochazi z feckého slova pro ,,doklad* nebo ,,doklad totoznosti“ , coz je kombinace

dvou kotenti, sum (,,spolu) a slovesa ballo (,,hdzet*). Volnéjsi interpretaci by bylo ,,davat k sob&*.
[12]

Nasledujici dvé tabulky jsou piejaty z [11] a upraveny. Ob¢ zndzoriiuji vznik matematické
symboliky. Prvni tabulka obsahuje zavorky a relace, druh4 aritmetické symboly.

Tabulka 1: Vznik matematické symboliky: zavorky a relace

Symbol Nazev Prvni pouziti
O kulaté zavorky Tartaglia (1556)
[] hranaté zavorky Rafael Bombelli (1550)
{} slozené zavorky Francois Viéte (1600)
= rovna se Robert Recorde (1557)
<,> ostra nerovnost Thomas Harriot (1585)
<2 neostrd nerovnost Pierre Bouguer (1734)
~ ekvivalence Gottfried Wilhelm Leibniz
(1700)
+* nerovna se Leonhard Euler (polovina 18.
stoleti)




Tabulka 2: Vznik matematické symboliky: aritmetické symboly

Symbol Néazev Prvni pouZiti
+,— plus, minus Johann Widmann, 1489. Obecn¢ se ale neujalo. Jeste v
r. 1572 uzival Rafael Bombelli m a p misto — a +.
+ plus / minus William Oughtred, 1631.
X nasobeni William Oughtred, 1631. Dnes se pouziva hlavné pro
kartézské souciny a v programovani.
nasobeni Gottfried Wilhelm Leibniz, okolo 1700.
dé€leni Poprvé uzito v knize Johnson’s Arithmetics roku 1633
ve zlomcich misto zlomkové ¢ary (o autorovi
Johnsonovi neni nic zndmo). Jako symbol déleni jej
zacal pouzivat Gottfried Wilhelm Leibniz, 1684.
- déleni Johann Heinrich Rahn, 1659.
— zlomkova cara Arabové, okolo 1200. V Evropé¢ ji ve stejné dobé od
Arabi prevzal Fibonacci.
/ lomeno V rukopisnych pozndmkach Thomas T. Ledger, 1718.
V tisku Manuel Antonio Valdes, 1784. Lomitko
vzniklo patrné€ ze symbolu ,,)*, napt. 24)8, ktery zavedl
Michael Stifel uz 1546.
desetinné zlomky Francesco Pellos, 1492.
x?, x5, exponenty Nicole Oresme okolo 1360 zapisoval pomoci
exponentll mocniny celych ¢isel, avSak tento zapis se
neujal. Do v§eobecného uzivani je uvedl az René
Descartes na konci prvé poloviny 17. stol.
v odmocnina Johann Widmann, 1525.

I1 soucin ¢lenti Nézor historiktl se rizni. René Descartes symbol
uzival jiz pfed polovinou 17. stol. Od roku 1812 jej
zaCal uzivat Karl Friedrich Gauss. Sice pozdé&ji, ale

jeho symbol se ujal.
> soucet ¢lent Leonhard Euler, 1755.
% procenta Procenta se zacala uZzivat v Italii okolo 1425. Autor

neni znam.

absolutni hodnota

William Oughtred, 1628.

faktorial

Christian Kramp, 1808.
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2 Zaklady vektorové algebry

Studiem vektorl se zabyva odvétvi matematiky znamé jako analytickd geometrie, jejiz zaklady se
typicky vyucuji ve tfetim ro¢niku na stfedni Skole. Nize uvadim zakladni pojmy, bez kterych se toto
odvétvi neobejde.

2.1 Vektor

2.1.1 Zékladni pojmy

Vektor lze zavést bud’to geometricky jako tfidu (mnoZinu) ekvivalence orientovanych usecek (tj.
usecek s danou velikosti a smérem, ptipadné majici pocatek v konkrétnim bod¢), nebo algebraicky
jako uspotadanou n-tici realnych Cisel (tedy vnimame vektor jako prvek vektorového prostoru R™).
Velikost (normu) vektoru vypocteme jako odmocninu ze souctu druhych mocnin rozdilu
pocatecniho a koncového bodu, respektive jako odmocninu ze souctu druhych mocnin jeho slozek
(soufadnic). Tedy pro vektor ¥ = (x4, %) plati ||X|| = /x2 + x2. Toto plyne z Pythagorovy véty.

Pokud chceme vektory secist, posuneme je k sobé¢ tak, aby vychazely ze stejného bodu,
a doplnime je na rovnobéznik'®, viz obr. 3. Soufadnice vysledného vektoru (na obrazku &erveng)
ziskame jako soucet jednotlivych slozek dvou zadanych vektord.

% I | ¥ T

Obradzek 3: Scitdni vektort

2.1.2 Vektor volny, vazany a opacny

Terminem volny vektor rozumime vektor, ktery neni spjaty s zddnym bodem v soustavée soutfadnic;
zajima nas pouze jeho velikost a smér. Vazany vektor ma konkrétni pocatek. Ma-li vektor U
opacny smér nez vektor W, piSeme ¥ = —w.

2.1.3 Dalsi pojmy

Nulovym vektorem nazyvame n-slozkovy vektor, ktery méd kazdou soutadnici rovnu nule.
Jednotkovy vektor je takovy vektor, jehoz norma je rovna jedné. Mame-li n vektorti X; az X,
aredlnd Cisla kq, k,, ..., k,, kterym fikdme koeficienty, linearni kombinaci t€chto vektori je vektor
U, ktery vznikne jako soucet soucinii jednotlivych koeficientt s danymi vektory, matematicky

- n -
V= Zi=1 kixl-.

15 Pravidlo pro skladani dvou vektor( vyslovil poprvé explicitné Galileo Galilei, v jistém smyslu bylo vSak zndmo jiZ Aristotelovi. [?]
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Vektory X; aZz X, jsou linearné zavislé, pokud existuje jina nez trivialni linearni kombinace (j.
k; =0;i =1,2,...,n), kterou z nich ziskdme nulovy vektor. V opa¢ném piiklad¢ fikame, Ze jsou
vektory linearné nezavislé.

2.1.4 Vektor jako prvek vektorového prostoru

Algebraické struktury, kterym se fikd vektorové prostory, se axiomaticky zavad¢ji az na vysoké
Skole. Jejich pochopeni vyzaduje uméni prace s kvantifikatory, tj. znalost predikatové logiky. Pro
kompletnost uved'me definici vektorového prostoru.
Definice. [Vektorovy prostor]. Necht jsou dany

1. neprazdnd mnozina V,

2. Ciselné téleso T,

3. zobrazeni @: VXV -V,

4. zobrazeni O: T XV - V.

Rekneme, 7e V je vektorovy prostor nad télesem T s vektorovymi operacemi @, © pravé

kdyz je mnozina V uzaviend na operace © a (O a soucasné plati axiomy vektorového prostoru:

1. komutativita: Vi, P € V: U D v =1V D U,
. asociativita: VU, ¥, w € V: (u@v)@w—u@(v@w)
. existence neutralniho prvku: 36 e V,vu e V:u @ o0 = 1,
. existence opa¢énych prvkl: Vi e VI—u e V:u @ (—u) =0,
. distributivita: Vi,V €V,Va €ET:aQ U B V) =aQuBaOv
NVUEV,Va,bET:(a®b)Qu=aQudbO,
NVYUEV,Va,bET:a®O bOuU)=((@a®b) O,
YU EV:1U = 1.

03N DNk~ W

Prvky mnoziny V nazyvame vektory, vektor 6 se nazyva nulovy vektor a prvky télesa T
nazyvame skalary.

2.2 Matice, determinant

Matice je obdélnikové schéma &isel. Rikiame, e matice je typu m x n, pokud ma m fadkd a n
sloupcti. Specidlnim typem matic jsou ¢tvercové matice, které maji stejny pocet sloupcii jako radku.
Na obecné matice typu m X n lze také nahliZet jako na ,,sefazeni n m-slozkovych vektort. Rad
¢tvercové matice je Cislo, které udava pocet jejich fadku. Jelikoz se jedna o matici ¢tvercovou, je
toto Cislo stejné jako pocet jejich sloupcti. Pro ilustraci uved'me matici typu 3 X 4, kterd ma kazdy

svij prvek roven jedné:
1 1 1 1
1 1 11
1 1 11

Determinant je Cislo pfifazené ¢tvercové matici. Je-li tato matice fadu dva, jeji determinant je roven
rozdilu soucinu prvkd na hlavni diagonale (a;;a,;) a soucinu prvki na vedlejsi diagonale
(a12a31). Pro matice fadu tfi pouzivdme k vypoctu determinantu tzv. Sarrusovo pravidlo, viz
obr. 4, ¢i dalsi metody (Laplacetiv rozvoj'®, nebo pouziti vlastnosti determinantu).

16 Pierre Simon de Laplace: francouzsky matematik, fyzik, astronom a politik, 1749-1827.

12



+ + +
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N > X

a21 929 923 a21 a99
L >N O\

as1 32 33 asi as2

7

V4

Obrdzek 4: Sarrusovo pravidlo

2.2.1 Vlastnosti determinantu

1. Pii vyméné dvou fadki nebo dvou sloupcti se znaménko determinantu zméni na opacné. Z této
vlastnosti plyne, ze pokud ma dand matice A dva stejné sloupce/fadky, plati det(A) = —det(A) = 0.
2. Pokud je jeden z fadk nebo sloupct nulovy, je cely determinant roven nule.

3. Kdyz pticteme k jednomu fadku k-ndsobek fadku jiného, determinant se nezméni. To samé plati
se sloupci.

4. Je-1i n¢jaky fadek/sloupec matice nasobkem néjakého Cisla k (neuvazujeme k = 0), miizeme
tento fadek/sloupec ¢islem k vydé¢lit. Potom ale musime determinant timto Cislem k vynésobit,
aby se nezménila jeho hodnota.

2.3 Standardni skalarni sou¢in
2.3.1 Definice a znaceni

Skalarni soucin, téz vnitini soucin, dvou vektori je Cislo (skalar), které vypocteme tak, Ze postupné
vynasobime i-tou slozku prvniho vektoru s i-tou sloZkou druhého vektoru a secteme je. Mame-li
dva dvouslozkové vektory U = (uq;uy) a U = (vq; v,), pak jejich skalarni sou¢in bude vypadat

17,) . 1_7) = u1U1 + uzvz.

Mame-li dva n-slozkové vektory, jejich skalarni soucin vypocteme jako soucet soucini jejich
jednotlivych slozek:

= o n
U-U =X~ ;.

V literatuie se obCas skalarni sou¢in zna¢i tthlovymi zavorkami, tedy (u, V). V této praci ale
pouzivame znadeni s te¢kou: U - U.

2.3.2 Vlastnosti skalarniho souéinu

Skalarni soucin ma tyto vlastnosti:

1. Pozitivni definitnost: Vil € V:U - 4 = 0; rovnost nastane pravé tehdy, kdyz U = 6.
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2. Symetrie: Z komutativity s¢itani i ndsobeni nad télesem realnych ¢isel vyplyva, Ze nezélezi na
pofadi ¢initeld, tj. U -V =¥ - U.

3. Aditivita: Vi, 5, W € V: T - (B+W) = -5+ - W,
4. Homogenita: Vi,V € VVa € R:u - (a V) = a (U - V).

2.3.3 Geometricky smysl skalarniho sou¢inu

Velikost skalarniho soucinu je dana soucinem absolutnich hodnot vektori a kosinu thlu
mezi nimi sevieného, tedy, matematicky zapsano:

u-v = ||u]| ||¥]|cosa.

Pomoci tohoto vzorce (vydéleni velikosti % a velikosti ) se da spoéitat odchylka dvou vektorti
(a je ostry uhel):

— o

uv
cosax = ————
[l [V ()

Predpokladame, Ze oba vektory i i ¥ (atedy i jejich velikosti) jsou nenulové. Rovnici si ozna¢ime
kiizkem, protoZe na ni budeme dale odkazovat.

<l

i

Pu

~

Obrazek 5: Vypocet odchylky dvou vektorii pomoci goniometrickych funkct a souctovych vzorcii

Odvozeni 1. Podivejme se na obrazek 5. Chceme vypocitat tthel ¢, tedy odchylku téchto dvou
vektorti U a ¥. Z definic funkci sinus a kosinus sestavime nésledujici ¢tyfi rovnice:

Ux
CosQ,, = m, (1)
V.
= Tx, 2
. u
sing, = ”—ﬁy“, (3)
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. v
sing, = 1= 4)

RozepiSeme si uhel ¢:

cos@ = cos(Py, — @y)-
PouZijeme souctové vzorce:

cos(@y, — @) = COSQ, - COSQY,, + sing,, - sing,,.
Dosadime z rovnic (1) az (4):

. . Vx Uy Uy Uy
CcoS - COS + sin - SIn = — 4+ - -—
Py * COSPu Pv SMPu =5 @ T mn

A pfevedeme na spolecny zlomek:

Uy Uy Uy Dy

[a)|-[19]]
Odvozeni 2. Shrime védomosti z obrazku 6:
17 = (ul;uz),ﬁ = (vl;vz),ﬁ + W = ﬂ, tedy W = ﬂ_ 1_7)
—
5 w
Uu

% ()

Obrazek 6: Vypocet odchylky dvou vektorii pomoci kosinové véty

Nyni pouzijeme kosinovou vétu:

||w]|? = [@l1* + [19]1* — 2 |[u]| ||¥||cose
2 |[dl] 17]|cose = [[u]l* + ||D]|* — ||W]|?
[T 2 +]17112=] W]
2
uf+ud +vf +vf - (U1 —v1) > +(uz—v)?)
2
— u%+u%+vf+v%—(uf—2u1v1+vf+u%—2u2v2+v22)
2

1@l] |P]lcosp =

]| [|¥]lcosp =

||| 119]]cose

]l |[Bllcosp = Zraizeen

1@l |[P]lcosp = ugvy + upvy.
& Pozorovani. Normu vektoru % lze spocitat jako odmocninu ze skalarniho soudinu:
= = — — o = = _ =112 . — _ c—
u-u = |[u]l |[u]lcos0® tedy u - = [[u]|*, 4. [[u]| = V- u.

Timto se dostavame ke geometrickému zndzornéni a propojeni s fyzikou. Vzpomenme na
vzorecek pro mechanickou praci
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= - = -
W =F-s=||F||||s||cosa,

kde W znaci préci, F vektor sily, s drdhu a a je uhel mezi vektorem sily a drédhy. Prace se tedy
rovna soucinu drahy s a pravouhlého primétu sily do sméru drahy (viz obr. 7). Slozka, ktera je
kolma ke dréaze, praci nekona.

F cos a

> .
S
Obrazek 7: Geometricky vyznam skaldrniho soucinu

& Pozorovani. Pokud sila F piisobi ve sméru pohybu s, je potom kosinus thlu mezi nimi
sevieného roven jedné (cos0° = 1); tento ¢len tedy mizeme vynechat. Uvadime to zde proto, Ze
se Ctenaf mozna setkal pouze se vzoreckem W = F - s.

Skalarni sou¢in dvou nenulovych vektorti je roven nule praveé tehdy, kdyz jsou vektory
navzdjemkolmé: U L v u-v=0 U # 0 # V).

Odvozeni. Dosadime-li do vztahu (1) na strané za a thel §= vyplyne nam

u-v
2l 11911

0=

Zlomek se rovna nule prave tehdy, kdyz ma nulovy citatel.

& Pozorovani. Necht' i ma soufadnice U = (a; b). Pak ¥, ktery je kolmy na %, ma soufadnice
v = (—b; a). Plati totiz, ze U - ¥ = a(—b) + ba = 0.
2.4 Vektorovy soucin

2.4.1 Znaceni a vlastnosti vektorového souéinu

Vektorovym soucinem dvou vektorti d a b je vektor ¢ (¢ = d X b), kde ,,x* znaci tento soudin.
Vektor ¢ = a X b je kolmy na rovinu uréenou vektory d a b.

Prvni odvozeni kolmosti vektorového soucinu. Jiz zname skalarni sou¢in. Kdyz nam skalarni soucin
dvou vektorii vyjde nula, jsou na sebe tyto dva vektory kolmé. Chceme tedy dokézat, ze
U-(UXV)=0&V - (uxXV)=0.Rozepidme si napf. vyraz U - (U X ¥); slozky U jsou

16



= (uy; Uy; U3) aslozky U jsou U = (vq; vy; v3):
(Ug; Uz U3) - (UpV3 — UgVp; UgVy — UgV3; UV — UpVq) =
= Uy (UpV3 — UzVy) + Uy (UzVy — U V3) + Uz(Ug VU — UpDy) =
= UgUy V3 — U U3 Vy + UpUsVy — Uply V3 + UsUy Uy — UglyVy =
= g

Smér vektoru ¢ uréujeme dle pravidla pravé ruky, viz obr. 8.

T axb L 4 AL _ — _
N j
a
- —
a
b ‘
/ b1 b1 bo
Obrdzek 8: Pravidlo pravé ruky Obrazek 9: Pomucka pro vypocet vektorového soucinu

Matematicky vypocet vektorového soucinu Ize pfipodobnit k vySe zminénému Sarrusovu
pravidlu: @ X b = (ayb; — byas; azh; — a;bs; a;b, — ayby). Na obrazku 9 mizeme vidét toto
pfipodobnéni graficky; pomocna pismenka i,j, k zastupuji prvni, druhou atfeti soufadnici
vysledného vektorového soucinu.

& Pozorovani. Kdyz hovotime o vektorovém soucinu, nemé smysl uvazovat dvojslozkové vektory.
sy 2 7 7 -
& Pozorovani. a X b = —b X a
Odvozeni vypoctu vektorového soucinu. Mé&me dva trojslozkové vektory U a U: U

(uq; uy; uz) a v = (vq;vy; v3). Hleddme vektor w takovy, aby byl kolmy k obéma vektorim u
a U, tedy musi platit 2 - w = 0 & ¥ - W = 0. RozepiSme si skalarni souc¢iny po slozkach:

uwy + uwy +uzwz =0 \-vg (1)
vywy + VW, + v3ws =0 \- (—ug3) (2)
UIW1 V3 + UyWo U3 + UzW3 V3 = 0 (1)
—ViWilUz — VoWolUz — UzWauz = 0 (2)
w1 (U1V3 — V1Ug) + Wy (U — Vpuz) = 0 3)

wq (U V3=V U3)

WZ = —
UV3—VrU3
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Rovnice (3) vznikla jako soucet rovnic (1) a (2). Vyjadtili jsme si w,, a nyni zvolime w;
jako u,v; — v,usz. Dopocitame, Ze w, je rovno v Uz — Uy V3. Zbyva nam uz jenom vypocitat ws.
Vyjadieme jej napiiklad z rovnice (1):

—U1W1—U W —UqUxV3+TU VU3~ UV U3 T U ULV
W3: 11 22: 1%2%v3 1¥2%3 2Y143 123:u1v2_u2v1.
us Uz
Nas vektor W ma tedy Sl()iky W = (U.zvg — VU3, VU3 — U VU3, UV — qul).

Za predpokladu, Ze vektory d a b jsou nenulové, je velikost vektoru ¢ rovna
|I€1l = 1l@ % b|| = [lal| ||b||sina, ()

kde a je thel svirany vektory @ a b, 0° < a < 180°.

Odvozeni. Ob¢ strany rovnice jsou nezaporna ¢isla, mizeme tedy celou rovnici umocnit na
druhou:

[1d x 9]|* = |[d]|?]|7]]*sin*¢.
Pouzijeme zndmou goniometrickou identitu sina + cos?a = 1:
|1d x B]|? = [[d]|?]7]1*(1 — cos?¢).

Nyni provedeme substituci za ¢len cos¢@ podle vzorce pro skalarni soucin (vzorec ¥):

— =112 =112112112 1713 2
uxv = [lu v [1— P — ]
1 112 = |1 2115112 [1 = (=

Po roznéasobeni pravé strany vypada rovnice takto:
|12 x 9|12 = [[d]1?]19]1* — @ - 9)*.

Pouzijeme definici velikosti vektoru a definici skaldrniho soucinu; vSe za predpokladu, ze jsme ve
trojrozmérném prostoru, kazdy vektor ma tedy tii slozky (4 = (uq; uy; u3), ¥ = = (vq; V35 v3)):

1 x U||? = (uf +uZ + ud)(vf + v7 + v3) — (Uyvy + Upv, + uzv3)°

Ted uz si jenom staci pohrat s pravou stranou rovnice: rozndsobime/umocnime, odec¢teme cleny,
které se daji odecist (rozliSeno barevné) a vyuzijeme vzorcti (a + b +¢)? = =a? + b? + c? +
+2ab + 2bc + 2ac, a (a — b)? = a? — 2ab + b*:
= ufvi + uv: + udv: + udv? + uivi + usvi + uivi + uivi + uivi — (Wivi +
UZVE + FUsvE 4 2u VUV, + 2UpUpUs Vs + 2Ug VU Y3) =
= (Wvy — Upv1)® + (Upv3 — Uzvp)? + (U3 — uyv3)°
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Dvakrat jsme podtrhli pravou stranu rovnice, kterou se snazime dokazat. RozepiSme si jeste
stranu levou:

18 X D||? = [[(uaV3 — UsVp; UsVy — UyV3; Uy ¥y — Up D) |2 =

2
= (V(uavs —uzv2)? + (Uzvy —wv3)? + (v, — upv,)?)
A vskutku, tento vyraz se rovnd pravé stran¢.

2.4.2 Geometricky vyznam vektorového soucinu

Lo §
\
N

-

a

Obrdzek 10: Geometricky vyznam vektorového soucinu

Na obrazku 10 je rovnobé&Znik urceny vektory d,b. Jeho obsah S se vypocita jako
zékladna krat vyska. Zakladna je vektor d, vysku mame oznaCenou h. Tato vySka nam urcuje
pravouhly trojuhelnik, ve kterém mtizeme pouzit goniometrické funkce:

sina = m
Z této rovnice vyjadiime vysku: h = ||Z;||sina. Muzeme tedy psat, ze S = ||d]| ||B||sina. Tato
rovnice by nam méla pfipomenout vzorec #. Plati tedy: S = ||d X b]|.

B TF
F\z\ :
WS gk

'-'_’= ] [ff x E] pravad ruka

Obrdzek 11: FyzikdIni vyznam vektorového soucinu

Na obrazku 11 je zndzornén fyzikalni jev ilustrujici vektorovy soucin. Veli¢ina F znaci

magnetickou silu, kterd plisobi na nabitou ¢astici, B znaci vektor magnetické indukce a v vektor
rychlosti ¢astice.
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2.5 SmiSeny soucin

SmiSeny soucin je ternarni operace (tedy potfebujeme tii vektory), jejimz vysledkem je ¢islo. Toto
¢islo udava objem rovnobéznosténu, ktery je témito tfemi vektory tvofen.

Obradzek 12: RovnobéZnostén urceny tfemi vektory

Odvod’'me si vzorec pro vypocet rovnobéznosténu (obr. 12). Jak vime, objem tohoto télesa
spoc¢itame jako obsah podstavy krat vyska. Z obrazku 12 je patrné, Ze obsahem podstavy bude

velikost vektorového soudinu vektord @ a b. Jeho vysku vypocitdme jako velikost vektoru ¢, ktery
vynasobime kosinem thlu @ (vzpomenime na projekci a na obrazek 7). ZapiSme si to matematicky:

V =|d@ x b|| [|2|| cosa.

Poté, co si uvédomime, Ze na pravé stran¢ mame velikost jednoho vektoru krat velikost druhého

vektoru krat ahel mezi nimi sevieny (vektor d X b je na obrazku 12 znazornén cervenou barvou),
muizeme piepsat pravou stranu:

V=(@xbh)-¢.
Rozepisme si jednotlivé slozky obou vektort:

V= <det (Zj Z;) ; —det (Zi Zz);det (Zi Zj)) (cg5¢p503) =

=, det (Zz Zj) —c, det (Zi Z;) + c3 det (Z; Zi)

Posledni uvedeny vyraz je Laplaceovym rozvojem determinantu

a; a; as
det (b1 b, b3>
c1 C; C3

podle tietiho fadku. Celkem je tedy objem naseho rovnobéznosténu roven
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a; a; as
V = |det <b1 b, b3> |-
1 C C3

Bereme v potaz absolutni hodnotu tohoto determinantu pro piipad, Ze by thel a nebyl ostry.

& Pozorovani. SmiSeny soucin tif vektord je roven nule, pravé kdyz jsou komplanarni, tedy
lezi-li v jedné rovin€.

Z vyse uvedené ulohy jsme se dozvédéli, ze smiseny soucin lze vypocitat jako determinant
matice 3 X 3, kde v jednotlivych fadcich jsou dané tti vektory. Zapsano matematicky:

a; a, as
(@xb)-¢= det<b1 b, b3>.
6 G2 C3
Pomoci této znalosti mizeme dokézat tvrzeni, Ze vektorovy souéin vektord d a b vyprodukuje
vektor, ktery je kolmy na vektory @ a b.

Druhé odvozeni kolmosti vektoroveho soucinu. Stejné jako u prvniho odvozeni ze strany

proofofvec chceme dokézat, ze U - (U X V) = 0& ¥ - (U X ¥) = 0, ale jinym zpisobem: za pouziti
znalosti, Ze smiSeny soucin 1ze vypocitat jako determinant matice, tedy:

U U Uj
@xD) -d=det|rn vy vs)
U U Uj

S pouzitim prvni vlastnosti determinantu z oddilu 2.2.1 zjistime, Ze je cely determinant
roven nule. Obdobné feSime i rovnici ¥ - (U X ¥) = 0.
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3 Skalarni soucin jako bilinearni zobrazeni

Skalarni soucin je velmi uziteCny nastroj pii hledani délky vektoru a odchylky mezi dvéma
vektory. Zatim jsme pracovali se standardnim skaldrnim sou¢inem nad télesem R. Skaldrni souc¢in
je zobrazeni, které muze byt aplikovdno na obecnéjSim vektorovém prostoru V (vektorovy prostor
je definovan v oddile 2.1.4).

Nez uvedeme obecnéjsi definici skalarniho soucinu, kterd plati nejen na redlnych cislech,
ale také na komplexnich cislech, feknéme si, co je to ¢islo komplexné sdruzené a jak se znaci:

Definice. [Komplexn& sdruzené &islo]. Cislo, které je komplexné sdruzené k &islu z = [a; b], je
¢islo Z = [a; —b].
Priklad. Mé&jme komplexni ¢islo z = 3 + 8i. Pak z = 3 — 8i.

Poznamka. Mame-li na mysli téleso realnych ¢isel R nebo téleso komplexnich ¢&isel C,
ozna¢me je souhrnn¢ T.

Definice. [Skalarni sou¢in]. Necht' V je vektorovy prostor nad télesem T. Skalarnim soucinem na
prostoru V nazveme kazdé zobrazeni f mnoziny V X V do télesa T, které ma nasledujici
vlastnosti:

1. VE,yeV:f(X,y) = f(y,X);pro T = R plati V¥,y € V: f(X,y) = f(¥,%),
2.VX,y,Z€V:f(X+y,2) = f(X,2) + f(7,2),

3. VX,y €eV,Va €T:f(ax,y) = a- f(X,y),

4. VX eV, Xx#0:f(4,x)>0; f(X,X) =0 X =0.

Priklad. Predpis pro standardni skalarni sou¢in nad R" jsme uvedli v oddile 2.3.1.

& Pozorovani. Z definice pro skalarni sou¢in vyplyva, ze pro vektor w plati: f(W,0) =
=0 = f(0,w), kde 0 je nulovy vektor.

Kazdy vektorovy prostor, ktery je vybaven skalarnim souc¢inem, ma také normu.
Definice. [Norma]. Normou vektoru X € R™ rozumime &islo

[1%]] = V f (%, %).

Definice. [Eukleidovska norma]. Norma vektoru ¥ € R™ na realném vektorovém prostoru

se standardnim skaldrnim soucinem je
>l — n 2
[|x]] = ’ i=1 X -

0ddil 3.1 se zabyva nasledujicimi tvrzenimi (a jejich diikazy):
1. Cauchy-Schwarzova nerovnost,

. Trojuhelnikova nerovnost,

. Pythagorova v¢éta,

. Kosinova véta,

. Rovnobéznikové pravidlo,

. Polariza¢ni identita,

. Jordan-von Neumannova véta.

3.1 Uzite¢né vztahy

NN DR W N
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3.1.1 Cauchy-Schwarzova nerovnost

Necht’ V je redlny/komplexni vektorovy prostor se skalarnim souc¢inem f. Pak

VX, y € V:If (X < lIXI] [IY]],
pfi¢emz rovnost nastane pravé tehdy, kdyz jsou vektory X a y linearné zavislé.

-

Diikaz 1. Uvazujme vektor g, ktery vznikne linearni kombinaci dvou nenulovych vektort X a y:
g = X — ay. Pro kazdy vektor plati, Ze jeho norma je vétsi (nebo rovna) nule:, tj.

141l = 11X — ay|| = O.
Rovnici umocnime:
1% — ayl|* = 0.
Podle definice normy rozepiseme levou stranu nerovnosti:
f(X—ay,x—ay) =0.
Dle bodu (ii) v definici skaldrniho soucinu tuto levou stranu upravime:
fEX) —af(%,y) —af (3, %) + a*f(5,) = 0.

Jsme na realném vektorovém prostoru, tedy plati, ze f(¥,y) = f(¥,x). Dale vyuzijeme definici
normy k upravé nerovnice:

1Z]1? = 2af (%,¥) + a* |¥]|* = 0.
Pro vétsi nazornost jesté preskupime Cleny:
a? [|y11? — 2af (4, ) + ||]|> = 0.

Miizeme si v§imnout, Ze leva strana obsahuje ¢leny a? a —2a, lze ji tedy povazovat za kvadraticky
vyraz v proménné a. Pojd'me vypocitat diskriminant tohoto kvadratického vyrazu:

D = (=2f(%,)* — 411711 1%]I%.

Kvadraticky troj¢len na levé stran€ ma byt vétsi nez nula, coz znamen4, Ze pokud bychom uvazovali
kvadratickou rovnici, ktera je tvofena prave timto troj¢lenem, neméla by realné koteny, nebo jeden
dvojnasobny. Z toho vyplyva, ze jeji diskriminant je nekladny:

0> D = (=2 y)*— 4 IVIPIZII* = 4f (%, 7) — 4 [IYII*]1%]|>.

Vydélime ¢tyfmi:
0> f2(X,5) — lIYII?11%]1%,
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pravy ¢len pfevedeme na levou stranu:
2112 117117 = f2 (%, 9),

coZ po odmocnéni dava:
IFGEND < TIEIHIYI

Norma je nezépornd, proto absolutni hodnotu na pravé strané miizeme odstranit:
IfF G < IZIIYII-

Diikaz 2. Druhy diikaz Cauchy-Schwarzovy nerovnosti vyuZije faktu, Ze vektory X a y lze jeden
projektovat do druhého. Na obr. 13 provedeme projekci vektoru X na vektor y:

Obradzek 13: K druhému dikazu Cauchy-Schwarzovy nerovnosti

Vychézejme z faktu, Ze délka vektoru € je nezaporna, tj.
|1€]] = 0.

Dale plati:
0<|lell* = f(éée.

Z obrazku je patrné, ze € = p — X; dosad’me tedy za é:
0<|e|l*=f(€&)=f@— %P —%).

Dale upravujeme:

Nyni za p dosadime %f/ (pro¢ dosadime zrovna tento vyraz se ¢tenat dozvi v oddilu 5.2)
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f@5) -2 G+ FED =EEBF 5.5 -2 L824+ 73,2,

Tudiz mame, Ze

. f2XY) pr= = 29 5> o
0<f(ee)=—=="= Y) —2———=+ f(x,x
f@8 =5E0 G5 - 2052 4 (3, 3)
a mizeme vyraz napravo upravovat. Prvni ¢len obsahuje v C&itateli f(¥,)) a ve jmenovateli
f%(9,9), mizeme to tedy zkratit. Posledni ¢len rozsifime vyrazem f(¥,¥), ¢imz pievedeme
vSechny tfi ¢leny vyrazu na spoleéného jmenovatele:

2(25 225 2 2 by
0 < L&Y _ o 0y) y JOOTG)
foy) Fo.y) Fo.y

Plati, ze f(y,y) = 0, ¢ili &itatel f2(X,5) — 2f2(X,9) + f(X,X)f(¥,¥) musi byt také neostie v&tsi
nez nula.

Konecn€ mame, ze

z ¢ehoz plyne pozadovana nerovnost.

3.1.2 Trojuhelnikova nerovnost

Necht' V je redlny/komplexni vektorovy prostor se skalarnim souc¢inem f. Pak
VX, y € V:IX + ¥l < [IX]] + [IYII.

Diikaz.

1%+ 112 < (171 + 171D?

FE+7E+9) < AFI+ 51D

fEX)+2fE 9+ 0.9 < (IZI + 117D

Dale upravujeme levou stranu (ozna¢me ji pismeny LHS, z anglického left-hand side):

LHS = f(, %)+ 2f (X, 9) + f,9) = |IX|I* + 2f (X, 3) + [[7|I%,

piidame do prostfedniho ¢lenu absolutni hodnotu, ¢imZ dostaneme nerovnost
[1X]1% + 2f (%, 5) + 117112 < HZII* + 21 f & 9] + ]2
Nyni pouzijeme Cauchy-Schwarzovu nerovnost:
X112 + 2 [£ G|+ P12 < HZNZ + 2 [1X]] Y]]+ 117117

Dile pak ||2[1* + 2 [IZ|| IFI] + [I¥11* = (1%l + [1¥D?.
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Dohromady tedy LHS = ||X + |12 < (||Z]| + ||J]])?.
3.1.3 Pythagorova véta

Necht' V' je redlny/komplexni vektorovy prostor se skalarnim sou¢inem f. Pro kazdé dva kolmé
vektory X,y € V plati:
1% + Y112 = [1%]1* + [1¥ 1.

Ditkaz. ||X+ V|| =fE+9,X+y) =f(X %) +2f(XY) + f(3,¥), €len 2f(%,¥) je roven nule
(vektory jsou kolmé, ¢ili jejich skaldrni soucin je nulovy), tj. f(X,%) + f(3,¥) = [IX]|? + ||Y]|>.

3.1.4 Kosinova véta

Necht’ V je realny/komplexni vektorovy prostor se skalarnim sou¢inem f. Pro kazdé dva vektory
X,y € V,jejichz thel je ¢, plati:

1% = Y112 = 1Z]1* + [I11* = 2 [IZ]] [|¥]|cose.

Ditkaz. ||X = y||* = f(X -y, =y) = f(£,X) - 2fEN) +f G5, 4. IX=FII* = [I%]]* -
2f (%, 7) + ||711%. Ze vztahu (¥) vime, Ze f(%,5) = ||%]| ||J]| cosg, &ili

11X = F112 = [12]1> = 2 [|%]| [|¥] cosp + ||F]]?.
3.1.5 Rovnobéznikové pravidlo
Necht’ V je realny/komplexni vektorovy prostor se skalarnim soucinem f; i, v € V. Pak plati
|12+ D112 + [[d = D112 = 2 |[d]|* + 2 [|9]]*.
Ditkaz. ||u + 9|2+ ||i —D|?=fU+ DU+ V) + fU—D,u—v)=f@u0+ fH,v)+
+2 |19/
3.1.6 Polarizaéni identita

Necht' V je readlny/komplexni vektorovy prostor se skalarnim sou¢inem f; %,V € V. Pak
- o 1 — - — -
Re(f(@,9)) =2 (Ild + |1 — [1@l1* = [I9]1%),

kde Re(z) znaci redlnou ¢ast komplexniho ¢isla z.

Ditkaz. ||@ + 9|2 = f@, @) + fF@ D) + FB,8) + £F@, D) = ||El12 + |[BI% + @&, D) + f (@ D).
Protoze z+Z = 2Re(z), dostavame ||@ + 3|2 = [|Z[|? + ||B]|2 + 2 Re(f (@, B)), ti. ||&+
+0]|? — |[d]|* = |I19]* = 2 Re(f (&, D).
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3.1.7 Jordan-von Neumannova véta

Necht’ V' je redlny vektorovy prostor s normou || - ||, ktery spliiuje rovnobéznikové pravidlo.

Definujme
|[2+912~|1d-v||?

f (@, ) =
Pak f je skaldrni soucin.

Diikaz. Je nutné ovéfit vSechny vlastnosti skaldrniho soucinu (definice je v oddile 2.3.2):
1. VU, peV:f(u,v) = f(¥,uU)
NN |24 e | i
f@ s =
— |[E+7]1°= (-1 |1E-7])?
4
|[E+7]1° | I(-D @-D)||1?
4
N e e

4
= f(@,0).
2. VU, p,w eV f(U+v,w) = fU,w) + f(¥,w)
S vyuzitim rovnobéznikového pravidla lze ziskat tyto dvé rovnice:
G +2) + FI1? + 1E +2) = 7112 = 201 + DI + 1711 (1)
1E =2 +JI1? + 11— 2) —FII* =2(E = DII> + [I7II*) ()

Odectenim rovnice (2) od rovnice (1) obdrzime:
E+2D+ TP+ IE+D) —FIIP - IE-D+ Y12+ E -2 —FII?) =

= 201G+ DI* + 11711») = 2(1E = DII* + IF11),
coZ lze upravit:
e Piiuprave levé strany pouZzijeme asociativitu s¢itani:
1GE+ )+ 2112 + 11— 9) + 2112 = [|(Z +$) — 211 = [|(X — §) — 2%
e Pravou stranu upravime tak, Ze vytkneme dvojku a ¢leny ||y||? a —||¥||? se vz4djemng

vyrusi:

2([1x + DI = [1E = DIIP).
Nyni k sob& dame prvni a tieti ¢len levé strany, coz nam vytvori novy ¢len 4f (X + y,Z); z
druhého a &tvrtého ¢lenu vytvotime ¢len 4f (X — ¥, 2).
Celkem tedy mame:
Af(X+9,72) +4f (X —y,Z) = 8f (,2),

coz po vydéleni ctyfmi da

fE+Y.D+f(E-y.2) =2f(X2).
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Nyni provedeme substituci:
U+v
2

o X

<l
<U

2
—

N\
Il

I
S

Nase rovnice tedy vypada:

Zlomky pfevedeme na spole¢ného jmenovatele:

fFEw)+£(Zw)=fa+5,w).
Po zkraceni dvojek vidime vysledny tvar:
f@,wW) + f(0,W) = f( +7,W)
3.Vvu,veV,Va €T:f(au,v) = a- f(uU,v)
Dukaz této Casti je slozit€jsi, Ctenaf jej mize nalézt napt. v [19].
4. VieV,u+o:f(Uu)>0

(et Y 24| e e 3 11

= [[4]]* > 0.
4 4 4

£, i) = 1

3.2 Ptiklady ,,nestandardnich* skalarnich soucinti
3.2.1 Vazeny skalarni soucin

Necht’ u, ¥ € Vi, ¢q, ., cp €T, fi, (U, V) = X1y ciuv;.

Priklad. Necht n = 4,¢; = —3i + 1, tj. vahy jsou —2,—5,—8 a —11, u = (7;2;4;1) a
U= (1;3;-2;5). Pak f,,(,v) =(-2)-7-1+(-5)-2-3+(-8)-4-(-2)+(—-11)-1-5=
=—14—-30+ 64 — 55 = —35.

3.2.2 Hermitovsky soucin

Pro dva vektory # a ¥ v komplexnim vektorovém prostoru je Hermitovsky soudin
definovén jako
fu@ V) = ZiLt wiv;.

Jedna se o rozsifeni standardniho skaldrniho sou¢inu na komplexni vektorové prostory.
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3.2.3 Soucin v prostoru polynomi

Prostor vSech polynomii stupné nejvyse n, oznacime jako B,. Vnitini soudin v tomto
prostoru definujeme jako

b
fe(x),q()) = [, p(x)a(x)x,
kde p(x) a q(x) jsou polynomy z P,. Tento soucin je definovéan na intervalu od a do b.

Pitklad. Necht n=3,a=1,b=4. Dile px)=3x2—7 a qx)=x3+
9Ix. fp(p(x),q(x)) = ff (3x% = 7)(x3 + 9x)dx = f14 3x> + 20x3 — 63x dx = [15x* + 60x?% —
63]% = (15 - 256 + 60 - 16 — 63) — (15 + 60 — 63) = 4 725.

3.2.4 Frobeniuv soucin

Frobenitv sou¢in dvou komplexnich matic A € C™*" a B € C™*" je dan vyrazem:

fr(A,B) =31, ¥, a;jb;;.

Priklad. Necht A, B jsou dvé komplexni matice,

1—-i 3 4 7+ 20
A=|(5-2i 7+i |,B=|2i 15 .
9+12i 2+5i 3—-7i 6-—i

Frobenitv soucin téchto dvou matic vypocteme takto:

fr(AB)=(1—10)-443-(7—20)+ (5 —20)(=2)+ (7+0)-15+ (9 + 120)(3 + 7i) + (2
+50)(6 + i) = 76 + 126i.

3.2.5 Kroneckeruv soucin

Mame-li matici A o rozmérech m X n a matici B o rozmérech p X g, je Kroneckertiv soucin
definovan jako matice C, kde

allB A alnB

c=(s wod >

amiB - amnB

Priklad. Necht A= (3 0),B=(1 2 4). Pak
1 3/’

5.1 2 4) 0-(1 2 4) (5 10 20 0 0 0)
C= = .
1-1 2 4 3-(1 2 4) 1 2 4 3 6 12
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4 Vnéjsi algebra

V této kapitole se presuneme z Eukleidovskych prostori E™ do vicedimenzionalnich vektorovych
prostorti V™. Na to potfebujeme jesté par definic z prostort R? popi. R3.

Jesté nez zaCneme definovat dal§i matematické koncepty, pozastavme se nad etymologii
a historii tohoto matematického odvétvi. Vnéjsi algebra se anglicky piekladd jako the exterior
algebra a také nese nazev po Hermannu Grassmannovi, tj. the Grassmann algebra. Hermann
Grassmann polozil zaklady této algebry ve svém dile z roku 1844 (viz kapitola 1).

V nézvu slovo vnéjsi napovida, e se jednd o typ algebry, ktera rozsifuje obvyklou algebru'’
(Casto zvanou vnitini algebra) o nové prvky a operace, které umoziuji pracovat s vektorovymi
prostory a geometrickymi objekty na mnohem obecnéjsi urovni. Zékladni operaci je v tomto pfipadé
vnéjsi soucin (anglicky wedge product), definujeme ji jako obsah rovnobézniku uréeného danymi
vektory. Znac¢ime ji A.

Mezi vlastnosti operaci v algebraickych strukturach patii naptiklad asociativita,
komutativita, antikomutativita a distributivita. Operace A je asociativni, antikomutativni
a distributivni, matematicky zapsano:

(UL A V) A (W AW,) = Uy AUy AWy AW,
VAW=—WA7D
a
VAW +W,) =[WAW,) + (DAW,).
4.1 Definice

Nejprve definujme podstatny pojem baze, na ktery navazeme vysvétlenim pojmu kanonické baze,
kterd je specialnim typem obecné baze.
Definice. [Baze vektorového prostoru]. Baze vektorového prostoru V™ je mnozina linearné
nezavislych vektoru, které generuji prostor V™.
Definice. [Kanonicka baze]. Kanonickd baze vektorového prostoru V™ je tvofena sloupci
jednotkové matice v prostoru V™.

& Pozorovani. Prvky kanonické baze jsou jednotkové vektory, tj. vektory, jejichz norma je
rovna jedné. Zaroven plati, ze jsou vici sobé kolmé (jejich skalarni soucin je roven nule). Z téchto
dvou vlastnosti vyplyva, Ze kanonicka baze je ortonormalni.

1 0 0
Ptiklad. Kanonicka baze v prostoru R® je tvofena vektory (O) ) (1) , (O)

0 0 1
Znaceni. Prvky kanonické baze znac¢ime postupné¢ eq, e,, ..., €.

Tvrzeni. Kazdy vektor prostoru R? Ize vyjadfit jako linearni kombinaci vektorii e, a e,.

17 Algebraickou strukturu, pfesnéji feceno.
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Ovéreni. Vezméme vektor ¥ = (a; b) a pokusme se ho vyjadfit jako linearni kombinaci
vektoril e; a e,. Z obrazku 14 je patrné, Ze vektor ¥ ma x-ovou slozku a-krat vétsi velikosti nez
vektor e; a y-ovou slozku b-krat vétsi velikosti nez vektor e,. Mizeme tedy psat:

U = ae, + be,.

Lo e U

a

Obrazek 14: Ilustrace rozkladu vektoru na slozky

& Pozorovani. VAV = 0.

Algebraické odvozeni. Z antikomutativity vyplyva, ze

VAV =—DAD.
Zprava pri¢teme vyraz v A U
VAVH+VAD=—VUAV+ VAV
a upravujeme:
2(0 A V) = 0.

Nyni staci uz pouze vydélit dvéma a médme pozadovany vysledek.

Geometrické odvozeni. Uvédomme si, co operdtor A znamena: v ivodu této kapitoly jsme
ho definovali jako obsah rovnobézniku. Jaky je obsah ,,rovnobézniku‘ , ktery je utvoren dvéma
totoznymi vektory? Spravné, je to nula, protoze dva totoZzné vektory netvoii rovnob&znik.

Definice. [Simplex]. Utvar, ktery je konvexnim obalem mnoZiny n + 1 afinné nezavislych bodi
v prostoru dimenze n, nazyvame simplex. Jednoduse feCeno, simplex je n-rozmérné zobecnéni
trojuhelniku. V této praci je n-rozmérny simplex znacen jako S,,.

Napriklad Osimplex je bod, 1simplex je tisecka, 2simplex je trojuhelnik, 3simplex je ¢tyistén
(tetraedr), viz obr. 15.

Obradzek 15: Simplexy
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4.2 Souvislost s determinantem

V oddilu 2.2 jsme si determinant definovali, ale nefekli jsme si jeho geometricky vyznam.
Pojd’'me na to: na obrazku 16 vidime dva vektory v = (vy;v,) a W = (wy;w,) doplnéné na
rovnobéznik. Lze pomoci soufadnic obou vektori n€jakym zplisobem vyjadfit obsah tohoto

rovnobézniku?
D Py C
....................... i e
Uo Al :
= w :
P3 —————————
Wo ~
U2 w i :
Yooy
|
il U1 P1 W B

Obrdzek 16: Obsah rovnobézZniku

Odpovéd’ je kladnd. Obsah obdélniku ABCD vypocteme jako (v + wy) krat (v, + wyp).
Tento obdélnik mlizeme ,,roziezat™ na mensi Gtvary — obdélniky a trojuhelniky, které oddélime od
rovnobé&zniku uréeného vektory ¥ a w. Budeme-li znat obsahy vSech oddélenych mnohouhelnikd,
uvédomime si, Zze spolu s obsahem rovnobézniku dévaji cely obdélnik ABCD, jehoz obsah jiz
zname.

Z obrazku je patrné, ze obdélnik ABCD je tvoten nasim rovnobéznikem, dvéma obdélniky
(PyBP,¥ a P;wP,D) a ¢tyifmi trojuhelniky (AP, D, DP,C, AWPza wCP,). Obsahy obou obdélnikii
se vypoc¢itaji jako soucin druhé soufadnice vektoru ¥ a prvni soufadnice vektoru w, prvni a étvrty
zminény trojuhelnik maji stejny obsah (% v1V,) azbyvajici dva trojuhelniky maji obsah §W1W2-
Hledany obsah je tedy

(w1 + W) (Vg + wy) — (VU + wiwy + 20,W1) = VW, — VoWy.

. “ g . . . . . Vi W1y < .
Pozornému Ctenafi neunikne, Ze vysledek je determinant matice ( ), ptfipadné souvislost s

V2 W3
vnéjSim soucinem:

VAW = (Ve + v3e5) A (wie; + wye,)

=v.e; A (wieq +wye,) +ve, A (Wieg +wyey)
=vwie; Ae; Fvwye Aey, +v,w e, Aey +vwse; Ae,
=viwres Ae, +vywie; Aeq

=v,wye; Ae, — v,wieq A e,
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4.3 Prostory vyssi dimenze

Jiz vime, co je to kanonickd baze. Pocet prvkl této baze se nazyvd dimenze dané¢ho
vektorového prostoru. Oddil 4.2 je popsan ve 2D prostoru, piestoze vypocty mizeme provadét
v libovolném prostoru dimenze n. Shriime naSe védomosti a zobecnéme je.

4.3.1 Dvojrozmérny prostor

Pro U = u e, + u,e, a v = vye; + v,e, jsme vyse vypocitali, ze
o Uy Uz
u/\vzdet( )ell\ez.
2

Obsah rovnobé&zniku, ktery je dan vektory # a ¥ vypoéteme jako velikost jejich vn&jsiho soucinu,

tj.
o o Uy U\, _ 5 (U1 Uz
|u/\v|—|det(v1 vz)l—Jdet (v1 vz).

Obrdzek 17: Geometricky vyznam vnéjsiho soucinu ve 2D

Dvourozmérny simplex, tj. trojuhelnik, ma obsah roven jedné polovin¢ obsahu
rovnobézniku. Tedy

S(A) =@ AD.

N |-

4.3.2 Trojrozmérny prostor
Dalsi dimenze ndm nabizi vice moZznosti jak vyuzit vnéjsi soucin: mizeme spocitat jak

povrch rovnobéznosténu (daného tfemi vektory %, ¥ a W), tak jeho objem.

Pro 17 =u.eq + Uu,€e, + Uzes, 17 = v1€q + V€5 + Vz€3 a W = wi€q + wr e, + wW3€3 mame

- o U Uy Uy
u/\v=det( z)elAe2+det(v1

Us d U Uj
v, v 3)e1Ae3+ et(v2 v3)e2/\e3.

v

Povrch tohoto rovnobéznosténu vypocteme jako

o o U Up U; Us Uy Us
_ _ 2 2 2
S=lunv|= \/det (Vl 172) + det (V1 v3) + det <Uz vg)'

Jeho objem je roven absolutni hodnot& vné&jsiho soucinu viech tif vektort u, v a w:
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U U Uz
UANVAW =det|V1 V2 V3 |e;Ae,Aes,
wy Wy W3

U U Uz U Uz Uz
V=]UAVAW|=|det|V1 V2 V3 ||= [det?(V1 V2 V3
wy wy W3 Wy Wy Ws

Obrdzek 18: Rovnobéznosteén, jeho povrch a objem

Tetraedr, coz je simplex v 3D prostoru a je na obrazku 15 uplné vpravo, ma objem rovny
Sestin€ objemu naseho rovnobéznosténu, tj.

4.3.3 Ctyt- a vice rozmérny prostor

Pro objem obecného n-rozmérného simplexu S,, plati tento vzorec:

1> - -
V(S,) = - V1 AUy A LA Dy
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5 Matematické souvislosti

vvvvv

zabyvajicich se tématem vektorové algebry, zminime koncepty, které se nehodilo zatradit do jinych
kapitol, ale jsou velmi uzite¢né. Jejich ptinos tkvi bud’ v tom, Ze si ¢tenaf vzajemné propoji, co se
jiz dozvédel (oddily 5.1 a 5.2), nebo se dozvi pocetni principy, které jsou sice nad rdmec zakladniho
textu o vektorech, ale mohou velice usnadnit a zjednodusit vektorové vypocty (oddily 5.3 a 5.4).

5.1 Arita operaci s vektory

Operace je podmnozina kartézského soucinu nékolika mnozin. To, kolik mnozin do operace
zahrneme, se nazyva arita. Jinymi slovy, arita operace oznacCuje pocet operandi, které dana
operace piijima. Uved'me ptiklady operaci, se kterymi jsme se v textu setkali:

Tabulka 3: Tabulka operaci

operace unarni binarni ternarni

priklad | kolmy vektor skalarni soucin, vektorovy soucin smiSeny soucin

5.2 Ortogonalni projekce

Zhruba uprostfed druhého diikazu Cauchy-Schwarzovy nerovnosti jsme narazili na myS$lenku, ze
kdyz projektujeme vektor X na vektor y, da se tato projekce vyjadfit takto:

Vysvétleme, pro¢ zrovna timto vyrazem. Za prvé si uvédomme, ze zlomek obsahuje jak ve svém
Citateli, tak ve svém jmenovateli Cisla (skaldrni souciny), jedna se tedy o prodlouzeni ¢i zkraceni
vektoru y. To odpovida geometrickému smyslu této projekce: vektor X ,,polozime* na vektor y.
Snazime se pii tomto ,,polozeni* zachovat smér vektoru y a pfitom korigovat jeho délku. Projekce
ma uréitou velikost, kterd zavisi na tom, jak moc jsou vektory X a y ,,rovnob&zné* . Tuto velikost
udava skalarni soucin X - y, protoze skalarni sou¢in zachycuje vztah mezi dvéma vektory: je vétsi,
kdyZ jsou vektory vice ,,srovnané* ve stejném sméru.

& Pozorovani. Je-li vektor X jednotkovy, pak X -y predstavuje (orientovanou) velikost
projekce y do sméru X.

& Pozorovani. Jsou-li na sebe oba vektory kolmé, velikost jejich vzajemné projekce jsou
nulové.
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5.3 Laplacetv rozvoj

Vyklad z nasledujici sekce se nam bude hodit pfi feSeni uloh z kapitoly 7. Jednd se o jednu
z moznosti, jak vypocitat determinant matice. Nejprve uvedme dva zakladni pojmy, které
potiebujeme znat, abychom pochopili Laplaceovu vétu o rozvoji determinantu: subdeterminant
a algebraicky dopln¢k.

M¢éjme Ctvercovou matici A, tj. matici, kterd ma stejny pocet fadkt jako sloupci.
Determinant matice, kterd vznikne z A vynechanim i-t¢ho fddku a j-tého sloupce, nazveme
subdeterminantem, zna¢ime M;;.

Priklad:
1 2 3 L3
Méjme A = (4 2 1) anecht i =3, j = 2, pak My, = det (4 1).
5 3 2

Algebraicky doplnék je ¢islo 4;; = (—1)™*/ - M;;. V nafem pripadé je tedy

Asy = (=1)3*2 - det (411 f)

Véta 1 Je-li ¢tvercova matice radu n = 2, pro kazdé i = 1,2, ..., n definujeme rozvoj matice A
podle i-tého radku jako vyraz ajq - Ajp + @iy - Ajp + -+ Qi - Ain-

[lustrujme Vétu 1 na piikladu:

7 0 2

A= <2 5 4), rozvinime tieba dle prvniho fadku. Rozepi$me si jednotlivé prvky a k nim
0 3 1

ptislusné algebraické doplnky:

5 4

a;1 =741 = (DM - det (3 1

)'a12 = 0;41, = (=1)'*? - det ((2) lll)'

— 9. — (—1)1+3. 2 5
a3 = 2;A13 = (—1) det (0 3).
Nyni staci tato tfi Cisla secist:

7-1-(5-12)+0-(-1)- (2= 0)+2-1-(6—0) = —49 + 12 = =37.

5.4 Gramova matice a Gramuv determinant

M¢é&jme n-prvkovou mnozinu vektorti ¥y, Uy, ..., ¥, ve vektorovém prostoru, na kterém je definovan
skalarni soucin ,,-“ . Gramova matice je ¢tvercova matice fadu n, jejiz prvek na pozici (i,j) ma
hodnotu v; - 9;.

Priklad: Necht’ n = 2. Pak Gramova matice vypada nasledovné:
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G (B B

1})2 * 131 132 * 132 '
Mgé&jme nyni dva vektory U a ¥, které sviraji tthel a. Spoéteme-li jejich Gramilv determinant, vyjde
nam zajimavy vysledek:

-

Cl=@ @9 - @ D@0 = 1@ P11 - (1] 17]] cosa)?.

N
%

N~
I~
A~

Vytkneme ¢len ||]|? ||7]]%:

[1211% 11211% = (1l 1P]] cosa)? = [l [|9]1*(1 — cos?a) = [[u]|? [|¥]|?sin*a.

Jak vime z geometrického vyznamu vektorového soucinu (oddil 2.4.2), vyraz ||u|| ||?]|sina se
rovna obsahu rovnobéZniku, ktery je tvofen pravé témito dvéma vektory u a v.

Plati tedy, ze

LL LY = @l 19 Psina = S?,
v-u v
¢ili obsah rovnobézniku vypocteme jako
S = u-u u-v
- > = - >
v-u v-v
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6 Mezipredmétové souvislosti

Mezipfedmétové vztahy piredstavuji klicovy prvek moderniho vzdélavaciho procesu, ktery
umoziuje studentim vnimat a pochopit souvislosti mezi jednotlivymi obory. Tento pfistup
podporuje integraci znalosti, rozviji kritické mySleni a zvySuje schopnost aplikovat naucené
poznatky vredlném svété. V této kapitole se zaméfime na propojeni matematiky s fyzikou,
informatikou a zemépisem, coZz jsou obory, které nejenze uizce spolupracuji s matematikou, ale také
Jji vyuzivaji jako zdkladni néstroj pro své vlastni discipliny.

6.1 Fyzika

Mezi malokterymi dvéma védnimi oblastmi lze nalézt tak tzky vztah jako mezi matematikou
a fyzikou. Matematika jako univerzalni jazyk piirodnich véd hraje zasadni roli ve fyzice, kde je
nezbytnd pro popis pfirodnich zakonl a analyzu fyzikalnich jevl. Fyzika zase poskytuje konkrétni
aplikace matematickych teorii, ¢imz umoznuje studentim Iépe pochopit abstraktni matematické
koncepty. V nasledujicich fadcich objasnime, co je to fyzikalni veliina a jaké jsou jeji typy. Dale
zabrousime do vybraného fyzikalniho oboru — mechaniky, kde se podivame na vzorec pro
mechanickou praci a také si vysvétlime princip naklonéné roviny.

6.1.1 Fyzikalni veli¢iny
Fyzikalni veli¢iny délime na tfi typy:
1. skalary,

2. vektory,
3. tenzory.

Tenzor je pojem nejobecnéjsi. Lze fici, Ze skalar je tenzor nultého fadu a vektor je tenzor
prvniho fadu.

Skalarni fyzikalni veli¢iny

Skalarni fyzikélni veli¢ina je Ciselnd hodnota, kterda ma typicky svoji jednotku. S timto typem

ey e

Tabulka 4: Zdkladni jednotky SI

Fyzikalni velié¢ina Zakladni jednotka | Znacka jednotky

délka metr m
hmotnost kilogram kg

cas sekunda s

elektricky proud ampeér A
termodynamické teplota kelvin K
latkové mmnozstvi mol mol
svitivost kandela cd

Vsechny tyto fyzikalni veli¢iny jsou veli¢inami skalarnimi.

38



Vektorové fyzikalni velic¢iny

Vektorova veli¢ina méa kromé ¢iselné hodnoty (velikosti) také smér a znac¢ime ji Sipkou nad jejim

pojmenovanim, napt. rychlost (¥ = 56 kTm) nebo sila (ﬁ = 84 N).
Tenzorové fyzikalni veli¢iny

Tenzor je zobecnény vektor. Slovo tenzor pochazi z latinského tensio, coz znamena napéti. Tenzory
fadu dva je mozné reprezentovat maticemi. Mezi tenzorové fyzikalni veli€iny patii tenzor napéti,
deformace, ¢i moment setrva¢nosti.

Tenzorovy soucin vektori

Dva trojslozkové vektory #=i+3j—5k a ¥ =2i—4j+Kk lze vyndsobit tenzorové.
Vynasobime je ¢len po ¢lenu, stejné jako mnohocleny:

uv=1-2ii+1-(—4)ij+1-1ik+3-2ji+3-(—4)jj+3-1jk+ (-5)-2Ki +
+(=5) - (—4) kj + (=5) - 1 Kk,

tedy:
uv =21ii—4ij+ik+ 6ji — 12 jj + 3 jk — 10 ki + 20 kj — 5 Kk.

Nyni vznikly mnohoclen zapiSeme do matice:
2 -4 1
uv =16 -12 3 ).
-10 20 -5

Mechanika je obor fyziky zabyvajici se pohybem (a rovnovahou) téles nebo bodi. Mezi zakladni
vektorové veli€iny patfici do mechaniky se fadi zrychleni a také sila, ktera toto zrychleni zptisobuje.
Podle ptistupu ke studiu pohybu téles a jejich rovnovazného stavu délime mechaniku na dynamiku
(ktera se dale déli na kinematiku a kinetiku) a na statiku.

6.1.2 Mechanika

Vzorec
W =F -3 =|F||3|cosa

déava do vztahu mechanickou préci, silu a drahu, a je zminén v oddilu, ktery se zabyva geometrickym
smyslem skaldrniho souc¢inu (oddil 2.3.3).

Zkoumame-li mechaniku tuhého télesa, mizeme tihu (5 ), ktera plisobi na téleso, rozlozit na
dvé slozky: normélovou silu (ﬁ) a pohybovou silu (ﬁp). Sméry obou sil jsou na sebe vzajemné
kolmé, viz obr. 19.
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Obrdzek 19: Naklonénd rovina

6.2 Informacni technologie

Informatika, ktera se zabyva algoritmy, programovanim a datovou analyzou, ma své zaklady pevné
ukotvené v matematice. Matematické znalosti jsou kli€¢ové pro vyvoj efektivnich algoritmill a pro
feSeni komplexnich problémt, které informatika studuje. Zaroven informatika nabizi nastroje
a metody, které mohou matematické vypocty a analyzy vyrazné usnadnit a zefektivnit.

6.2.1 Prace s daty

Prace s daty je dilezitd v mnoha odvétvich, v€etné obchodu, védy a zdravotnictvi. Diky pokroku
aspektem pro konkurenceschopnost a inovace.

V ramci prace s daty je nezbytné nejenom ziskavat a ukladat data, ale také je spravné
interpretovat a vyuZzit k formulaci informovanych rozhodnuti. ProtoZze data mohou byt slozitd
a obsahld, matematika a informatika sehravaji klicovou roli pfi vyvijeni nastrojl, technik
a algoritmi pro efektivni praci s daty. Matematika poskytuje teoretické zaklady pro analyzu dat
a vyvoj statistickych modelt, zatimco informatika pfinasi technologické néstroje a algoritmy pro
jejich zpracovani a interpretaci.

Mezi nejznamé;jsi tabulkovy procesor patii Microsoft Excel. V Microsoft Excelu jsou data
obvykle organizovana do bunék, které mohou obsahovat rlizné typy informaci, jako jsou napf. text
nebo ¢isla. Kdyz mluvime o vektorech v matematice, obvykle mame na mysli uspotadanou kolekci
¢isel nebo jinych objektii. V Excelu miZete vytvofit vektor napiiklad pomoci jednoho sloupce (nebo
jednoho tadku), ktery obsahuje soubor dat. Kazdy prvek v tomto sloupci by pak odpovidal jednomu
prvku v nasem vektoru.

6.2.2 Kodovani textu a Sifrovani

Koédovani i Sifrovani maji spolené to, ze méni podobu textu. Maji vsak jiny tcel. Cilem Sifrovani
je uchovani tajemstvi. Cilem kdédovani neni utajeni, pouze spolehlivy zaznam ¢i pienos zpravy.

Pro kodovani textu v pocitacich se pouzivaji metody zalozené na binarnich ¢islech, tj. nuly
a jednicky, nebo je znaklim textu pfifazena Ciselnd hodnota z intervalu [0;127], ktera je pak
konvertovana do dvojkové soustavy. Vektory stimto tématem uzce souviseji. Kdyz mame
napft. slovo s = 100 a generujici matici
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zakddujeme jej takto:

1 0 0 1
(1 0 00 1 0 1)]= 0 0 1.
0 0 1 1

Pokud chceme zaSifrovat slovo VEKTOR (napft. pouzitim Hillovy Sifry), zakodujeme jej tak, ze
kazdému pismenu pfifadime Cislo od nuly do 25 (v anglické abecedé je 26 pismen), tj. VEKTOR =
=(21; 4; 10; 19; 14; 17). Nahodn¢ zvolime klicovou matici: (3 g) Matice je typu 2 X 2 (fadu

y . AT 10, 1A, 1 o C (21 [10\ (14
2), coz znamena, ze vektor (21; 4; 10; 19; 14; 17) rozdélime do bloka po dvou: (4 ) , (19) , (17)
a tyto bloky postupné vyndsobime klicovou matici:

G DG =G =)
G 5G9 =Gl104s 10) = (1s):
G G2 =Gats 1) =()
Abychom mohli vyjadtit noveé vznikly vektor (75; 62; 87; 115; 93; 123) pomoci (anglické) abecedy,

musime pouzit operator modulo. V naSem piipad¢ budeme vSechny prvky nové vzniklého vektoru
délit ¢islem 26 a budou nas zajimat jejich zbytky.

(75;62;87;115;93;123) mod 26 = (23;10;9;11; 15; 19)
Poslednim krokem je pfevést prvky vektoru (23; 10; 9; 11; 15; 19) do latinky.
Tj. 23=X,10=K,9=J,11=L,15=P,19=T.

Zasifrované slovo ,, VEKTOR® je pomoci nahodn¢ zvolené klicové matice (3

2 5) ve tvaru
SXKILPT .

6.2.3 Grafika

Pocitacova grafika je oblast vypocetni techniky, ktera se zabyva tvorbou a upravou grafickych
informaci. Dle zpiisobu zpracovani obrazu se dé€li na rastrovou (bitmapovou) a vektorovou grafiku.

Rastrova grafika je tvofena miizkou (tzv. rastrem), kterou lze reprezentovat matematicky
pomoci matice. Kazdy pixel (tj. ,,policko* ) ma svou barvu, jejiz format je naptiklad RGB nebo
CMYK (viz obr. 20).
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Y

RGB CMYK

Obrazek 20: Ukdzka barevnych modeli

Vektorova grafika je oproti rastrové grafice dobie Skdlovatelna: zatimco bitmapovy
obrazek ztraci kvalitu pfi piiblizeni, vektorova ilustrace je vice odolna vii¢i zoomu. Dalsi vyhodou
vektorové grafiky je, Ze diky matematickému popisu mivaji vektorové obrazky mensi velikost.

6.3 Geografie

Vektory mohou byt uziteCnym pomocnikem 1 v geografii, napft. pfi riznych modelech a simulacich,
uzemnich planovanich a analyze a prevenci potencidlnich rizik.

6.3.1 Kartografie

Kazdy vektor ma svilij po€atecni a koncovy bod. Mista na mapé mohou byt také reprezentovana
body, potazmo vektory. Mzeme takto naptiklad vypocitat, jak dlouhd je vzdusna ¢ara z bodu A do
bodu B. Pokud trasou nelze jit pfimo (tj. po t€ vzdusné care), tak plati, ze ¢im vice ,,mezizastavek*
zahrneme do vypoctd, tim ptesnéjsi naS odhad bude.

Vektory se hodi nejen pro modelaz drahy na mapé, ale také naptiklad ke znazornéni pocasi
a klimatickych jevi. Obrazky 21 a 22 ukazuji uzite¢nost konceptu vektoru i v kartografii.

souvislosti

Predstavte si, Ze do kaZdého bodu roviny umistime néjaky vektor. Dostaneme tzv. vektorové pole. Pomoci
vektorovych poli se znazorfiuje napfiklad smér a sila vétru v meteorologickych mapach, proudéni mofskych
proudit nebo proudéni kapaliny v potrubi.

Mof#ské proudy v okoli Antarktidy

Obrdzek 21: Vyriatek ze stfedoskolské ucebnice”

* Ucebnice je podrobnéji rozebréna ve druhém oddilu kapitoly 8.
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Obrazek 22: Prehled morskych proudd na svété
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7 Vybrané ulohy

Tato kapitola obsahuje 13 uloh, kter¢ maji za cil procvicit teorii, ktera byla vylozZena v pfedeslych
kapitolach. Ulohy jsou inspirovany zdroji [3], [6] a [14].

Uloha 1 Urcete vzdilenost bodu A = [2; —3] od kolmého priimétu bodu B = [1; —2] na osu x.

4+

Obrdzek 23: llustrace k feseni ulohy 1

Reseni: Soufadnice kolmého primétu B’ bodu B na osu x ziskame tak, Ze bod B promitneme na
osu x (viz obr. 23). VSimneme si, Zze x-ova slozka zistala stejnd, a y-ova soufadnice je rovna nule.
Vzdalenost bodi A a B’ spoéitdme jako velikost vektoru A — B':

12 =1, =3)|| = y12 + (=3) =@.

Uloha 2 Najdéte vektor ¥, ktery je rovnobézny s vektorem U = (3;4) a jehoz velikost je 10.

Reseni: Je zfejmé, ze hledany vektor ¥ bude n&jakym k-niasobkem vektoru . Velikost vektoru
je |u] = Vv3?% + 42 = 5. Hledany vektor v je tedy dvakrat del§i nez znamy vektor . Sta¢i tedy obé
soufadnice vektoru U vynasobit ¢islem dva. Hledame-li vektor ¥ jako vektor vazany, pak ma ¥
soufadnice ¥ = (6; 8). Pokud ndm nezalezi na po¢ate¢nim bodu, piipadné na orientaci, miize byt

dalsim feSenim i vektor X, viz obr. 24.
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Obrdzek 24: llustrace k reseni tlohy 2

Vvoev

Uloha 3 Necht A[—1;2; 4], B[1; 3; —2], C[6; 1; 0] jsou tFi body v roviné. Urcete, zda tyto body

Reseni: Pokud by body 4, B, C lezely na piimce (tj. byly by kolinearni), nemohly by tvofit vrcholy
trojuhelniku. Budeme tedy zji$tovat, zda jsou vektory t = B — A a ¥ = C — A linearné nezavislé:

Uu=B-A=(1-(-1);3-2;-2-4)=(2;1;,-6)
vV=C—-A=(06-(-1);1-2;0-4)=(7;,-1;4)
Z druhé slozky obou vektort vidime, ze jeden je (—1)-ndsobkem druhého, coz o ostatnich
slozkach neplati. Vektory @ a ¥ jsou tedy linearné& nezavislé.

2%

T':: [a1+b1+cl
3

. a2+b2+C2 . a3+b3+c3
’ 3 ) 3 ’

muzeme do néj dosadit a mame hotovo. Pokud vzorec nezname, nakresleme si situaci:

A S

45



Z obrazku 25 je patrné, Ze
T=C+X.

vvvvvvvv

strany S je dvé ku jedné, tedy plati ¥ = 2(5 — (). Soufadnice bodu S jsou

)

5|

a1+b1 . a2+b2 . a3+b3]
2 2 2 !

a1+b1—2C1 . a2+b2—2C2 . a3+b3—2C3
2 ’ 2 2

5 2 , y . y
tedy x = 5( ; ) a po upravé dostavame, ze

> a1+b1—201 . a2+b2—2C2 . a3+b3—2C3
x= 3 ’ 3 ’ 3 '

Bod C ma soufadnice

ey e 3¢, 3¢, 3c
C = [c4; ¢3; c3], po rozsiteni trojkou C = [Tl‘TZ'Ts]

WOV

Pokud tedy pfi¢teme k bodu C vektor ¥, ziskame kyzené soufadnice t&zisté T

T _ [a1+b1+C1 . a2+b2+C2 . a3+b3+C3]
= 3 .

! 3 3
. -1+1+6 2+3+1 4—2+0]

3’ 3 7’ 3

)

2
=227,

Uloha 4 Méjme vektory @ = (2;3;1),b = (—4; 6;8), & = (2;15; 11). Zjistéte, zda jsou
komplanarni.

Reseni: Vime, Ze tii vektory jsou komplanarni (IeZi v jedné roving), je-li jejich smigeny souéin roven
nule. Pojd'me tedy spocitat vyraz d - (b X C):

a; az; as 2 3 1
det <b1 b, b3) =det (—4 6 8 )
€1 C (3 2 15 11

Determinant matice 3 X 3 se da pocitat vicero zpusoby: pomoci Sarrusova pravidla (obr. 4),
pomoci Laplaceova rozvoje, nebo téZ za uplatnéni vlastnosti determinantu. Zkusime tfeti variantu.
Vlastnosti determinantu jsme probirali v oddilu 2.2.1. Vydélme 2. fadek dvojkou, a tedy vynasobme
timto Cislem 1 cely determinant:

2 3 1 2 3 1
det|—4 6 8 |=2det| -2 3 4 .
2 15 11 2 15 11

Vsimneme si, Ze prvni sloupec je ndsobkem ¢isla 2 a druhy sloupec je ndsobkem ¢isla 3:
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2 3 1 1 1 1
2 det (—2 3 4 ) =12det| -1 1 4 ).
2 15 11 1 5 11

Pri¢teme k druhému tadku tadek prvni, a také pricteme (—1)-nasobek prvniho tadku k tfetimu
radku, ¢imz se determinant nezméni:

1 1 1 1 1 1
12 det (—1 1 4 |=12det{0 2 5 |
1 5 11 0 4 10
Posledni operaci, kterou provedeme, bude pfi¢teni (—2)-nasobku druhého radku k tretimu fadku:
1 1 1 1 1 1
12 det (O 2 5 |=12det{0 2 5).
0 4 10 0 0 O

Dle druhé¢ vlastnosti z oddilu 2.2.1 vime, Ze cely determinant je nulovy. Zadané vektory tedy jsou
komplanarni. Vysledek miiZeme ovéfit za pouziti jiZ zmin€ného Sarrusova pravidla.

Uloha 5 Stanovte chybéjici souradnici vektoru @ = (2; 0; z) tak, aby lezel v téze roviné s vektory
m = (0;3;5),7n = (—2;0; —4).

Reseni: Pro komplanaritu tfi vektor( sta¢i zajistit, aby jejich smideny soucin byl roven nule. Vime,
ze determinant matice lze vypocitat Laplaceovym rozvojem. Pojd’'me ho zkusit:

2 0 z
det(0 3 5 |=2-(-D" det( ° )40 (D)2 -dee(D Z )+
PP 0 —4 0 —4

+(=2) - (=1)'*3 - det ((3’ 7).
Prosttedni ¢len nam vypadne (ndsobime nulou) a zbylé dva ¢leny se maji rovnat nule. Tedy:

3 5

2-(—1)1+1-det(0 »

)+ (=2) - (=1)"*3 - det (g )=o.

Déle pocitame:

2:1+(=12—0)+ (=2) - 1-(=32) = 0.
Rovnici dofeSime:

244+ 6z=0>z=4

Vektor @ ma tedy soufadnice d = (2;0; 4).
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Uloha 6 Vypocitejte obsah trojithelniku v roviné, jsou-li jeho vrcholy déany souradnicemi:
A[—-1;-1],B[2;0],C[1; 3].

Obrazek 26: llustrace k reSeni tlohy 6: doplnéni trojuhelniku na rovnobéznik (tverec)

Reseni: Nenechdme se zmast zadanim a umistime trojihelnik do 3D prostoru — pfidime mu tieti
soufadnici: A[—1;—1;0], B[2; 0;0],C[1;3; 0]. Vytvofime vektory # a ¥ nasledovné: 4 = (B —
A) = (3;1;0),v = (C—A) =(2;4;0). Vektorovym soucinem, respektive jeho absolutni
hodnotou, vypoc¢itdme obsah rovnobé&zniku uréeného vektory i a v:

| x #| = |(0; 0; 10)| = V0? + 02 + 10 = 10.

Nesmime vysledek zapomenout vydélit dvéma. Nds totiz nezajimal obsah rovnobézniku, ale obsah
trojuhelniku, ktery je pochopitelné poloviéni. Zadany trojithelnik ma tedy obsah 5 j 2.

Uloha 7 Uréete souradnice vicholii obdéIniku ABCD, zndte-li body A =[—4;6],C = [0; 8]
a vite-li, Ze pro strany obdélniku plati: |AB| = 2 |BC|. Najdéte obé reseni.

Reseni: Oznaéme soufadnice hledaného bodu B = [by; b,] a vektory z tohoto bodu vychézejici:
Uu=B—Av=B-—C.Ciselné 4= (b; +4;b, —6) av = (by; b, — 8).

Obrdzek 27: llustrace k feseni ulohy 7
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Z informace, ktera je nasnadg, Ze vektor U je kolmy na vektor ¥, ziskame rovnici

Dale spocteme velikosti vektorti ¥ a v:

||| = /(by + 4)2 + (b, — 6)7,
15]| = v/bZ + (b, — 8)%

Ze zadani vime, Ze U = 27, tedy

J(by + 4% + (b, — 6)2 = 2,/b2 + (b, — 8)2.
Provedeme ekvivalentni upravy:
b? + 4b; + b5 — 14b, + 48 = 0,
3b? — 8b; + 3b2 — 52b, + 204 = 0.
K rovnici (ii) pfi¢teme (—3)-nasobek rovnice (i), abychom eliminovali kvadratické ¢leny:
—20b; — 10b, + 60 = 0,

tj. b, = 6 — 2b;. Nyni mame krasny vztah mezi linedrnimi ¢leny b; a b, a mizeme dosadit dle

naseho vybéru do rovnice (i ) nebo (ii) za b,. Vyjde 5b% + 8b; = 0, z ¢ehoZ vypodteme, Ze se b,
rovna nule nebo —g. Pro b; = 0 dopocteme, ze b, = 6 apro b; = —S je by, = %.

Hledané body B; a B, tedy maji soufadnice B; =[0;6] a B, = [—g ;%]. Zbyva
dopocitat body D; a D, a jsme hotovi.

Bod D; vypocteme tak, Ze ,,vyjdeme* z bodu A a urazime stejnou vzdalenost, jako je to
zbodu B; do C. Re¢eno matematicky, k bodu A pfi¢teme minus jedna nasobek vektoru v:

Numericky D; = [—4; 6] + (0; 2) = [—4; 8]. Bod D, vypocitame obdobné¢:
8 6 12 24
D, =A+[-(B, = O] =[-46]+(C;—)=[-7:%]
Uloha 8 Dokazte, ze jestlize jsou vektory @ + bad—b navzdjem kolmé, potom ||d|| = ||B ]

Reseni:
f(@+b,d—b)=0
f(@a@ ~f(@b) + f(@b) ~ f(b,b) =0
f(@,a) = f(b,b).

l
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Velikost je nezaporna:
f(d,a) = f(b,b)

£2(d,d@) = f%(b,b)
\1él| = [B]]-

Uloha 9 Ovéite, ze v prostoru R? se skaldrnim soucinem danym matict (i D i f(d
(ug;uy) (i 1) ( ) = 2u V1 + UV + UV, + UL V,, je posloupnost < ( > ortogonalni

a najdete ortonormalni bazi tohoto prostoru.
Reseni:

(1;0)@ 1)( h= @n(; D=-2+2=0

eI . 1 -1
Ortonormalni bazi nalezneme znormovanim ortogonalni posloupnosti ((0) , (2 ))

||((1))||=J(1;0)(f (1) J(21) -2,

2
GHi=Jeua DGH=Jon;h=v2
Hledana ortogonalm baze ma tedy Cleny \/_( ) ( )

Uloha 10 Vypoctéte praci W sily F= (4; —3) po drize AB, kde A = [-4;0] a B = [8;5].

Reseni: V této uloze vyuzijeme vzorec z oddilu 6.1.2: W = F- S; vektor sily je pfimo v zadani,
vektor dréhy § musime dopotitat: § = B — A = (12;5). W =412+ (=3) -5 = 33/.

—

Uloha 11 Necht vektory i, v, W spliuji

[l = I9]] = [IW]] = 1, (1)
U+v+w=o. (2)

Vypoctéte hodnotu vyrazu 4 - v+ v -w+ W - U.
Reseni: Prozkoumejme druhou mocninu trojélenu o + v + w:

> —

U+DP+W)?2 = +02+w2+2@W- D+ -wW+w-).

Nyni na levou stranu rovnice pouzijeme znalost (2):
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-

0=U+D24+W2+2U -0+7 - W+ Ww-1.
Déle upravime znalost (1) nasledovné:
[|d]| = 1= 4% = 1,resp.||P|| =1 = 9% = 1,resp.||W|]| =1=>Ww? = 1.

Muzeme tedy psat

0=14+1+4+14+21U-v+0-w+w-uU),
Uloha 12 Urcete vsechny hodnoty parametru q, pro které je vektor i = (q; %q ; ?) Jednotkovy.

Reseni: Vektor nazveme jednotkovy, pokud je jeho velikost rovna jedné. Velikost vektoru
vypocteme jako odmocninu ze souctu druhych mocnin jeho slozek, tj.

jait = o + () + () L1

Upravme vyraz pod odmocninou:

2
16_q+q2_6_q+ 9

2 4 92
q 9 5 25’

seCtéme ti1 kvadratické ¢leny:

340’ _ 64 9
9 5 25

a preved'me vSe na spole¢ného jmenovatele, coZ je nejmensi spole¢ny nasobek ¢isel 9, 5 a 25:

850q%—270q+81
225
Vrat'me se k plivodni rovnici s odmocninou. Chceme, aby se odmocnina z ndmi upraveného vyrazu

rovnala jedné. Musi tedy platit, Ze i vyraz pod odmocninou je roven jedné, jelikoz plati V1 = 1.
Tento fakt je zfejmy, nicmén¢ je zde zminén proto, abychom nemuseli celou rovnici umociiovat.

Maéme tedy, ze

850q%—270q+81 _
225 -

1.

Nyni uz mizeme provadét tpravy dle potieby; vynasobime tedy celou rovnici jmenovatelem levé
strany, ¢ili se ndm na strané pravé objevi ¢islo 225, které nasledné od obou stran rovnice odecteme:

850g2% — 270q — 144 = 0.

Nové vzniklou rovnici lze vydélit dvéma:
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425q% — 135q — 72 = 0.

Zbyva uz jenom dopocitat dva koteny této kvadratické rovnice:

_ 1354+,/(—135)2—4-425-(-72) _ 1354375
q12 = 850 ~ 850 ’
_ 1354375 _ 510 _ 3
91= 7450 850 5
_ 135-375 240 _ 24
92 = "g50 ~ 850 85

. . . o o - 5
Zkousku provedeme vypoctem délky vektort u; = (g ; g; 0) au, =(— g ;= z ;= 1—7):

2 2
- 3 4 9 , 16
=G +G) = m+s-
322 152

N 24\2 32\2 15\2 242
”“2”—\/(——) (-2 () =ttt s

85

_ 242 n 322 n 152-52 V24243224752 _ /576+1024+5625 _
T 452172 52172 172.52 517 h 517 h
7225 _ 85 _ 1
T 517 85

Uloha 13 Méjme vektor ¥ = (4;2) a vektor X je ddn tak, ze jeho projekce na vektor y ma
polovicni délku nez vektor y a samotny vektor X md dvojndsobnou délku oproti vektoru 7.

Vypoctéte ithel mezi vektory X a y.

Reseni: Ze zadani vime, ze y = (4;2),%, = %37 = (2;1). Podle vzorce pro projekci

8

<U

-

xp=

y

<Y
<

vypocitame slozky vektoru X. Pak jiz bude snadné vypocitat odchylku vektoru ¥ od vektoru y.

Nejprve oznaéme nezname slozky vektoru X:
-
X = (xq; %2).
Jelikoz ve jmenovateli vzorce pro projekci mame (nenulové) ¢islo, miizeme jim vynasobit celou

rovnici:
0N x =& Y)Y

Levou stranu mizeme dopocitat:
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- X, =4 4+2-2)%, =20 (2;1) = (40; 20).

Skalarni sou¢in neznamého vektoru X s vektorem y spocitame jako:

(x1;x3) - (;) = 4x, + 2x,.
Cela prava strana rovnice tedy vypada takto:
(4x; + 2x3) -y = (4xq + 2x3) - (4;2) = (16x; + 8xy; 8x1 + 4xy).
Rovnice ma tedy tvar:
(40; 20) = (16x1 + 8x5; 8x4 + 4x5).
Z této rovnice ziskame informace pro prvni slozku i druhou slozku hledaného vektoru:

* Prvni slozka neznamého vektoru x: 40 = 16x; + 8x,,
* Druh4 slozka neznamého vektoru x: 20 = 8x; + 4x,.

Obé rovnice nesou tutéz informaci: koncovy bod hledaného vektoru ¥ lezi na ptimce 20 =
= 8x + 4y, tj. (po vydéleni ctyfmi) 2x +y — 5 = 0. Smérnicovy tvar této ptimky je: y = —2x +
+5. Vektor ¥ ma tedy soufadnice ¥ = (x; —2x + 5).

Sice jesté nemame konkrétni soufadnice hledaného vektoru X, ale uz se blizime — mame je
vyjadfeny na zakladé jedné proménné x. Pojd'me se posunout dal. Tim, Ze mame informaci
o velikosti vektoru X, ndm z nekoneéné mnoziny vech koncovych bod zbude pouze mnozina
konec¢na, dvouprvkova. Prisli jsme na to nasledovné:

Velikost vektoru y je:
17| = V42 + 22 = V20 = 2v5.

Velikost vektoru X je:

Jx%+ (—2x + 5)2,
Zadani pozaduje, aby platilo:

X1 = 2 [[¥1l,
tedy

Jx2+ (=2x+5)2 =225,
Rovnici feSime umocnénim:
x% + 25 — 20x + 4x% = 80.
Uspotadame ¢leny na jednu stranu a poscitdme, co je mozné:
5x% — 20x — 55 = 0.
Jesté vydélime péti:

x> —4x—-11=0.

Tuto kvadratickou rovnici vyfesime pomoci diskriminantu:
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Xy, =T =y =24 V15,x, =2 - VI5.
Do vyse vypocitanych soufadnic ¥ = (x; —2x + 5) nyni mizeme dosadit konkrétni hodnoty:
% =2 +V15,1-2V15), % = (2—V15;1+ 2V15).

Ted’ sta¢i uz jenom dopocitat uhel a, ktery svira X; s vektorem y. (Nezalezi na tom, jestli pocitame
odchylku vektorit X;,y nebo X,,y, oba uhly jsou stejné.)

iy (24+V15)-4+(1-2V15)-2 _
(TE2AIN1RA \/(2+\/ﬁ)2+(1—2\/ﬁ)2-m

cosa =

8+415+2-4V15 10 10 _ 1

V4+4V15+15+41-4/15+60-y20 V80-V20 40 4

Tedy plati, ze

@ = arccos G) = 75°31’.

V pritb¢hu feseni této ulohy si ¢tendi mohl procvicit vSechny tii vyznamy symbolu tecky ( ,,-“ ) —
nasobeni ¢isla ¢islem, nasobeni vektoru ¢islem, 1 skalarni nasobeni dvou vektor.
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8 Porovnani ucebnic

Tato kapitola se zabyva srovnanim pfistupu k tématu vektorit v Sesti uCebnicich, z toho jedné
internetové (viz tabulka 5). Chtéla bych zdlraznit, Ze jsem analyzovala pouze kapitoly na téma
vektorové algebry, nikoliv celé ucebnice. Kazdy oddil obsahuje obrazek obalky dané ucebnice
a zhodnoceni jejiho nejvétsiho kladu/ptinosu. Ucebnice jsem vybirala podle aktudlnosti (sama jsem
jako zékyné€ pouzivala ucebnici (a)) a dle dostupnosti.

Tabulka 5: Prehled analyzovanych ucebnic

Nazev ucebnice Autori Nakladatelstvi ‘ Rok
(a) Matematika pro M. Kocandrle, L. Bocek Prometheus 1995
gymnazia: Analyticka
geometrie
(b) Od prvaku k maturit¢; J. JanySka Fraus 2020
Matematika s nadhledem:
Analyticka geometrie
v roving
() Edexcel AS and A level | S. Hooker, M. Jennings, B. Heinemann 2008
Modular Mathematics: Moran, L. Pateman Secondary
Mechanics 1 Education
(d) Matika pro spoluzaky: | M. Liska, T. Valenta, L. ProSpoluzéky.cz | 2017
Analytickd geometrie Kral s.T. 0.
(e) Matematika pro SOS | J. Kolouchova, J. Repova, Prometheus 1986
a studijni obory SOU 5. V. Sobr
cast
() Portal stfedoSkolské Vedouci projektu: J. Katedra didaktiky | 2011
matematiky Robova matematiky, MFF
(https://www.karlin.mff.c UK
uni.cz/ portal/)
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8.1 Ucebnice (a)
V této ucebnici je tématu vektorl vénovana kapitola 2 (oddily 2.1-2.9). Jako jeji nejvétsi piinos
vidim rozsitujici latku (konkrétné posunuti soustavy soutadnic a otoCeni kartézské soustavy

soutadnic), hloubku (kromé skaldrniho soucinu je zde zminén vektorovy ismiSeny soucin)
a interdisciplinaritu (souvislosti pfedevsim s fyzikou, viz obr. 28).

3
QQ""\.
A 2.3 Séitani vektori

2

5 ¥ 73

E ’ N.’-:uélme se sCitat vektory. Vime, e piisobi-li na néjaké téleso dve
g sﬂy, ml.IZf’.HlE' tyto sily floéit a nahradit je jedinou silou, jejiz piisobeni
g — ma _ste_]ny vysledek. Séitat vektory budeme tak, aby jejich s¢itani od-
3 povidalo skladéni sil, tj. aby souéet vektorii odpovidal vyslednici sil.
= PRG:.

2 GYMNAZIA

< Obrdzek 28: Motivace ke s¢itdni vektor( v ucebnici (a), str. 30

S S

—

a

Obradzek 29: Obdlka ucebnice (a)

8.2 Ucebnice (b)

Tato ucebnice podporuje mezipfedmétové vztahy nejen s fyzikou, ale i s anglickym jazykem.
V rameccich jsou uvedeny pojmy v pfekladu do anglictiny (viz obr. 31) ancktera zadani
ukazkovych prikladl jsou také v anglickém jazyce. Za dalsi klad této uebnice povazuji interaktivné
zpracovany on-line pracovni seSit. Dale I1ze pozitivn€ hodnotit, Ze v Gvodu kazdé kapitoly jsou
uvedeny jeji cile (viz obr. 31) a nejsou opomenuty ani souvislosti v ramci matematiky (viz obr. 31).

0D PRVAKU K MATURITE

ANALYTICKA
GEOMETRIE
V ROVINE

B %% obrizek 30: Obdlka ucebnice (b)
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e fyzice vyjaduji vektory napiiklad silu
nebo rychlost?

diky rozkladu sil na naklonéné roviné se da
nezabrzdény automobil do pohybu?

v meteorologii se vektory poudivaji

I vyjadFeni sméru a sily vétru?

pomoci vektoril se zobrazuje proudéni
motskych proudis nebo proudéni kapaliny
v potrubi?

Nauiis se...
stitat a odéitat vektory.
nasobit vektory Eislem.
vyjadfit vektory v roviné pomoci soufadnic.

uréit velikost vektoru vjpoitem
v soufadnicich.

co je linedrni kombinace vektori.

poznat linedré zavislé a linedrné nezévislé
vektory.

urtit skaldrni soutin vektord.

8.3 Ucebnice (c)

English Terms

vector vektor

inner product - skalarf sougin

linear combination linesmi kombinace
lenght of vector velikost vektory
unit vector jednotkovy vektor
oriented segment orientovand iisetka
null vector nulovy vektor
coordinates of vector soufadnice
vektoru

linearly dependent vectors |j

zvislé vektory s
linearly independent vectors linedrné
nezavislé vektory

Sl

<

Obrazek 31: Ukdzky z ucebnice (b)

Mechanics 1

Obrdzek 32: Obdlka ucebnice (c)

souvislosti _ Q

MozZna se nékomu zd4
divné, Ze vektor nenf
Jjeden objekt, ale mno#ina
objekti. Takovou situaci
ale uZ znate, vzpomerite si

na racionélni ¢&isla, Viechny
zlomky tvaru £, =1 2 =2
= 3 =3 66

9 g’ Jsou riizna vyjad-

feni jediného racionalniho
¢isla. Podobné jednotlivé
orientované tsecky (se stej-
nou velikosti a stejnym smé-
rem) jsou riizni umisténi
jediného vektoru.

Tato ucebnice je zahrani¢ni, anglicky psand, a je urend pro Zaky, ktefi se pfipravuji na zavére¢nou
zkousku, aby ziskali Vseobecné osvédceni o vzdelani (General Certificate of Education, GCE). Je
nutné¢ podotknout, ze v zahrani¢i se kurikula 1iSi a vektory se berou spiSe ve fyzice nez
v matematice. Za nejvetsi pozitivum povazuji velmi ndzorna teSeni ptikladt (viz obr. 33)
a gradované sety uloh.
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A girl walks 2 km due east from a fixed point O to A, and then 3 km due south from A to B.
Find the total distance walked, and describe the displacement of B from O.

Note that the distance of B from O is
The distance the girl has walked is ——— not the same as the distance the girl

2km + 3km = 5km has walked.

Representing the girl's journey on a diagram:

N

2km
ol A

L

A diagram gives a clear represen!
of the displacement OB.

3km -
5 B
|
[
l OB = OA® + AB? Using Pythagoras’ Theorem.
= O =10
: : If the question does not ask you to
So the distance OB le 3.61km (3 &) specify the direction in a particular

form, then any correct description

LG
AN o acceptable.

8 =56.3"

& i is al
B is 3.61km from Oon & bearing of 146" — | A three-figure bearing is always

measured clockwise from north.

Obrdzek 33: Ukdzka reseni ulohy v ucebnici (c), str. 134
8.4 Ucebnice (d)

Tato ucebnice vénuje vektortim kapitolu Cislo 2. Je psana opravdu polopaticky, pfesto obsahuje
terminy jako baze a smiSeny soucin (viz srovnavaci tabulka 6) a pfirozené je propojuje s fyzikou
(obr. 34).

© Jak souvisi baze s fyzikou?

Ve fyzice urité vektorové veli€iny tvofi pravotocivou bazi. Dobrym pfikladem je polohovy vektor, sila a
sily. Jiny pfiklad je tfeba rychlost nabité astice v magnetickém poli, magneticka indukce a magneticka

Obradzek 34: Propojeni s fyzikou v ucebnici (d), str. 50

Obrdzek 35: Obdlka ucebnice (d)
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8.5 Ucebnice (e)

Tato ucebnice je velmi uzivatelsky privétivé zpracovana. Téma vektora je zahrnuto v oddilech 1.1—
1.12 a kazda kapitola obsahuje potfebnou teorii ilustrovanou obrazky, feSené piiklady, a ulohy ¢i
cvic¢eni bez tfeSeni. Dilezité vzorce jsou opatfeny ramecky. Tato ucebnice je svym usporadanim
podobna ucebnici (a), ale mam dojem, Ze ucebnice (a) je vice akademicky pojatd (obsahuje vice
rozs$ifujiciho uciva).

Obrdzek 36: Obdlka ucebnice (e)

8.6 Ucebnice (f)

Téma vektort v Portalu stfedoskolské matematiky najdeme pod zalozkou Geometrie, Analyticka
geometrie. Na obrazku 38 je obsah pokryté latky, kterou lze na tomto portdlu nalézt. Velkou
vyhodou vsech internetovych ucebnic jsou interaktivni applety: zak si mize vyzkouset, co se stane,
kdyZz bude objektem hybat, nebo miize zobrazit/skryt feSeni prikladu.

Portal stredoSkolske ma'teﬁtiky o

Obrdzek 37: Uvodni strana Portdlu stfedoskolské matematiky
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Vektory +

Co je to vektor
Scitani vektord

Nasobeni vektora
realnym &islem

Velikost vektoru
Skalami soucin

Vektorovy souéin

Obrdzek 38: Rozklikdvaci menu v on-line ucebnici (f)

8.7 Shrnuti
Z nize uvedené tabulky 6 lze rychle vycist spole¢né/rozdilné rysy zminénych Sesti ucebnic.

Tabulka 6: Srovnavaci tabulka

U&ebnice | (3 ® | @ | @ | @ | ®

Zakladni pojmy!®

Rozsifujici pojmy!’

Interdisciplinarita/souvislosti

Graficka podpora®

Barevny tisk?*!

<lalala =«
NINENISINENEN

Pracovni segit*

v
v
v
Logicka navaznost textu v
v
X
X

S AP EN N
e RSN EN LS
SN EN PN S NS

Cilem této kapitoly je, aby si ¢tendf mohl vybrat ucebnici, kterd je pro jeho studium
nejvhodnéjsi. Tém, kteii se s vektory teprve seznamuji, doporucuji ucebnici (d); ty, které zajima
terminologie v anglickém jazyce, necht’ studuji z u€ebnice (b) ¢i (c). V pracovnich seSitech ucebnic
(b) a (d) muze ¢tenaf nalézt ulohy k procviceni.

18 7akladni pojmy: Uhel, rovnobéznost, soucet a rozdil vektord, skalarni soucin.
1% Rozsitujici pojmy: smiSeny soucin, baze.

20 Graficka podpora: obréazky, ¢lenéni textu.

21 Barevny tisk neni pro matematiku tak nutny jako pro jiné pfedméty.

22 Pracovni sesit: mUze byt fyzicky ¢i on-line.
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Zavér

Tato prace méla za cil predstavit historii a geometricky smysl skalarniho, vektorového a smiSené¢ho
soucinu, pticemz hlavni diraz byl kladen na didakticky pfistup k tomuto tématu. Tento cil se dle
naseho nazoru podatilo splnit. V tvodnich kapitolach jsme probrali zaklady vektorové algebry, coz
polozilo pevny zaklad pro dalsi diskusi o riznych typech soucini a jejich vyznamu v matematice.
Kapitola o skalarnim soucinu jej podrobné prozkoumala jako bilinearni zobrazeni, coZz umoznilo
lepsi pochopeni jeho role v riznych matematickych kontextech. I kdyz jsou vektorové a smiSené
sou¢iny hojné vyuzivany ve fyzice, tato prace je diskutuje relativné malo. Zamétili jsme se
predevsim na didaktickou stranku véci a na to, jak souciny piedstavit studentim v matematickém
kontextu.

V kapitole o vnéjsi algebte jsme nahlédli do hlubsich geometrickych a fyzikélnich vyznamu
vektorovych prostorti. Nasledujici dvé kapitoly — matematické a mezipfedmétové souvislosti — si
jak se téma vektor odrazi a uplatituje v redlném svété. Tento vycet vSak neni vycCerpavajici, a to
s ohledem na téma prace, jez primarné nebylo zaméfené na tyto souvislosti.

Zavé€recna kapitola srovnala rizné piistupy v ucebnicich a ukdzala, jakym zptisobem lze
téma vektorovych soucinti didakticky zpracovat. Soucasti prace bylo také tfinact uloh s feSenimi,
které poskytuji prakticky navod k procviceni probiranych témat.

V ramci této prace jsem poskytla uceleny text, ktery zahrnuje nejen teorii, ale také praktické
ulohy a srovnani riznych pfistupt z ucebnic. Cilem bylo vytvofit u¢ebni materidl vhodny jak pro
studenty, ktefi se s problematikou vektort teprve seznamuji, tak pro ty, kteti maji zajem hloubé&ji se
ponofit do dikazii zndmych vzorct a aplikovat je napiiklad ve vlastni ucitelské praxi. Navic jsem
odpovédéla na klasickou zadkovskou otdzku ,,K ¢emu jsou vektory?* tim, Ze jsem ukazala jejich
Siroké vyuziti v riznych oblastech.

Tato prace tedy poskytuje nejen teoreticky zaklad skalarniho, vektorového a smiSeného
soucinu, ale také praktické nastroje pro ucitele a studenty, ktefi chté;i tato témata dale prozkoumavat
a aplikovat v praxi. Pfipadné rozsifeni této prace se nabizi v oblasti fyziky, kde maji souciny velké
uplatnéni, které se da pojmout jak teoreticky, tak prakticky.
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