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ABSTRAKT

Tato prace se vénuje kuzeloseCkam a pohlizi na n¢€ jako na grafy funkci. Jejim cilem je
poukazat na moznost zadani kuzelosecky funk¢nim piedpisem a predstavit souvislosti
predevsim skrze sbirku feSenych uloh vénujici se vysetfeni prubéhu funkci. Prace je clenéna
do tfi kapitol. Prvni kapitola shrnuje zakladni informace potfebné pro pochopeni dané
problematiky a je ¢lenéna do Sesti ¢asti: prvni pfipomina klasické definice kuzelosecek,
druha popisuje vyskyt kuzelosecek v uc¢ivu zakladnich Skol a gymnazii, tieti rozebira prevod
obecné rovnice kuzelosecky na funkéni predpis a ukazuje, kdy lze kuzelosecku popsat
funkénim predpisem kompletng a kdy pouze jeji ¢ast. Ctvrta a pata ¢ast popisuji obecné
postupy, které jsou v dalSich kapitolach pouzity pti feSeni tiloh: jak vySettit prubch funkce
a jak kuzelosecku tvofici jeji graf popsat analyticky a zjistit jeji charakteristické prvky.
Posledni Sesta ¢ast prvni podkapitoly predstavuje vysledky feSenych tuloh: ptehled grafii
vySetfenych funkci a jim odpovidajicich kuzelosecek. Posledni dvé kapitoly prace obsahuji
samotnou sbirku feSenych 1 nefeSenych tloh: druhé kapitola se konkrétné vénuje funkcim,
jejichz grafy tvori kuzelosecky v zakladni poloze, tieti kapitola funkcim, jejichz grafy tvori
kuzelosedky v poloze obecné. Reseni kazdé ulohy se sklada ze dvou &asti, a to vysetfeni
prib&hu dané funkce a analytického popisu ptislusné kuzelosecky. Vysledny material tak
pfinasi sbirku Uloh, vyuzitelnou piedev§im Zaky ¢i uciteli na gymndziich, umoZziujici
komplexnéjsi vnimani tématu kuzelosecek a slouzici k procviceni vySetieni prabéhu funkci.
Sbirku tloh ov§em mohou vyuzit 1 vyucujici a studenti vysokych §kol k propojeni téchto na

prvni pohled nesouvisejicich témat.
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ABSTRACT

This thesis focuses on conic sections and approaches them as graphs of functions. Its aim is
to highlight the possibility of defining conic sections using functional expressions and to
present the connections and differences that this approach introduces compared to the
standard analytical description, primarily through a collection of solved problems dedicated
to examining the behavior of functions. The thesis is divided into three chapters. The first
chapter summarizes the basic information necessary for understanding the topic and is
divided into six parts: the first revisits the classical definitions of conic sections; the second
describes the occurrence of conic sections in the curriculum of primary and secondary
schools; the third discusses the transformation of the general equation of a conic section into
a functional expression and demonstrates when a conic section can be fully described by a
functional expression and when only a part of it can be represented. The fourth and fifth
parts outline the general procedures used in solving the problems presented in subsequent
chapters: how to analyze the behavior of a function and how to describe the conic section
forming its graph analytically and determine its characteristic features. The last sixth part of
the first chapter introduces the results of the solved problems: an overview of the graphs of
the analyzed functions and their corresponding conic sections. The final two chapters of the
thesis contain the collection of solved and unsolved problems: the second chapter
specifically focuses on functions whose graphs form conic sections in their standard
positions, while the third chapter deals with functions whose graphs form conic sections in
general positions. The solution to each problem consists of two parts: an analysis of the
behavior of the given function and an analytical description of the corresponding conic
section. The resulting material provides a collection of problems primarily aimed at students
or teachers at secondary schools, enabling a more comprehensive understanding of the topic
of conic sections and serving as practice for analyzing the behavior of functions. However,
the collection can also be utilized by university instructors and students to connect these

seemingly unrelated topics.
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Uvod

KuZzelosecky, coby jedny ze zakladnich kiivek v roving€, hraji vyznamnou roli v mnoha
oblastech matematiky, fyziky, chemie a dal$ich oborti. Byt’ to nemusi byt na prvni pohled
zfejmé, obklopuji nas i v naSem kazdodennim Zivoté. Proto neni nijak prekvapivé, Ze se
s nimi setkavaji také zaci ve Skolach. Nejvice pozornosti jim je vénovano na gymnaziich pii
vyuce analytické geometrie, kde je kladen daraz predevSim na praci s jejich
charakteristickymi vlastnostmi. Téma se probira pomérmné izolované, zakiim poté mohou
chybét souvislosti a latka se jim miize zdat obtiznéjsi na pochopeni.

.....

fezy rotacni kuzelové plochy nebo mnoziny bodl v roviné dané vlastnosti, mimo to vSak
také napf. jako grafy funkci. Cilem této prace je predstavit ¢tenaii posledni zminény pohled
na danou problematiku skrze sbirku fesenych i nefeSenych tloh zaméfenych na vySeteni
pribéhu funkci, jejichz grafy tvoii prave kuzelosecky, ptipadné jejich ¢asti, a soucasné také
vedle této jejich reprezentace polozit zndmy a bézné uzivany popis analyticky umoznujici

hlubsi pochopeni piipadnych souvislosti a rozdilu.

Material, ktery prace poskytne, je tak vyuzitelny predevSim pro Zaky na gymndziich a mize
pomoci k jejich komplexnéjSimu pochopeni problematiky kuZelosecek, soucasné vSak
mohou pifedlozené tlohy slouzit také jako procviceni klasického vySetieni pribéhu funkce.
V préci je predpokladana ¢tenarova znalost analytické geometrie v roviné na stfedoskolské
urovni, a to véetné prace s kuzeloseckami, podobné znalost funkci na stejné urovni, a to

véetné porozuméni postupu pii vySetieni jejich pribehu.

Prace je rozdélena do tii kapitol. V prvni z nich nalezneme zakladni informace potiebné
k pochopeni problematiky, kterou se tato prace zabyva. Kapitola je ¢lenéna do Sesti ¢asti.
Prvni slouzi jako pfipomenuti klasickych definic kuzelosecek a ukazuje, jak se tyto kiivky
prolinaji nékolika oblastmi matematiky. Druhd se vénuje kuZeloseckdm ve Skolské
matematice a ptiblizuje, do jaké miry se s nimi Zaci na riznych stupnich $kol setkavaji a s
funkei. Pfedstavuje obecné odvozeni funkéniho predpisu kuzelosecky a piehled ptipada, kdy
je kuzelosecka funk¢énim predpisem vyjadiena kompletné a kdy je naopak grafem pouze jeji

gast. Ctvrta &ast slouzi jako pfipomenuti a shrnuti postupti vyuzitych v piikladech, které



prace dale obsahuje. Popisuje vySetieni pribehu funkce, ktery rozd€luje do péti bodi.
Stejnym zpisobem je koncipovana také ¢ast pata, ktera ukazuje, jak z funkéniho ptedpisu
zjistit, o jakou kuzelosecku se jedna a jak ji vhodné¢ analyticky popsat. Aplikaci postupt
z kapitol 1.4 a 1.5 pak 1ze ukézat souvislosti a rozdily v obou téchto reprezentacich. Posledni
¢ast obsahuje piehled vSech grafii funkci a jim odpovidajicich kuzelosecek, jejichz vysetfeni

se veénuji dalsi kapitoly.

Druhé a tieti kapitola tvoii jiz samotnou sbirkou uloh, ve kterych vzdy vySetfime prib¢h
konkrétni funkce a nasledné kuzelosecku tvoftici jeji graf vyjadiime také analyticky. Kazdy
priklad je samostatnou podkapitolou a je pojmenovan podle tvaru ¢i ¢asti dané kuzelosecky.
Zatazeny jsou zakladni podoby, na které lze narazit u jednotlivych typt kuzelosecek —
hyperboly, paraboly a elipsy. Objevuji se také dva piiklady vénujici se specidlné rovnoosé
hyperbole a kruznici, pficemz ptedev§Sim kruznici budeme nc¢kdy vnimat z pohledu
sttedoskolské matematiky jakozto samostatny typ kuzeloseCky. Ve druhé kapitole jsou
zatazeny funkce, jejichz grafy tvoii kuzelosecky v zakladni poloze, ve tfeti potom
kuzelosecky v poloze obecné. Piiklady jsou doplnény také o nefeSené ulohy slouZzici
k dalsimu procviceni. Veskeré obrazky dopliujici jednotlivé piiklady jsou vytvoreny
pomoci programu GeoGebra a jsou autorské. V nékterych ptikladech je ve snaze o zachovani

piehlednosti zmensSena standardni velikost pisma.

Odbornych dél, vénujicich se kuZeloseckam, existuje velké mnoZstvi; zde jsem si jako
referencni zdroj zvolila detailni zahrani¢ni publikaci (Glaeser et al., 2016). K tématu
kuzeloseCek jako grafti funkci jsem vSak nenarazila v tuzemské literatufe na Zadnou
obsahlejsi praci. Podobné stfedoskolské ucebnice se ho dotykaji velmi okrajové: zpravidla
pfipominaji pouze parabolu jako graf kvadratické funkce a hyperbolu jako graf linearni
lomené funkce, ostatni pfipady jsou vynechany. Obdobné zminuji toto téma i kvalifikacni
prace. V bakalafské praci (Kiizova, 2015) se objevuje nékolik ptikladl ukazujicich
souvislost mezi hyperbolou a linearni lomenou funkci, podobné i1 v diplomové praci
(Patlokova, 2014). Prace (Stranska, 2024) pak propojeni s funkcemi zminuje v jedné kapitole
a zabyva napf. tim, kdy tvofi graf funkce kuzelosecka celd a kdy pouze jeji ¢ast. Porovnani
syntetického a analytického pohledu literatura ¢asto zminuje, napt. (Jandova, 2020) ilustruje

tyto pfistupy na fad¢ piiklada, i zde je vSak souvislost s funkcemi opomenuta.



1 Obecné vlastnosti a reprezentace kuZelosecek

Tato tivodni kapitola poskytuje shrnuti informaci potfebnych pro pochopeni problematiky,
kterou se budeme zabyvat, a to od pfipomenuti zdkladnich definic pfes popsani jednotlivych
pouzitych nastroji po predstaveni dilezitych faktl z této oblasti. Jelikoz je vSak u ¢tenare
predpokladana znalost kliCovych pojmu a souvislosti z oblasti funkci a teorie kuzelosecek,
uvedeme zde vybérem pouze nékteré ze zakladnich definic, jelikoz predstaveni jejich
kompletniho vy¢tu neni cilem této prace. Teoreticky tvod k funkcim a vySetfeni jejich
prabéhu by c¢tenar nalezl v (Odvarko, 2021) a (Hruby & Kubat, 2014), ke kuzeloseckam
potom v (Bocek & Kocandrle, 2020).

1.1 Klasické definice kuzelosecek

Pro zavedeni kuzelosecek, at’ uz souhrnné ¢i skrze jejich jednotlivé typy, existuji definice,
z nichz nékteré jsou za urcitych podminek vzajemné ekvivalentni. Ty si zde nyni stru¢né
uved'me a poukazme na souvislosti mezi nimi. Konkrétnim dikaziim se vSak vénovat

nebudeme, vice se jimi zabyva napf. (Stranska, 2024).

KuZelosecky jako fezy kuzelové plochy

Kuzelosecky jsou tizce spjaty s rotacni kuzelovou plochou a mizZzeme je dostat pravé jako
jeji fezy rovinou (nikoli jako fezy kuZzele ve smyslu télesa). Rota¢ni kuZelovou plochu vzdy
vnimejme jako neomezenou svym vrcholem a také svou vyskou, tzn. jako ,,dvojkuzelovou

nekonecnou plochu®. (Glaeser et al., 2016, s. 128)

Definice 1 (kuZelosecky jako Fezy kuZelové plochy): Kuzelosecka je kiivka vznikajici jako

tez rotacni kuzelové plochy rovinou, ktera neni vrcholova. (Lavicka, 2005, s. 94)

Pozn.: Jako tez rotacni kuzelové plochy rovinou neprochazejici jejim vrcholem dostadvame
elipsu, parabolu a hyperbolu. Limitnim ptipadem rotacni kuzelové plochy je rota¢ni valcova
plocha, jejimz fezem miZe byt také elipsa. Tyto kuzelosecky nazyvame jako regularni.
V ptipadég, Ze rovina fezu prochézi vrcholem rotaéni kuzelové plochy, pro rota¢ni valcovou
plochu je potom rovnobézna sjeji osou, dostavame kuzeloseCky singularni, tzn. dve
riznobezky, dveé rizné nebo totozné rovnobézky, bod ¢i prazdnou mnozinu. Nebude-li

feceno jinak, budeme se v praci vénovat kuzeloseCkam regularnim.



KuZelosecky jako mnoZiny bodu dané vlastnosti
Kuzelosecky také mizeme definovat v roviné jako mnoziny bodl dané vlastnosti, a to dvéma

zpusoby: pomoci ohnisek nebo pomoci poméru vzdéalenosti od daného bodu a ptimky.

Definice 2 (ohniskova definice kuZelosec¢ek): V roviné jsou dany dva pevné body E, F.
Mnozina vSech bodi X roviny, pro které se soucet |EX| + |FX| vzdalenosti bodu X od
bodl E, F rovna danému ¢&islu vétsimu nez |EF |, se nazyva elipsa. Mnozina vSech bodt X
roviny, pro které se rozdil ||EX | — |FX || vzdalenosti bodu X od bodid E, F rovna danému

kladnému ¢islu mensimu nez |EF |, se nazyva hyperbola.
Body E, F se nazyvaji ohniska elipsy / hyperboly. (Bo¢ek & Kocandrle, 2020, s. 156, s. 182)

Definice 1 a Definice 2 v tomto znéni ekvivalentni nejsou, nebot’ Definice 1 zahrnuje elipsu
(v€etné kruznice), parabolu i hyperbolu, zatimco Definice 2 pouze elipsu (opét vcetné
kruznice) a hyperbolu. Stiedoskolské ucebnice tradicné zatazuji mezi ohniskové definice
kuzelosecek také pomérovou definici paraboly, poté 1ze ohniskové i stereometrické zavedeni

regularnich kuZelosecek za ekvivalentni povaZovat, jak ukazuje Véta 1.

Véta 1 (Quételetova-Dandelinova): Rezem rotacni kuZelové plochy rovinou, ktera
neprochdzi jejim vrcholem, je kuzelosecka, jejimiz ohnisky jsou body dotyku kulovych
ploch vepsanych rota¢ni kuzelové plose tak, ze se dotykaji roviny fezu. (Glaeser et al., 2016,

5. 129)

Obrazek 1: elipticky, parabolicky a hyperbolicky fez rota¢ni kuzelové plochy

Dtikaz véty zde nebude uveden, ale ¢tenar jej nalezne napft. prave v (ibid., s. 129-130).



Definice 3 (pomérova definice kuZelosecek): V roviné je dan pevny bod F a pevna
pfimka d, kterd jim neprochézi. Pro libovolnou konstantu € > 0 je mnozina vSech bodi X

v roving, pro které plati
|XF| =€ |Xd|
kuzelosecka s ohniskem F a fidici pfimkou d. (Glaeser et al., 2016, s. 13)

Pozn.: Pro € < 1 se jednd o elipsu (s vyjimkou kruznice), pro € = 1 se jedna o parabolu, pro

€ > 1 se jedna o hyperbolu.

Pokud z Definice 1 vylou¢ime fezy rovinami kolmymi k ose rota¢ni kuzelové plochy,
dokézeme ekvivalenci se stereometrickou definici obdobné jako ekvivalenci mezi Definici 1
a Definici 2 rozSifenim Véty 1, pfi€emz fidici pfimkou je prisecnice roviny fezu rotacni
kuzelové plochy a roviny obsahujici kruznici dotyku kulové plochy s rotacni kuzelovou

plochou. Diikaz Ize nalézt napt. v (Pech, 2004, s. 63—-64).

KuZelosecky jako algebraické kiivky druhého stupné
Stejné jako existuji definice planimetrické a stereometrické, tak existuje také definice

spadajici do oblasti analytické geometrie. Kuzelosecky budeme popisovat rovnicemi.

Definice 4: KuZelosecka je mnozina vSech bodt X[x; y] v roviné vyhovujici rovnici:
ax? + 2bxy + cy? + 2dx + 2ey+ f =0

kde (a, b,c) # (0,0,0). (Glaeser et al., 2016, s. 3)

Pozn.: Kuzelosecky, jejichz osy jsou v béZné kartézské soustavé soufadnic rovnobézné
s osou x a osou y nazveme jako kuzelosecky v zakladni poloze. KuzeloseCky, jejichZ osy

jsou se soufadnicovymi osami riznobé&zné, nazveme jako kuzelosecky v obecné poloze.

Kazdy typ kuzelosecky lze popsat konkrétni rovnici, kterd je specialnim pfipadem rovnice
z Definice 4. Odvozeni rovnice elipsy nalezneme v (Bocek & Kocandrle, 2020, s.159-161),
paraboly v (ibid., s. 171-173) a hyperboly v (ibid., s. 184—186). Ze dana rovnice popisuje
1 kuzelosecky singularni zminuje napt. (Bocek, 1977, s. 16—18), proto ovSem Definici 4 za
ekvivalentni s ostatnimi za uvedenych podminek povazovat nelze. Souvislostem mezi nimi

se potom vice vénuje napt. (Stranska, 2024).
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1.2 Kuzelosecky ve Skolské matematice

Na kuZelosecky zaci ve Skolach narazi v riznych situacich v riznych oblastech matematiky,
a to pocinaje druhym stupném zdkladni Skoly. V Ramcovém vzdélavacim programu pro
zakladni vzdélavani (2023) se v ¢asti Zavislosti, vztahy a prdce s daty mezi oekavanymi
vystupy objevuje napt. znalost vztahu nepiimé umérnosti a schopnost vyjadrit funkcéni vztah
tabulkou, rovnici 1 grafem. Dle Standarda v zakladnim vzdélavani pro oblast Matematika
a jeji aplikace (2013) se pak tyto dva ocekavané vystupy spojuji. Neptimad umeérnost je tak
zatazena mezi jedny z prvnich funkci, na které zaci ve Skole narazi. Nutnost zminky o ndzvu
dané kiivky, tedy Ze se jednd o rovnoosou hyperbolu, v souvislosti s $ir§Sim kontextem
kuzelosecek prozatim zahrnuta neni. I pfesto se vSak pravdépodobné jedna o prvni setkani

s kuzeloseckou (mimo kruznici), které vSak neni zafazeno v ramci geometrie, jak by se dalo

ocekavat, ale praveé v souvislosti s funkcemi.

Kuzelosecky dale spadaji do u€iva gymnazii, podle Ramcového vzdelavaciho programu pro
gymnazia (2022) ptredevSim do ¢asti Geometrie, a to konkrétné analytické. Dulraz je kladen
hlavné na praci s jejich charakteristickymi vlastnostmi a na jejich analytické vyjadieni. Zaci
tvofi osové a vrcholové rovnice a urcuji zékladni Gdaje o kuzelosecce, dale pak také tesi
ulohy na vzajemnou polohu piimky a kuzelosecky. V ramci stereometrie kuZelosecky jako
fezy valcové nebo kuzelové plochy zminovany nejsou, podobné ani v rdmci planimetrie.
AvSak opé€t je nalezneme napt. v ¢asti Zavislosti a funkcnich vztahii, kam jsou zatazeny
kvadratické a linearni lomené funkce. Zaci se u¢i naértnout jejich grafy, narazi tak opét na
rovnoos¢ hyperboly a nyni také na paraboly, zahrnuti do Sir§iho kontextu kuZzelosecek opét
pozadovano neni. Zéaci se tak setkavaji s kuzelose¢kami piedeviim v ramci analytické

geometrie.

(Bocek & Kocandrle, 2020) napt. nejprve uvadi ohniskové definice, ze kterych odvozuje
rovnice jednotlivych typu kuzeloseCek a nésledné pracuje predevSim s nimi. V sekci
5.8 Vysetrovani mnozin bodii metodou souradnic zatazuje nékolik ptikladi zamétenych na
definici pomérovou, byt skrze ni pifimo kuzelosecky nedefinuje. Soucasné se jedna
samoziejm¢ pouze o kuzeloseCky s osami rovnobéznymi se soufadnicovymi osami, na
kuzelosecky v obecné poloze ve stiedoskolskych ucebnicich nenarazime, setkavaji se s nimi

typicky az studenti ve vysokoSkolskych skriptech.
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1.3 Kuzelose¢ky jako grafy funkci

Zéci se ve $kole setkavaiji s kuzelose¢kami zpravidla v ramci analytické geometrie, narazi
na né ovSem 1 pii praci s funkcemi, konkrétné kvadratickymi a linearnimi lomenymi. Pii
hledani inverzni funkce k funkeci kvadratické zjistuji, ze 1 grafem ji odpovidajici funkce
s odmocninou je kuzelosecka, konkrétné polovina paraboly. Tato fakta nds mohou piivést
k myslence, Ze kuzelosecky, piipadné jejich casti, 1ze obecn¢ vyjadiovat také jako funkce.
Podle (Weiss, 2018) se v souvislosti s vyukou kuzelosecek v Némecku v minulosti dokonce
debatovalo pravé o moznosti zdiraznéni téchto souvislosti. V rdmci diskusi doslo k souhlasu
s propojenim zpracovani kuzelosecek v analytické form¢ s pojmem proménné a pojmem

funkce, coz je také cilem této prace.
Jak bylo zminéno v kapitole 1.1, kazdou kuzelosecku miizeme vyjadfit rovnici:
ax? + 2bxy + cy? + 2dx+2ey+ f =0

kde (a, b, c) # (0,0, 0). Pro nulovy koeficient b ztracime smiSeny ¢len xy a kuzelosecka je
v zékladni poloze. Na tyto piipady se zamétime jako prvni. Predpokladejme tedy, Zze b = 0.

Budeme pracovat s jejich rovnici ve tvaru:
ax?+cy?+2dx+2ey+f=0
Vyjadieme proménnou y. Diskriminant rovnice je roven:
D = 4e? — 4c(ax? + 2dx + [) = 4e* — 4acx?® — 8cdx — 4cf

a proto:

—e +/—acx? — 2cdx — cf + e2
c

y:

kde ¢ # 0 a pro kvadraticky troj¢len je splnéna existen¢ni podminka spojena s odmocninou.
Ze znamének pred odmocninou je patrné, Ze Zadnou kuzelosecku v zakladni poloze (mimo ty
postradajici kvadraticky ¢len y?) nelze vyjadfit jako funkci celou, jelikoz se vzdy rozdéluje na

dvé casti. Jako konkrétni priklady uved'me v kapitole 2 zatazené funk¢ni predpisy:
f(x) =2 —+1+ x (ptiklad 2)
f(x) =V2x? + 4 — 6 (ptiklad 3)
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f(x) = V3x2% + 12x + 9 (ptiklad 4)

f(x) =V—x2% — 6x + 16 — 3 (piiklad 5)

f(x) = —V—2x2 + 4x + 16 (piiklad 6)
V pripadé, ze ¢ = 0, vyjadiime y jako:

ax? +2dx + f
2e

y:

) o d ., ..
kde e # 0. Provedeme-li substituci — % =k, — - = l, — zf_e = m, tak dostavame rovnici ve

tvaru y = kx? + lx + m, tedy znamou kvadratickou funkci, jejimz grafem je parabola.
Jedna se o jedinou z kuZelosecek v zékladni poloze, kterou lze jako funkci vyjadfit celou.

Jako ptiklad opét zarad’'me funkci, jejiz pribéh v kapitole 2.1 vysetiime:
f(x) = —x? + 4x — 3 (piiklad 1)

U kuzelosecek v obecné poloze budeme postupovat podobné, ptedpokladejme, Zze b # 0.

Vyjadiime proménnou y, obecnou rovnici kuzelosecky mizeme nejprve prepsat do tvaru:
cy?+y(2bx+2e)+ax?>+2dx+f =0

pficemz diskriminant je roven:

D = (2bx + 2e)?> —4-c-(ax?+ 2dx + f) = 4b?x? + 8bex + 4e? — 4acx? — 8cdx — 4cf

Proto:

_ —bx —e+x2(b? — ac) + x(2be — 2cd) + e? — cf
c

y

kde ¢ # 0 a pro kvadraticky troj¢len je splnéna existen¢ni podminka spojend s odmocninou. Ze
znamének pfed odmocninou je opét patrné, ze zadnou kuzelosecku v obecné poloze (mimo ty
postradajici kvadraticky ¢len y?) nelze vyjadiit jako funkci celou. Uved'me opét konkrétni

ptiklady, kterymi se zabyva kapitola 3:
f(x) = —x — 2 + 2v/x% — 8x + 25 (ptiklad 9)
f(x) = x — 7 +Vx2 — 5x + 4 (ptiklad 10)
f(x) = x + 25 — x2 (piiklad 11)
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f(x) = —x + 7 — 44 — x (ptiklad 12)
V ptipadé, ze ¢ = 0, vyjadiime y jako:
ax? + 2bxy +2dx +2ey+f =0
ax? +y(2bx +2e)+2dx+f =0

ax?+2dx+f
2bx + 2Ze

y:

kde (b; e) # (0;0). V zavislosti na volb¢ koeficientl a, b, d, e, f se muze jednat napt. o podil
kvadratické a linearni funkce nebo o podil dvou linearnich funkci (pfip. o nepfimou tmérnost).
V téchto ptipadech vyjadiuje funkéni predpis kuzeloseCku kompletné. Jako priklad opét uved'me
funk¢ni predpisy z kapitoly 3:

2x—4
x—4

F(x) = 222 (priklad 7)

2x%+9x+9

Obecnou rovnici existujici regularni kuzelosecky je tak mozné upravit do jednoho z vyse

uvedenych tvarti a vyjadfit ji (ptipadné jeji ¢ast) jako funkci.
Pozn.: Ze singularnich kuZzelose¢ek mitize mit bod napf. rovnici x2 + y? = 0, tedy potom

y = V—x2, coz je ovSem ve sporu s podminkou platnou pro odmocninu. Stejné tak ji nebude
spliiovat napf. kuzelosecka x2 + y? + 25 = 0 prezentujici prazdnou mnozinu. Pro dvé
riznobézky plati, Ze l1ze funkénim piedpisem vyjadfit jen takovou jejich ¢ast, abychom se
nedostali do sporu s definici funkce, tj. Ze kazdému c¢islu z defini¢niho oboru pfifazujeme
pravé jedno realné Cislo. Muze se tak jednat o jednu z riznobézek, a to véetné konstantni,
nebo o funkci s absolutni hodnotou, kterou tvofi ¢asti obou riznobézek. Ze dvou rovnobézek
(v€etné konstantnich) vyjadiime vZzdy jednu z nich jako linearni funkci. Funkéni predpis je
vyjadiujici tak ve vztazich vySe miiZeme nalézt. Ostatni singularni kuzelosecky, které ve své

rovnici neobsahuji proménnou y, jako funkce nevyjadiime vibec.
Dosavadni poznatky nyni shriime:

- parabolu s osou rovnobéznou se souradnicovou osou y lze vyjadfit kompletné jako

kvadratickou funkei (ptiklad 1),
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parabolu s osou rovnobéznou se soufadnicovou osou x nelze vyjadfit pomoci
funkéniho predpisu kompletné, jako funkci s odmocninou dostadvame jeji polovinu
(ptiklad 2),

parabolu v obecné poloze nelze pomoci funkéniho predpisu vyjadiit kompletné,
dostavame jen jeji ¢ast (piiklad 12),

hyperbolu v zakladni poloze s hlavni osou rovnobéznou s osou x nelze vyjadfit
pomoci funkéniho predpisu celou kompletné, dostdvame poloviny obou jejich vétvi
(ptiklad 4),

hyperbolu v zdkladni poloze s hlavni osou rovnobéznou s osou y nelze vyjadrit
pomoci funkéniho ptedpisu kompletné, dostdvame jednu z jejich vétvi (ptiklad 3),
rovnoosou hyperbolu asymptotami rovnob&znymi se soufadnicovymi osami lze
vyjadfit jako linearni lomenou funkci kompletné (ptiklad 7),

hyperbolu se svislou a Sikmou asymptotou Ize vyjadiit pomoci funkéniho piedpisu
s podilem kvadratické a linearni funkce kompletné (priklad 8),

ostatni hyperboly v obecné poloze nelze vyjadiit pomoci funkcéniho ptedpisu
kompletnég, dostdvame jejich ¢ast (ptiklad 9, priklad 10),

elipsu v zakladni poloze nelze vyjadfit pomoci funkéniho ptedpisu kompletné,
dostavame jednu s jejich symetrickych polovin: prvniho a druhého kvadrantu, tfetiho
a ¢tvrtého kvadrantu (ptiklad 6),

elipsu v obecné poloze nelze vyjadiit pomoci funkéniho piedpisu kompletné,
dostavame jeji cast (priklad 11),

kruznici nelze vyjadfit pomoci funkéniho pfedpisu kompletng, dostdvame jednu
zjejich symetrickych polovin: prvniho a druhého kvadrantu, tfetiho a ctvrtého

kvadrantu (ptiklad 5).

1.4 Vysetfeni pribéhu funkce

V prvni ¢asti kazdého ptikladu sbirky feSenych uloh v kapitole 2 a kapitole 3 budeme

vySetfovat pribéh zadané funkce. Pro snazsi orientaci a lepsi pfehlednost si nyni uved’me,

jak pfi vypoctech postupovat, jelikoZ napft. riizné stfedoskolské ucebnice preferuji odlisné

postupy a jejich strukturu. Vysetteni priibéhu funkce se tradi¢né€ rozdé€luje do n€kolika bodd,

napt. (Hruby & Kubat, 2014) jich uvadi deset na rozdil od (Macélkova et al., 2019), kteti
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jejich pocet snizuji na devét. Soucasné se lisi také jejich poradi. My budeme postupovat
v bodech péti, piicemz od zminénych ucebnic se budeme lisit predev§im spojenim vypoctu
limit a asymptot do jednoho bodu, jelikoz prace s nimi je velmi podobné a pojmy spolu tizce
souvisi, obdobn¢ potom do jednoho bodu zahrneme rovnou vypocet odpovidajicich derivaci
a s nimi souvisejici vypocet vyznamnych bodt funkce. Urceni grafu funkce, oboru hodnot
a globalnich extrémt budeme vnimat jako zavér celého piikladu a do struktury vypoctu skrze
body jej zafazovat nebudeme. Zavér také doplnime, na rozdil od zminénych
publikaci, o obecné symetrie grafu dané funkce. Takovy postup pusobi intuitivnéji
a ucelenéji. V jednotlivych bodech se také postupné stupiiuje naroc¢nost, v prvnich dvou je
tteba fesit pouze rovnice a nerovnice, tieti bod jiz ptichdzi s novym konceptem asymptot.
S témi piichazi Zaci typicky poprvé do styku prave pii praci s hyperbolou. Posledni dva body

jiz vyzaduji znalost derivaci.

I) Definicni obor, sudost, lichost

Jako prvni ur¢ime defini¢ni obor funkce. V nasSich ptipadech je tieba zajistit nenulovost
vyrazl ve jmenovateli a nezapornost vyrazii pod odmocninami. Defini¢ni obor budeme
vyuzivat i pti dalSich vypoctech, napft. pti vypoctu limit v jeho krajnich bodech.
Zjistime, zda je funkce soumérna podle osy y, tzn. zda je suda. Funkce f se nazyva suda
prave tehdy, kdyZ zaroven plati, Ze pro kazde x € Dy take —x € Dy a pro kazde x € Dy
je f(—x) = f(x). Také ovéfime, zda je graf funkce soumérny podle pocatku soustavy
soufadnic Oxy, tzn. zda je funkce lichd. Funkce f se nazyva licha pravé tehdy, kdyz
zarovei plati, Ze pro kazdé x € Dy také —x € Dy aprokazdé x € Dy je f(—x) = —f(x).
Pokud je funkce suda nebo lichd, usnadni to nasledujici vypocty, jelikoZ symetrii budou
podléhat 1 jeji dalsi vlastnosti (ptiklad 3).

Mohou existovat 1 obecnéj$i symetrie nez pouze sudost a lichost, ty ovSem nejsou ze

samotného predpisu funkce tak patrné, proto se k nim vratime v zavéru celého vypoctu.

1) Pruseciky se souradnicovymi osami, tabulka kladna / zaporna
Priisecik se soufadnicovou osou y ma soufadnice P,[0;y], proto hleddme funkéni

hodnotu f(0). Prisecik se soufadnicovou osou x ma soufadnice P,[x;0], proto jej

dostaneme feSenim rovnice f(x) = 0.
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Prisecik P, rozd€li defini¢ni obor funkce na intervaly. Z kazdého z nich dosadime do

funkéniho ptedpisu urcity prvek a z odpovidajici funkéni hodnoty zjistime, zda nabyva

na konkrétnim intervalu funkce kladnych (4), nebo zédpornych (—) funkénich hodnot,

coz zaneseme do tabulky. Souc¢asné miizeme spocitat soufadnice né€kolika jejich dalSich

bodt pro zkousku a pro ziskani lepsi predstavy o tvaru grafu funkce.

IIT) Limity v krajnich bodech definicniho oboru, asymptoty

Postupné vypocteme limity v krajnich bodech Dy.

Limity v nevlastnich bodech, tj. x — +o0o, nejcastéji vypolteme vytknutim
nejvys$i mocniny z Citatele a jmenovatele a jejich naslednym zkracenim
(ptiklad 8), vhodnym rozsitenim celého vyrazu (ptiklad 9) ¢i vytknutim nejvyssi
mocniny pfed odmocninu (ptfiklad 4). Pfi praci s odmocninou ale musime byt
obezietni, jelikoz Vx2 = |x|, tedy absolutni hodnotu musime v dalsich
vypoctech zohlednit. Bude-li se jednat o limitu pro x — oo, lze nahradit |x| = x,
nebot’ pracujeme s kladnou hodnotou, tudiz absolutni hodnota neni tfeba. Naopak
v limitach pro x = —oo nahradime |x| = —x, jelikoz plati | —o0| = c0 = —(—00).
Limity ve vlastnich bodech funkce 1ze n€kdy fesit pouhym dosazenim, konkrétné
pro krajni body z uzavienych intervall Dy (pfiklad 4). Pokud ovSem neni funkce
definovéna v né€jakém bod¢ x,, ale v jeho okoli ano, vySetiime chovani funkce
v jeho okoli pomoci jednostrannych limit, tzn. pro x = xgax — xg, tedy k bodu

se budeme pfiiblizovat dle konkrétni situace zjeho levého ¢i pravého okoli

(ptiklad 7).

Za zvlastni ptipad limitniho chovani lze povaZovat asymptoty — funkéni hodnoty se pro

x — oo blizi hodnotam, kterych zde nabyva piimka, tedy asymptota, ale nikdy jich

zcela nedosahnou. Existence svislych a vodorovnych asymptot (tzn. piimek x = g4

ay = q,) plyne z pfedchozich vypoctii limit v krajnich bodech Df. Existenci Sikmych

asymptot s rovnici ve tvaru y = kx + g lze urCit rGznymi zplsoby. VZdy nés zajima

chovani funkce pro x - Foo.
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Asymptotu lze interpretovat napt. jako tecnu grafu funkce s bodem dotyku

v nekoneénu. Tzn., Ze pro x — oo se rozdil hodnot, kterych zde nabyva funkce
a asymptota, stale zmensuje, tj. lim ( f(x) — (kx + q)) = (. Vyraz upravme:
X—00
lim(f(x) —kx) —limqg =0
X—00 X—00
lim (f(x) —kx) = lim q
X—00 X—00
lim (f (x) — kx) = q
X—00
Dostavame vzorec slouzici k vypoctu koeficientu q. Pro smérnici k postupujme
podobng.
lim (f(x) — (kx + q)) =0
X—00
lim f(x) — lim(kx+q) =0
X—00 X—>00

lim flx) = 9Ei_r;glo(kx +q)

im 2 kx +q
im = lim

X—00 X X—00 X
tim 29 i (k+3)
X—00 X X—00 X
lim @ =k

x—>o X

Pokud bychom ptedpokladali prasecik v zdporném nekonecnu, postupovali

bychom pifi odvozeni analogicky. Rovnice asymptot mizeme urcit pomoci

vzorcu:
k= hm & ,q= hrn(f(x) — kx)
k = xE_wf( ), q= hrn (f(x) kx)

V ptipadé, Zze k = 0, mlZeme ze vzorch dostat také vodorovnou asymptotu.

Pokud ma funkce asymptotu, pro x — oo se blizi jeji tvar tvaru, jaky zde ma
pfimka (asymptota), graf se s ni ,,zrovnob&ziuje*. Tj. pro tato x se smérnice
funkce blizi smérnici asymptoty. Uréenim smérnice grafu funkce pro x — Foo
nalezneme koeficient k z rovnice vySe. To ndm urcuji limity prvni derivace

v nevlastnich krajnich bodech jejiho definicniho oboru.
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Pozn.: Vypoctem limit prvni derivace v nevlastnich krajnich bodech jejiho

defini¢niho oboru dostdvame smérnici ukazujici rychlost rastu pro x — 0. Pro

nevlastni body se tak jedné o asymptoty. V ptipad¢ vlastnich krajnich boda prvni

derivace dostdvame op¢t smérnici ukazujici, jak rychle ¢i pomalu zkoumana

funkce v jejich okoli roste €i klesa, coz nam umoziuje lepsi pfedstavu o tvaru

jejiho grafu. Tento vypocet muze také napi. ukéazat existenci piipadné svislé
asymptoty (ptiklad 8).

- Funk¢ni ptedpis lze také napt. upravit do souctového tvaru. Zanedbanim Casti,

které jdou pro x — +oo k nule, dostdvame rovnou rovnici asymptoty (ptiklad 8).

V ptikladech sbirky budeme vyuzivat k vypoctu asymptot vzorce, limitu prvni derivace

v nevlastnich krajnich bodech jejiho defini¢niho oboru zatadime do nasledujici bodu V)

jako zkousku spravnosti predchoziho vypoctu.

IV) Prvni derivace: lokadlni extrémy, intervaly rostouci/ klesajici

Vypocteme prvni derivaci a uréime jeji nulové body (pokud existuji), tedy body
podezielé z lokalniho extrému. Pomoci nich rozdélime defini¢ni obor prvni derivace na
intervaly, v nichz ur¢ime jeji funkéni hodnoty a na zaklad€ toho stanovime pro dany
interval monotonii zkoumané funkce. Pokud nabyvad naintervalu prvni derivace
kladnych funkénich hodnot, je zde dané funkce rostouci, pokud naopak zapornych, je
klesajici. Méni-li se znaménko prvni derivace v okoli jejiho nulového bodu, jedna se o
lokalni extrém. Tyto poznatky shrneme do tabulky, v jejim prvnim fadku nalezneme
vypsané intervaly, ve druhém, zda na nich nabyva prvni derivace kladnych (+), nebo
zapornych (=) funk¢nich hodnot, a ve tfetim, zda je zde zkoumana funkce rostouci (),
nebo klesajici (\).

Defini¢ni obor prvni derivace mize byt na rozdil od definicniho oboru zadané funkce
uzsi (ptiklad 6). Typicky se uzaviené Casti intervalu méni na oteviené, coz v piikladech
nasledujici sbirky uloh symbolizuje, ze funkce je v daném krajnim bod¢ definovéna,
ovSem jeji prvni derivace se danému bodu pouze blizi, ale nikdy ho nedosahne. To
znamena, ze se graf prvni derivace blizi pro dané x hodnot¢ +o0, nebo —oo, proto v okoli
tohoto bodu zkoumana funkce nekonecné rychle klesa ¢i roste. Pokud se defini¢ni obory

shoduji, mizeme ocekavat (na zdklade predpokladanych podob grafli, kterymi se prace
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zabyva) existenci svislé asymptoty. Toto chovani v piikladech ovétime vypoctem limit
prvni derivace ve vlastnich krajnich bodech jejiho defini¢niho oboru, coz je rozebrano
v bodé¢ III).

Na tomto misté¢ vzdy provedeme zkousku. Pomoci prvni derivace porovndme, zda
souhlasi rist a klesani funkce na jednotlivych intervalech s jejim limitnim chovanim
a také s tabulkou jejich funk¢nich hodnot (kladnych / zapornych). Pomoci limit prvni
derivace v ptipadnych nevlastnich krajnich bodech jejiho defini¢niho oboru ovéiime
spravnost predchozich vypocti Sikmych a vodorovnych asymptot. V pfipad¢ vlastnich
krajnich bodl v definicnim oboru prvni derivace ur¢ime rychlost ristu / klesani
zkoumané funkce v jejich okoli a také znovu ovéfime pifipadnou existenci Sikmé
asymptoty. To nam zpravidla kompletné neovéii spravnost vypoctl, ale mize upozornit

na pfipadnou chybu.

V) Druha derivace: inflexni body, intervaly konvexni / konkavni
Ur¢ime druhou derivaci a jeji nulové body (pokud existuji), tedy body podezielé
z inflexe. Pomoci nich rozdélime defini¢ni obor na intervaly, v nichZ vypoc¢teme funkéni
hodnoty druhé derivace. Pokud nabyva na intervalu druha derivace kladnych funk¢énich
hodnot, je zde dana funkce konvexni, pokud naopak zapornych, je konkavni. Méni-li se
znaménko druhé derivace v okoli jejiho nulového bodu, jedna se o inflexni bod. Tyto
poznatky opét shrneme do tabulky, v jejim prvnim fadku nalezneme vypsané veskeré
intervaly, ve druhém, zda jsou na nich funkéni hodnoty druhé derivace kladné (+), ¢i
zaporné (—), ve tietim, zda je zde proto prvni derivace rostouci (7), nebo klesajici ()

a ve Ctvrtém, zda je proto zkoumana funkce konvexni (U), nebo konkavni (N).

Zaver

Z grafu zpétné ur¢ime obor hodnot a globalni extrémy funkce. Sou¢asné vySetfime mimo
sudosti a lichosti také ptipadné dal§i symetrie grafu funkce, které odhadneme z jeho
tvaru a oveéfime vypoctem. Jejich existenci miizeme v této sbirce pfedem ocekavat,
jelikoz doptfedu vime, Ze grafy budou tvofeny kuzeloseCkami, které v sobé mnohé

symetrie nesou. V ptipadech, kdy je graf tvofen jen ¢asti kuzelosecky, ale musime
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rozliSovat mezi symetrii kuzelosecky a grafu, jelikoz tato nekompletnost miize vést ke
ztraté kompletni symetrie grafu funkce.

Pozn.: U vysledki budeme z vétSiny ponechavat odmocninu ve jmenovateli a zlomky
nebudeme usmérnovat, jelikoz tento tvar v danych ptipadech zjednodusi dalsi vypocty,

typicky napt. derivovani.

1.5 Analyticky popis kuZelose¢ky

Ve druhé¢ casti prikladi vzdy popiseme kuZzeloseCku analyticky. Pro kuzelosecky v zakladni

poloze rozdélime tento popis do tii bodu.

I

1)

110)

Prevod do stredového / vicholového tvaru rovnice
Abychom funkéni pfedpis upravili do tvaru rovnice kuzeloseCky, odstranime z ngj
umocnénim na druhou piipadnou odmocninu, vhodné pteskupime cleny na obou

stranach rovnice a provedeme upravu na ¢tverec.

Urceni charakteristickych prvku

Ze stfedového (vrcholového) tvaru kuzelosecky uréime pro ptipad elipsy a hyperboly
soufadnice stfedu, hlavnich vrcholli a ohnisek, délku hlavni a vedlej$i poloosy a diky
nim dopocteme excentricitu. Pro pfipad paraboly ur¢ime soufadnice vrcholu, ohniska

a rovnici fidici pfimky. Pro kruZnici jeji stfed a polomér.

Oveéreni ohniskové definice
Z tvaru funk¢niho predpisu vyjadiime soutadnice kazdého bodu grafu, pro néz nasledné
dosazenim ovéfime platnost ohniskové definice pfisluSejici konkrétnimu typu

kuzelosecky.

V ptipadé kuzeloseCky v obecné poloze pouze upravime funkéni predpis do tvaru obecné

rovnice kuzelosecky a ur¢ime, o jaky konkrétni typ se jedna. K samotné klasifikaci typu

kuzeloseCky vyuzijeme metodu pracujici pouze se zkoumdnim vzijemné polohy

kuzelosecky a piimky.

Podivame-li se bliZze na zminény vztah, zjistime, Ze v ptipad¢ elipsy, pfip. kruZznice, mohou

nastat nasledujici moznosti: ptimka jde vné kuzelosecky, je jeji teCnou nebo je jeji seCnou
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se dvéma spole¢nymi body. U hyperboly se mize jednat o asymptotu, te¢nu ¢i opét secnu,
ovSem tentokrat s jednim 1 dvéma spole¢nymi body. Pro parabolu mutze lezet piimka opét
v jeji vnéjsi oblasti, byt jeji teCnou ¢i seCnou s jednim 1 dvéma spole¢nymi body. Pokud tedy

budeme fesit soustavu dvou rovnic, kuzelosecky a ptimky, dostaneme se ve finale k:

1) kvadratické rovnici s kladnym diskriminantem, piimka je secna (2 spole¢né body),
2) kvadratické rovnici s nulovym diskriminantem, pfimka je tecna,

3) kvadratické rovnici se zapornym diskriminantem, piimka lezi vné kuzelosecky,

4) linearni rovnici s jedinym feSenim, piimka je secna (1 spole¢ny bod),

5) rovnosti typu 1 = 0, pfimka je asymptota,

6) rovnosti typu 0 = 0, ptfimka lezi celd na kuzelosecce, jedna se o singularni kuzelosecku.

V poslednich tfech ptipadech zanika v rovnici jeji kvadratickd ¢ast. Smér ptimky, ktera
povede pfi feSeni zminované soustavy na linearni rovnici, se potom nazve asymptotickym.

(Otruba, 2010).

Definice 5 (asymptoticky smér kuZelosecky): Smér v roving, dany nenulovym vektorem

U = (u,v), se nazyva asymptotickym smérem kuzelosecky o rovnici:
ax? + 2bxy + cy? + 2dx + 2ey+ f =0
jestlize:
au? + 2buv + cv? =0
(Bocek, 1977, s. 23).

Pro regulérni kuzelosecky tedy plati, Ze asymptotickym smérem rozumime smér piimky,
ktera je asymptotou dané kuZzelosecky nebo jeji se€nou s jednim spole¢nym bodem. Pokud
se podivame na jednotlivé typy kuzeloseCek a pocty jim pfisluSejicich asymptotickych
smért, zjistime, Ze elipsa (kruznice) nema zadny, parabole ptislusi pravé jeden (rovnobézny
s jeji osou) a hyperbole dva (sméry asymptot). Tedy s jejich pomoci od sebe dokdzeme

pomérné snadno jednotlivé typy kuzelosecek odlisit.

Ve vypoctech budeme Casto nardzet na rovnice s odmocninami. Na uvod proto jesté

pfipomenme nutnost provedeni zkousky, jelikoz budeme provadét neekvivalentni upravu
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umocnéni. Ta mize vést k ziskdni hodnoty, kterd nebude kofenem rovnice (piiklad 11).
Pravé provedeni neekvivalentni upravy umocnéni povede z vétSiny (piiklad 2 az ptiklad 6,
piiklad 9 az piiklad 12) také k tomu, ze zatimco graf funkce bude tvofen jen Casti
kuzelosecky, vypoctend rovnice ji bude popisovat celou. Tento zasadni rozdil zde proto

zduraznéme.
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1.6 Prehled grafi vySetifenych funkci

+y

=9 M
Obrazek 4: f(x) =v2x2+4—6
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Obrzek 6: f (x) = v=x2 — 6x + 16 — 3 Obrizek 7: f(x) = —V—2xZ ¥ 4x + 16
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Prehled kuZelosecek tvoricich grafy vySetfenych funkci

Obrazek 14: parabola, piiklad 1
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2 KuzZelosecky v zakladni poloze

V této kapitole budeme vySetifovat prubéhy funkci, jejichz grafy tvoti kuzelosecky, piipadné
jejich casti. U kazdého ptikladu zadaného funkénim piedpisem nejprve vySetiime prubch
dané funkce (podle kapitoly 1.4) a nasledné konkrétni kuzelosecku popiSeme analyticky
(podle kapitoly 1.5), abychom tak ukézali souvislosti a rozdily dané jejim odliSnym zadanim

skrze jeji analytickou rovnici a funkcni piedpis.

Funk¢éni predpisy obsazené v této Casti sbirky jsou voleny tak, aby grafem danych funkci
byly kuzelosec¢ky v zakladni poloze. Kapitola se sklada z Sesti feSenych uloh ilustrujicich
zakladni pfipady, na které lze narazit, a dale je doplnéna také o ulohy nefesené slouzici
pfipadnym zdjemcim k dal§imu procviceni. Na uvod piikladi se vzdy objevuje kratky
komentat rozebirajici, jaké vlastnosti ptislusné funkce muizeme poznat na prvni pohled
z jejiho ptedpisu, ptipadné zda Ize jiz doptedu odhadnout, o jakou kuzelosecku by se mohlo
jednat. Pomyslnym odstranénim odmocniny z funkéniho ptedpisu a zkoumanim znamének
pied kvadratickymi ¢leny x? a y? (a samotné existence obou z nich) lze dobfe konkrétni
odhad ucinit, jelikoz ve stfedovych ¢i vrcholovych rovnicich kuzelosecek je tato skute¢nost
rozhodujici. Jedna se vSak vZdy o pouhy prvotni odhad, protoZe pro naprostou jistotu je tieba

vySettit podobu pifipadné rovnice detailnéji.

Piiklady jsou doplnény o obrazky ukazujici nejprve graf vySetfené funkce a nasledné ji

odpovidajici kuzelosecku.
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2.1 Priklad 1: parabola
flx) =—x?>+4x—-3

Pribéh funkce
Jedna se o kvadratickou funkci, jeji graf dokazeme urcit nalezenim kotent ji odpovidajici

kvadratické rovnice —x? + 4x — 3 = 0 a dohled4anim soufadnic vrcholu. Zde viak graf

nicmén¢ bude vyuzivan i v nasledujicich ptikladech, kde podoba vysledné kiivky jiz nebude
tak zfejma, proto je vhodné jej poprvé aplikovat na znamy objekt. Nyni pomoci néj ukazeme,
ze grafem této kvadratické funkce je opravdu parabola.

) Definicni obor, sudost, lichost: Ziejmé Dy = R. Funkce f neni sudd ani licha, nebot

f(=x)=—=(—x)?4+4-(—x) =3 =—x% —4x — 3 # +f(x).

Il) Priseciky se souradnicovymi osami, tabulka kladna / zaporna: Pro P, plati:
f(0)=0+4-0-3=-3- P,J0;-3]
Pro P, fe$ime rovnici f(x) = 0.
—x?+4x—-3=0
—(x—-1Dx-3)=0
x1=1;,x,=3
Rovnice ma dva kofeny, tedy existuji i dva priseciky Py [1; 0], P, [3; 0]. Ty rozdéluji
defini¢ni obor na tfi intervaly. Tabulka popisuje, jakych funkénich hodnot na nich
funkce f nabyva.
‘ (—0; 1) ‘ (1;3) ‘ (3;)
f( | - | + | -

Tabulka 1: ptiklad 1, f kladna / zdporna

)  Limity v krajnich bodech definicniho oboru, asymptoty: Pomoci rozkladu vyrazu
v limit€ na soucin a vytknuti minus jedné pted limitu dostavame:

lim (—x?+4x—3)=—lim(x —1)(x —3) = —0 0 = —®
xX— 00 X—00
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lim (—x? + 4x —3) = —xl_i)r_noo(x —1D(x—3)=—(—0)(—x) = -

X—>—00

Z vypoctu limit neplyne existence svislych nebo vodorovnych asymptot. Pro Sikmé

asymptoty plati:
—x% 4+ 4x — 3 xz(—1+§—xiz)
k1=limf=lim . =00 (-1+0-0)=—
X—00 X—00
—x% +4x -3 xz(—1+§—xiz)
k, = lim leim . =—00:(-1+0-0)=o00
X——00 X—>—00

Nicmén¢ smérnice musi byt realné ¢islo, tedy nedostdvame ani asymptoty Sikmé.

IV) Prvni derivace: lokalni extrémy, tabulka rostouci / klesajici: Vypocteme prvni derivaci.
fl(x)=(—x*+4x-3) =-2x+4

Ziskame jeji nulovy bod x = 2. Monotonii funkce f tak vySetfime na dvou intervalech.

(—o0;2) (2; 00)
f'(x) + -
f(x) 7 \

Tabulka 2: priklad 1, f rostouci / klesajici

Z tabulky plyne existence lokalniho maxima, zhodnoty f(2) =1 plynou jeho
soufadnice [2; 1]. Monotonie funkce f na jednotlivych intervalech odpovida hodnotam
z tabulky 1 1 jejimu limitnimu chovani. Funkce f nejprve nabyva zapornych hodnot,
roste ze zaporného nekonecna do kladného lokéalniho maxima a z néj klesa zpét do
zaporného nekonecna. Ovérme jesté pomoci limit prvni derivace v nevlastnich krajnich
bodech jejiho defini¢niho oboru spravnost predchoziho vypoctu Sikmych asymptot.
Df, = R, proto:
;i_r)glo(—Zx +4) = —o; xl_i)r_noo(—Zx +4) =0

Kdyby sikmé asymptoty existovaly, vysledkem téchto limit prvni derivace by bylo
realné Cislo coby jejich smérnice. Takto jsme tedy ovéftili, Ze Sikmé asymptoty funkce f

nema.
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V) Druha derivace: inflexni body, tabulka konvexni / konkdvni: Vypocteme druhou
derivaci.
') =(=2x+4) =-2
Druhé derivace je zjevné zaporna, proto je funkce f na celém svém defini¢énim oboru

konkavni a zddné inflexni body neexistuji.

(—00; )
') -
f'(x) N
f(x) n
Tabulka 3: priklad 1, f konvexni / konkavni
21\ y
1
X
2 10 12 4 5 6
=1
-2

Obrézek 26: graf funkce f(x) = —x% + 4x — 3
Obor hodnot: Hy = (—oo; 1)
Globalni extrémy: Globalni maximum v x = 2, tzn. v bod¢ [2; 1].
Symetrie: Graf je symetricky podle osy x = 2, plati f(2 —x) = f(2 + x).

—2-x)?2?+42-x)-3=—-Q2+x)*+4Q2+x)-3
—4+4x—x>+8—4x—-3=—-4—4x—x>2+8+4x—3
—x2+1=—-x*+1
0=0
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Analyticky popis kuZelosecky
I) Prevod rovnice do vrcholového tvaru: Funkcni predpis upravime na Ctverec.
y+3=—(x?-4x)
y+3=—(x—-2)>—4-(-1)
(x=2?=-(y-1)

Jedna se o rovnici paraboly.

5

Il) Urceni charakteristickych prvkii: Vrchol V[2; 1], ohnisko F [2 ; %], fidici pfimka d: y = -

III) Ovéreni ohniskové definice: Kazdy bod paraboly ma soufadnice [x; —x? + 4x — 3]

a musi spliovat |XF| = |Xd|.

2 2

\/(2—x)2+(z+x2—4x+3) =\/(Z+x2—4x+3)
\/(2—x)2+(x2—4x+17r5>2=\/(x2—4x+%)2

225 15 289 17
4 —4x + x% + x* + 16x% + — — 8x3 +7x2 —30x = x* + 16x2 +E—8x3 +7x2 — 34x
49 289 49 289
x* =83+ —x? - 34x+—=x*—-8x3+ —x% - 34x + —
2 *T 16 2 *T 16
0=0

Ohniskové definice je splnéna.

2
\vf d
1
/F/:\ X
-2 =10 1 2 4 5 6
=1
=2

Obrazek 27: kuzelosecka (x —2)2 = —(y — 1)
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Obdobné tlohy k procvi¢eni
) f(x)=x?>+2x-3
I f(x)=-x*—4x-3
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2.2 Priklad 2: polovina paraboly
fx)=2—-+vV1+x

Prabéh funkce

V tomto piipad€ budeme pracovat s jiz ne zcela béznou funkci. Ur¢eme funkci k ni inverzni.

x=2—,/1+y
x2—4x+4=1+y
y=x%—4x+3
Zjistujeme, ze dostdvame pro nas znamou funkci kvadratickou, jejimz grafem je parabola.
Proto musi byt i grafem funkce f parabola, v zavislosti na defini¢nim oboru potom jeji ¢ast.

Funk¢ni predpisy obsahujici dva odlisné objekty tak maji stejnou geometrickou interpretaci.

I) Definicni obor, sudost, lichost: Vyraz pod odmocninou nesmi byt zdporny, proto musi
platit, ze 1 + x > 0, tedy Dy = (—1; ). Nebot' f(—x) =2 —+v1—x # % f(x), neni

funkce f ani suda ani licha.

Il) Priseciky se souradnicovymi osami, tabulka hodnot: Pro P, plati:
f(0)=2-v1+0=2-1=1- PB,[0;1]

Pro P, fe$ime rovnici f(x) = 0.

2-V1+x=0
2=Vi+x
4=1+x
x =3

Rovnice obsahovala odmocninu, provedli jsme neekvivalentni ipravu umocnéni. Proto
je tieba provést zkousku.

2-V1+3=2-V4=2-2=0
Hodnota x = 3 je kofenem rovnice, proto P,[3; 0]. Prisecik rozdéluje definiéni obor na

dva intervaly, tabulka popisuje, jakych funkénich hodnot na nich funkce f nabyva.
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‘ (—1;3) ‘ (3; )
f(x) \ + \ -

Tabulka 4: priklad 2, f kladna / zaporna

IT) Limity v krajnich bodech definicniho oboru, asymptoty: Pro levy krajni bod vyieSime
limitu pfimym dosazenim. Pro pravy krajni bod vyuzijeme tvrzeni, Ze limita rozdilu se
rovna rozdilu limit.

lim (2-V1+x)=2-V1-1=2

x—>—
lim(2-vV1i+x)=1lim2-limVli+x =2—-V1+o0=-m
X—00 X—00 X—>00

Z vypoctu limit neplyne existence vodorovnych ani svislych asymptot. Vzorce slouZici

k ur€eni Sikmych asymptot miizeme vyuZit jen pro x — +oo, jelikoz pro x — — oo neni

1 1 2 1 1
2—|x|- ’x_2+; X(;— /x_2+;)
" X =0-v0+0=0

gq=lm2-vVv1l+x—-0x)=1lm@2—-limvl+x)=2—-+Vvl+ow=—-w
X—00 X—00 X—00

funkce f definovéna.

= lim

X—00

lim

—00

k = lim

X—00

2—=~V1l+x
X _x

Jelikoz koeficient g neni realné ¢islo, neexistuje ani Sikma asymptota.

IV) Prvni derivace: lokadlni extrémy, tabulka rostouci / klesajici: Derivujeme jako sloZenou

funkeci.

, r 1y’ 1 1 -1

Nulovy bod prvni derivace neexistuje, ta nabyva pouze zapornych funkénich hodnot.
Funkce f je proto na celém svém defini¢nim oboru klesajici a lokalni extrém neexistuje.
(=1; o)

f'e) -

fx) \

Tabulka 5: ptiklad 2, f rostouci / klesajici
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Chovani funkce f popsané tabulkou souhlasi s hodnotami z tabulky 4 a odpovida jejimu
limitnimu chovani, tedy Ze zkladnych hodnot klesa do ziporného nekonecna.
Vypoctéme jest¢ limity prvni derivace v krajnich bodech jejiho definicniho oboru
a zkontrolujme tak mimo jiné spravnost vypoctu smérnic Sikmych asymptot. Nebot’

Dfr = (—1; o), tak:

-1 -1
=021 +x 2V1+ o

-1 -1
E 2T+ x 2T+ (D)7

Pro pravy krajni bod dostdvame stejnou hodnotu, jako za vyuziti vzorcl pro vypocet

— 00

koeficientl Sikmych asymptot. Z levého krajniho bodu funkce f klesa nekonecné rychle.

V) Druha derivace: inflexni body, tabulka konvexni / konkdvni: Derivujeme jako podil

a jako slozenou funkei.

) 1y 0 VTFR - (D= 1
e =) - e T GAD Vrrl

Nulovy bod druhé derivace neexistuje, tedy ani inflexni bod funkce f. Vyraz pod
odmocninou musi byt kladny, je navic obsaZen i1 ve druhé zivorce soucinu ve
jmenovateli, proto druha derivace nabyva jen kladnych funkénich hodnot a funkce f ma

konvexni tvar.

(=1; o)
f1'(x) +
f'(x) 7
f(x) U

Tabulka 6: priklad 2, f konvexni / konkavni
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Obrazek 28: graf funkce f(x) =2 —V1+x

Obor hodnot: Hy = (—o0;2)
Globdlni extrémy: Globalni maximum v x = —1, tzn. v bodé [—1; 2].

Symetrie: Zadné symetrie ptislusného grafu neexistuji.

Analyticky popis kuZelosec¢ky
I) Urceni tvaru vrcholové rovnice: Umocnénim funkéniho ptedpisu na druhou se zbavime

odmocniny a provedeme upravu na ¢tverec.

y—2=—V1+x
yi—4y+4=1+x
(y—2)2—-4+4=1+x
y-2?=@x+1

Jedna se o rovnici paraboly.

I) Urceni charakteristickych prvkii: Vrchol V[—1;2] , ohnisko F [—Z ;2], fidici

pfimka d: x = —Z.

IT) Oveéreni ohniskové definice: Kazdy bod paraboly ma soutadnice [x; 2—+1+ x] a musi
spliovat |XF| = |Xd]|.
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J(x+%)2+(2—\/m—2)2 =J(x+%>2

x2+§x+i+1+x=x2+5x+§
2 16 2 16
x2+5x+§=x2+5x+§
2 16 2 16

0=0

Ohniskova definice je splnéna.

d3
VF
Ki
\ X
-2 |-t of 1 2 3 6 7 8 9

=2

Obrazek 29: kuzelosecka (y — 2)2 = (x + 1)

Obdobné ulohy k procviceni
D f(x)=3—-+V-x+4
M f(x)=-1+v9—x
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2.3 Priklad 3: vétev hyperboly

f(x)=+2x2+4—-6

Pribéh funkce

V tomto piipadé je ve funkénim piedpisu odmocnina obsahujici kvadraticky ¢len x?2.
Nejedna se o bézny objekt, podobné ani funkce k ni inverzni by nam nebyla znadma. Pokud
bychom z funké&niho piedpisu odstranili odmocninu a kvadratické ¢leny x2 a y? ponechali
na jedné strané rovnice, mély by odliSnad znaménka. Na zdklad¢ znalosti tvara stfedovych
rovnic kuzelose¢ek miizeme ocekavat, ze by se mohlo jednat o hyperbolu. VySetfeme rovnou

prabéh této funkce.

I) Definicni obor, sudost, lichost: Vyraz pod odmocninou nabyva pouze kladnych hodnot,

existencni podminka vztahujici se k odmocning je splnéna pro vSechna x, proto Dy = R.
Nebot' f(—x) =+/2-(—x)?+4—-6=V2x?>+4—-6=f(x), je funkce f suda.
Naopak f(—x) = V2x? + 4 — 6 # —f(x), tedy funkce f neni licha.

Il) Priseciky se souradnicovymi osami, tabulka hodnot: Pro P, plati:
f(0)=v2:0+4—-6=2-6=—4-P)[0;—4]
Pro P, feSime rovnici f(x) = 0.

2x2+4-6=0

2x2+4 =136
x—4)-(x+4)=0
Xy, = 14

Provedli jsme neekvivalentni upravu umocnéni, proto je potieba provést zkousku.
2:(—4)2+4-6=V32+4-6=V36-6=6-6=0
2:42+4-6=vV32+4-6=V36-6=6-6=0
Obé¢ hodnoty jsou opravdu kofeny rovnice, proto Py, [4; 0], P,,[—4; 0]. Priseciky déli
definiéni obor Df na tf1 intervaly, pomoci tabulky popiseme, jakych funk¢nich hodnot

na nich funkce f nabyva.
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\ (—o0; —4) \ (—4;4) \ (4; 0)
f(x) + ] - \ +

Tabulka 7: priklad 3, f kladna / zaporna

IT) Limity v krajnich bodech definicniho oboru, asymptoty: VyuZzijeme tvrzeni, ze limita
rozdilu se rovna rozdilu limit a dale vytkneme nejvys$si mocninu pied odmocninu,

pfiéemz nesmime zapomenout na absolutni hodnotu, protoze plati, ze Vx? = |x|, jak je

popsano v kapitole 1.4.

4
lim(+/2x24+4—-6)=—6+ lim y2x? +4 = —6 + lim | |x| ’2+x_2 =
xXo0 X—00 X—00

=—6+0-(2+4+0)=0o

4
lim (/2x2+4—-6)=—-6+ lim 2x?+4=—-6+ lim | |x| ’2+E =
X——00 X——00 X——00

4
=—6+ lim —x’2+—2 =—6+0:(2+0)=0o
X—>—00 X

Z vypoctu limit neplyne existence vodorovnych ani svislych asymptot. Pro koeficient k
Sikmych asymptot plati:

4 4
2X2+4—6 - IXI"2+x—2—6 . X/2+x—2—6

ky; = lim ————— = lim
X—00 X X—00 X X—00 X

k, = lim —— = lim lim
X—>—00 X—>—00 X—>—00
X <— ’2 + iz - 9)
X X
= lim " =—V2+0- V2
X——00
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Pro koeficient q; mame:

q; = lim(y/2x2 + 4 — 6 —V2x) =
X—00

(V2x2+ 6—\/_x)(\/2x2+ +6+\/§x)_
5 V2xZ + 4 + 6 +2x -

(\/W) — (-6 —2x)* i X044 (36 4 1292x + 2x%)

i V2xZ + 446 ++/2x x—00 V2xZ + 446 ++2x
—32 — 12V2«x x (-2 -12v2)

= lim =

x—»ood 2 X—00
2x% + 4+ 6+2x |x] - 2+x—2+6+\/§x

x (-2 -12v2) 0-12v2  -12V2

= lim =—6

xaoox<\@+g+ﬁ) TVZE0+0+v2 22

Analogicky pro q,:

q; = lim (V2x2+4—6++2x) =
X——00

(\/sz — 6+ V2x)(V2x? + 4+ 6 —V2x) _
A W+6 V2x

(\/2x2+ 2)’ — (- 6+\/—x) . 2x? + 4 — (36 — 12V/2x + 2x?)
= lim =
A, V2x2+4+6—+2x X—=0 V2x2+4+6—+2x

32
—32 + 12v/2x y x (-2 +12v2)
= 11im

= lim =
xo-o\2x2 + 4+ 6—2x xo-

| x| - 2+iz+6—\/§x
X

o x (-2 +12v2) L x (-2 +12v2) _

Tk 2+t 46— Vax xﬁ_wx(— /2+iz+9—\/§>
X X X

_ 0+ 12v2 122
V2 0+0-V2 -2v2

=—6
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Funkce f mé dvéasymptoty,atoa;:y =vV2x —6aa,:y=—/2x—6

IV) Prvni derivace: lokadlni extrémy, tabulka rostouci / klesajici: Derivujeme jako

sloZzenou funkci.

!

) = (Vaxz +4- 6)' = ((2x? + 4): — 6) = % (2x2 +4)77 - dx =
2x
V2x2% + 4

Existuje pravé jeden jeji nulovy bod, a to x = 0. Monotonii funkce f tak vySetiime na

dvou intervalech.

(—0;0) (0; 00)
f(x) - +
f(x) \ P

Tabulka 8: piiklad 3, f rostouci / klesajici

Funkce f méni v okoli nulového bodu svou monotonii z klesajici na rostouci, proto je
zde jeji lokalni minimum. Z hodnoty f(0) = —4 plynou jeho soutadnice [0; —4].
Monotonie funkce f na jednotlivych intervalech odpovidd jejim limitnimu chovani
a hodnotam z tabulky 7. Z kladnych funkénich hodnot klesd do zaporného lokalniho
minima a poté roste zpét do kladného nekonecna. Ovéfme jest€ pomoci limit prvni
derivace v nevlastnich krajnich bodech jejiho defini¢niho oboru spravnost piredchoziho
vypoctu smérnic Sikmych asymptot. Dpr = R, tedy:

lim ——— = lim =
X—00 2x2+4_ x— || \/2+4 \/2+0

2x 2 V2
2

2x V2

= = lim

lim -
——00 2 —>oo ’ ——00 —+/ 2

Dostavame stejné hodnoty, jako pfi vypoctu pomoci vzorca.

V) Druha derivace: inflexni body, tabulka konvexni / konkdvni: Derivujeme jako podil

a jako slozenou funkci.
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' . 2 _ 4—x . 2 _i
=2 V2x4 + 4 — 2x Zmzz V2x?% 4+ 4 NTav

" 2x
fre = (w/—sz n 4) 2x2 + 4 2x2 + 4 -
4x2+8—-4x2
Vax?ra_ _ 4

T 244 (x242) V222 1 4

Nulovy bod druhé derivace neexistuje a ta v nabyva pouze kladnych funkénich hodnot,

proto neexistuji zadné inflexni body funkce f a ta je na celém svém definicnim oboru

konvexni.
(—o0; )
f'(x) +
f'(x) 7
f(x) U

Tabulka 9: priklad 3, f konvexni / konkavni

Obrazek 30: graf funkce f(x) = V2x2+4—6

Obor hodnot: Hy = (—4; )
Globalni extrémy: Globalni minimum v x = 0, tzn. v bodé [0; —4].

Symetrie: Graf funkce f je symetricky podle soutadnicové osy y, coz bylo ukézano

v bod¢ I).
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Analyticky popis kuZelosecky
I) Prevod rovnice do stredového tvaru: Umocnénim funkcéniho ptedpisu na druhou se

zbavime odmocniny a provedeme Upravu na ¢tverec.

y+6=+2x2+4
y2+ 12y +36 =2x%+4
(y + 6)2 — 36 + 36 — 2x% =

x? + 6)?
AR Al R

1
2 4

Jedna se o rovnici hyperboly.

II) Urceni charakteristickych prvki: Stied S[0;—6], délky poloos a = 2,b =+/2,

excentricita e =+Va?+ b2 =+4+2 = /6, hlavni vrcholy A[0;—4], B[0;-8],
ohniska E[0; —6 + V6], F[0; —6 — /6.

IIT) Overeni ohniskova definice: Kazdy bod grafu ma soufadnice [x; V2x% + 4 — 6] a musi
spliiovat, ze ||EX| — |FX|| = 2a.

sz+(¢m_6+6_@)2_sz+(m_6+6+@)2|:4

‘\/sz + 10 — 2/ 12x? +24—\/3x2 + 10 + 2/ 12x? +24| =4

Rovnici umocnime na druhou a upravime, pficemz pro levou stranu vyuzijeme vzorec

(a — b)? = a® — 2ab + b>.

6x2 +20 — 24/9x* + 12x%2 + 4 = 16

3x2 4+ 2 = /9x* + 12x2 + 4
Znovu umocnime na druhou a dostavame:

Ox* +12x2 4+ 4 =9x* +12x%> + 4
0=0

Ohniskové definice je splnéna.
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-7 -6 -5

‘ =13 W

2 2
Obrazek 31: kuzelosecka — x; + % =1

Obdobné ulohy k procviceni

)
1))

fx)=—V3x*+9+6

Dva hmotné body jsou umistény v soustavé soufadnic v bodech A[0; 8], B [7;0],
soufadnice jsou uvedeny v metrech. V témze okamzZiku se oba daji do pohybu po osach
soustavy soufadnic k jejimu pocatku. Zatimco hmotny bod umistény v bodé¢ A se
pohybuje rychlosti v; = 1 m-s™?1, tak druhy hmotny bod B rychlosti v, = 2m-s™1.
Vysetiete funkci vyjadiujici vzdalenost hmotnych bodl v zavislosti na dobé pohybu.

Inspirovéano (Kubat & Hruby, 2014, s. 140)
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2.4 Priklad 4: poloviny vétvi hyperboly

f(x) =/3x2+12x+9

Pribéh funkce

Funk¢ni predpis neni na prvni pohled nijak zndmy, obsahuje sice odmocninu, ale o parabolu
se jednat nebude, jelikoz se pod odmocninou vyskytuje kvadraticky trojclen. Mizeme
predpokladat, ze funkce bude nabyvat jen kladnych funkénich hodnot. Pomyslnym
odstranénim odmocniny z funké&niho piedpisu dostdvame kvadratické ¢leny 3x2 a y?, které
jsou-li na stejné strané rovnice, maji odlisnd znaménka. Na zaklad¢ znalosti sttedové rovnice
hyperboly mizeme ocekévat, ze se o ni bude jednat i vtomto piipadé, coz ovefime

vypoctem.
I) Definicni obor, sudost, lichost: Vyraz pod odmocninou nesmi byt zaporny, proto:

3x2+12x+9 >0
3x+1D)(x+3)=0

Ze soucinu na levé strané plyne, ze Dy = (—o0; —3) U (—1; o). Funkce f neni sud4 ani

lich4, nebot’ f(—x) = \/3(—x)2 — 12x + 9 = V3xZ — 12x + 9 # + f(x).

Il) Priseciky s osami, tabulka kladna / zdporna: Pro P, plati:

£(0)=+/3:02+12-0+9=v9=3- BJ[0;3]

Pro P, feSime rovnici f(x) = 0.

J3x2+12x+9=0
3(x+1)(x+3)=0

x1=—1,x, =-3
Provedli jsme neekvivalentni Gipravu umocnéni, je tedy tfeba provést zkousku.
V3 (-1)24+12-(-1)4+9=vV3-12+9=0
J3:(=3)24+12-(-3)+9=v27-36+9=0
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Obé¢ hodnoty jsou opravdu kofeny dané rovnice, proto P, [—1; 0], P,,[—3; 0]. Priiseciky
jsou soucasn¢ krajnimi body defini¢niho oboru. Tabulka popisuje, jakych funkénich

hodnot na jeho jednotlivych intervalech funkce f nabyva.

‘ (—o0; —3) ‘ (—1;)
+ ‘ +

f)

Tabulka 10: ptiklad 4, f kladna / zaporna

IIT) Limity v krajnich bodech definicniho oboru, asymptoty: Limity funkce f v obou
nekonecnech vypocteme pomoci vytknuti nejvyssi mocniny pied odmocninu, pficemz

nesmime zapomenout na absolutni hodnotu, jelikoZ plati Vx2 = |x|, jak je popsano

v kapitole 1.4.

12 9
lim v/3x2 + 12x + 9 = lim |x| /3+7+x_2:°°'(‘/3+0+0):°°
X—00 X—00
_ _ 12 9 , 12 9
lim 3x2+12x+9 = lim |x| [3+—=+—== lim | —x 3+—=+—= | =
X——00 X—>—00 X X X—>—00 X X

=00-:(3+0+0) =

Na zéklad¢é ptedchozich vypocth miiZzeme rovnou urcit, Ze limity v ostatnich dvou
krajnich bodech jsou rovny nule, nebot’ se jedna o priseciky s osou x. Z vypoctu také
plyne, Ze neexistuji vodorovné ani svislé asymptoty. Pro vypocet asymptot Sikmych

dosadime do vzorce.

 3xZy¥izxt9 | BTtz
kl = lim = lim = \/§
X—00 X X—00 X
12 9
V3xZ ¥ 12x + 9 x[3+7+5=
X—>—00 X X—>—00 X
~x [3+2+2
X X
= lim =3
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Pro koeficient q; dostavame:

q; = lim (v/3x2 4+ 12x + 9 —/3x) =
X—00

. (V3xZ + 12x + 9 — V3x)(V3x2 + 12x + 9 + V/3x)
= 1m =
x—00 V3x2 4+ 12x + 9 +/3x

9
o 3x%+12x 49 —3x2 _ x(12 +;)
=1 lim

= lim = =
x~>0+/3x2 + 12x + 9 +/3x x—mlxl /3+£+i+\/§x
x x2

) x(12+2) 1240 12
= 11im = =
"*°°\/§x< 14542 > V3-(WVTI+0+0+1) 23

Rlo

=23

=+1

Podobné pak pro koeficient g,:

q; = lim (/3x2 +12x + 9 +V3x) =
X——00

(V3xZ + 12x + 9+ V3x)(V3xZ + 12x + 9 — V3x) _

= lim

x——00 V3x2 +12x + 9 —V/3x
9
. 3x%+12x+9 — 3x? _ x(12+;)
= lim = lim
x>-01/3x2 4+ 12x + 9 —/3x x>-

x| [3+2+=2—/3x
x x2

o X (12 + z)

x_)_oo—\/gx 1+i+%—\/§x
X X

x (12 +§)

—X 3+E+%—\/§x
X X

= lim

X——00

9
) x(12+2) 1240 12
= l1im = =
x—>=co [ 2,3 —3-(VI+0+0+1) -2v3
—\/§X< 1+;+x—2+1>

Funkce f ma dvé asymptoty, ato a;:y = V3x +2vV3aa,:y = —/3x — 2V/3.

= -2V3

IV) Prvni derivace: lokadlni extrémy, tabulka rostouct / klesajici: Derivujeme jako
sloZenou funkci.

!

') = (\/3962 + 12x + 9), = ((3x2 +12x + 9)%) =
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6x + 12 _ 3x+ 6
2V3x2 +12x+9 V3x2+12x+9

1 1
=5 (Bx*+12x+9)7z- (6x + 12) =

Nulovy bod prvni derivace neexistuje, tudiz ani lokalni extrém funkce f. Monotonii

funkce f na jednotlivych intervalech popisuje nasledujici tabulka.

(—o0; =3) (—1; )
f'(x) - +
f(x) \ 7

Tabulka 11: piiklad 4, f rostouci / klesajici
Monotonie funkce f na jednotlivych intervalech odpovida jejimu limitnimu chovanim
1 hodnotam z tabulky 10. Funkce f klesa z kladného nekonec¢na k nule, na svém druhém
intervalu od ni naopak do kladného nekone€na roste. Spocitejme jesté limity prvni
derivace v krajnich bodech jejiho defini¢niho oboru, coz ndm mimo jiné umozni kontrolu

pfedchoziho vypoctu smérnic Sikmych asymptot. JelikoZ Dyr = (—00; —=3) U (—1; ),

tak:
6
y 3x + 6 . X(3+;) 3+0
m = 11lm = =
x-0+/3x2 + 12x +9 x> 12 9 34+0+4+0
IXIJ3 + v + o
6 6
3x + 6 x|\3+-= x(3+-=
SR I I
X——00 X—>—00 X—>—00
3x4+12x +9 x| ’3+£+% —x 3+E+%
X X X X
3+0
- -
—V3+0+0
Pro nevlastni krajni body dostavame stejné smérnice jako pomoci vzorct. Uréeme jeste
smérnici funkce f vokolix = =3 ax = —1.
) 3x+6 ) 3:(-3)"+6
lim = lim = —o0
o7 V3x2 + 120 +9 267 /3 ((-3)7)2+ 12 (—3)" +9
3x+ 6 3-(-D*+6
= 00

lim = lim =
=>EDYY3x2 + 126+ 9 EDT /3 ((-1DH)2+ 12 (-1)V +9

Z vypoctu plyne, ze funkce f v okoli danych bodi roste a klesa nekonecné rychle.
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V) Druha derivace: inflexni body, tabulka konvexni / konkavni: Derivujeme jako slozenou
funkci a jako podil.

3x 4+ 6  3VBZ+12x+9 - (3x +6) =
e = ) =

— V3x2+12x+9 —
V3x2 +12x +9 3x2+12x+9
. > __ (3x+6)? 9x2+36x+27-9x2-36x—36
— 3 \/3)6 +12x+9 V3x2+12x+49 — 3x2+12x+9 —
3x2+12x+9 3x2+12x+9
-3

(2 +4x+3)V3xZ+ 12x + 9

Nulovy bod druhé derivace neexistuje, tedy ani inflexni bod funkce f. Jak ukazuje

tabulka, nabyva druhé derivace jen zapornych funkénich hodnot. Funkce f ma konkéavni
tvar.

(—00;=3) (=1;00)
e - -
f'(x) N N
F(x) N N
Tabulka 12: ptiklad 4, f konvexni / konkavni
v,
5
4

W

6 -5 -4 -3 /2

Obrazek 32: graf funkce f(x) = V3x2 + 12x + 9
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Obor hodnot: Hy = (0; )

Globalni extrémy: Globalni minima vx = —3 a vx = —1, tzn. v bodech [—3;0]

a[—1;0].

Symetrie: Graf funkce f je symetricky dle osy x = —2, plati f(—=2 — x) = f(—2 + x).

V3(=2—x)2+12(-2—x)+9=+/3(-2+x)2+12(-2+x) +9
3(44+4x +x%)—24—12x+9 =34 —4x +x%) —24+12x+9
12+ 12x+3x%2 —24—12x+9 =12 —12x +3x> — 24 + 12x + 9
3x2—-3=3x?-3
0=0

Analyticky popis kuZelosec¢ky
I) Prevod rovnice do stredového tvaru: Umocnénim funkéniho predpisu na druhou se

zbavime odmocniny a upravime na ¢tverec.
y2=3x2+12x+9
y2=3-(x+2)*-4-3+9

(x + 2)? y_2
3

— =1
1

Jedna se o rovnici hyperboly.

I) Urceni charakteristickych prvkii: Stied S[—2; 0], délka hlavni poloosy a = 1, délka

vedlej§i poloosy b = /3, excentricita e =+Va?+ bz =+1+3 =+4=2, hlavni
vrcholy A[—3; 0], B[—1; 0], ohniska E[—4; 0], F[0; 0].

IIT) Overeni ohniskové definice: Pro kazdy bod grafu [x;\/ 3x% 4+ 12x + 9J musi platit
||IEX| — |FX|| = 2a.

2

‘\/(x+4)2+(\/3x2+12x+9)2—\/x2+(\/3x2+12x+9) =2

|\/x2+8x+16+3x2+12x+9—\/x2+3x2+12x+9|=2
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|\/4x2 +20x + 25 —J4x2 + 12x + 9| = 2

4x? + 20x + 25 + 4x2 4+ 12x + 9 — 2¢/16x* + 48x3 + 36x2 + 80x3 + 240x2 + 180x + 100x2 + 300x + 225 = 4

8x% +32x + 30 = 2\/16x4 + 128x3 + 376x2% + 480x + 225

4x% +16x + 15 = \/16x4 4+ 128x3 + 376x2 + 480x + 225
16x* + 256x2 + 225 + 128x3 + 120x2 + 480x = 16x* + 128x3 + 376x2 + 480x + 225
16x* 4+ 128x3 + 376x2% 4+ 480x + 225 = 16x* 4+ 128x3 + 376x2% + 480x + 225
0=0

Ohniskova definice je splnéna.

E\A S [B'|E X

T T
-6 -5 4 3 £2 10 1 2

x+2)* _ y?
3

Obrazek 33: kuzelosecka =1
Obdobné ulohy k procvic¢eni

) f(x)=-Vx2—-13x+36

I f(x)=vx?—-5x+1+5
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2.5 Priklad 5: polovina kruZnice

f(x) =+—-x2—6x+16—-3

Pribéh funkce

Nejedna béznou funkci. Pomyslnym odstranénim odmocniny z funkéniho piedpisu
dostavame kvadratické ¢leny x2 a y?, které jsou-li na stejné strané rovnice, maji stejna
znaménka. Na zaklad¢ znalosti stfedové rovnice elipsy Ize odhadnout, ze se bude v tomto

pfipad¢ jednat praveé o ni. Tento odhad ovétime vypoctem.

I) Definicni obor, sudost, lichost: Vyraz pod odmocninou nesmi nabyvat zapornych

hodnot, musi platit:

—x2—6x+16>0
—(x+8)(x—-2)=0

Ze soucinu na levé strané nerovnice plyne Dy = (—8; 2). Funkce f neni suda ani licha,

nebot' f(=x) = /=(=x)2 =6 (—x) + 16 =3 = V—x% + 6x + 16 — 3 # £ f(x).

Il) Priiseciky se souradnicovymi osami, tabulka kladnd / zdporna: Pro prisecik P, plati:

f(0)=/-02-6:0+16—-3=vV16-3=4-3=1- P,[0;1]

Pro P, fe$ime rovnici f(x) = 0.

V—x2—6x+16—-3=0

J—x2 —6x +16 =3
—x?—6x+16=9
—x2—6x+7=0

—(x—-1Dkx+7)=0

x1=1;,x,=-7

Provedli jsme neekvivalentni Gpravu umocnéni, proto je tieba provést zkousku.
J-12-6-1+16-3=vV-1-6+16-3=v9-3=3-3=0
J=(=7)2—-6-(-7)+16-3=vV-49+42+16-3=v/9-3=3-3=0
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Ob¢ hodnoty jsou kofeny dané rovnice, proto P, [1; 0], P,,[—7; 0]. Praseciky rozd€luji
defini¢ni obor funkce f na tfi intervaly. Tabulka popisuje, jakych funkénich hodnot na
nich funkce f nabyva.
 Es-D | T (1;2)
f() | - | + | -

Tabulka 13: pfiklad 5, f kladna /zaporna

IT) Limity v krajnich bodech definicniho oboru, asymptoty: Limity jsou v tomto piipade

fesitelné pouhym dosazenim.

lim (V—x2 = 6x +16 —3) =V=64+ 48 + 16— 3 = —3

x——8

lim (y—x? —6x +16—3) =vV—4—12+16 -3 = -3
xX—2

Z vypoctu nevyplyva existence vodorovnych ani svislych asymptot. Jelikoz

funkce f neni definovana pro x — 00, neexistuji ani asymptoty Sikmé.

IV) Prvni derivace: lokdlni extrémy, tabulka rostouci / klesajici: Derivujeme jako sloZzenou

funkeci, dostavame:

') = (\/—x2 —6x +16 — 3)I = ((—xz —6x + 16)5 — 3)' —

—2x —6 _ —x—3
2V—x2 —6x+16 V—x%2—6x+16

1 1
= E-(—xz —6x+16)72-(—2x—6) =

Ziskavame nulovy bod prvni derivace x = —3, pomoci tabulky vySetiime, zda se jedna

o lokalni extrém funkce f a v souvislosti s tim 1 jeji monotonii na jednotlivych intervalech.

(—8;-3) (=3;2)
f'(x) + -
f) 7 \

Tabulka 14: priklad 5, f rostouci / klesajici

Funkce f méni v okoli nulového bodu prvni derivace svou monotonii, nachdzi se v ném

jeji lokadlni maximum. Z hodnoty f(—3) =2 plynou jeho soufadnice [—3;2].
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Monotonie funkce f na jednotlivych intervalech souhlasi i s jejim limitnim chovanim
a hodnotami z tabulky 13, tedy ze roste ze zapornych hodnot do kladnych a nasledné
klesa zpét ke krajnimu bodu svého defini¢niho oboru. Vypoctéme jesté limity prvni

derivace v krajnich bodech jejiho definicniho oboru. Jelikoz Dy = (—8; 2), tak:

y —x—3 —(-8)* -3
im = =
=8 Y—x2 —6x+16 /—((-8)")2—6-(—8)* + 16

(0]

) —-x—3 —-27-3
lim = =
x=2"y—x2 —6x+16 /—(27)2—6-2"+16

—00

Funkce f z levého krajniho bodu roste nekonecné rychle a do pravého krajniho bodu

nekonecéné rychle klesa.

V) Druha derivace: inflexni body, tabulka konvexni / konkavni: Derivujeme jako podil

a jako slozenou funkei.

11 A —x2 — (v 2Y. —-2X—6
f,,(x)=( —x—3 ) _ 1-V—x2—6x+16—(—x—3) et
V—x2 —6x + 16 —x2—6x+16
1 e—52 _ _ (=x-3)? x24+6x-16-x2—6x—9
_ 1-V=x? - 6x +16 — —— e
—x2 —6x + 16 —x? —6x + 16
-25

(—x2 —6x +16) - V—x2 — 6x + 16

Druh4 derivace nabyva jen zapornych funkénich hodnot. Citatel je zdporny a ve
jmenovateli je odmocnina obsahujici kvadraticky trojclen, kterym je sama néasobena.

Funkce f nema zadné inflexni body a je na celém svém definicnim oboru je konkévni.

(=8;2)
f"'(x) -
f'(x) N
f(x) n

Tabulka 15: priklad 5, f konvexni / konkavni
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Obrazek 34: graf funkce f(x) = V—x? —6x + 16 — 3

Obor hodnot: Hy = (—3;2)

Globdlni extrémy: Globalni minimum vx = —8 a vx =2, tzn. v bodé¢ [—8;—3]

a [2; —3], globalni maximum v x = —3, tzn. v bod¢ [—3; 2].

Symetrie: Funkce f je symetricka podle osy x = —3, plati f(=3 —x) = f(=3 + x).

J=(-3-x2-6(-3-x)+16—-3=/—(-3+x)2—6(-3+x) +16—3

J=9—6x—x2+18+6x+16 =+/—9+ 6x —x2 + 18 — 6x + 16
—x?+25=—x%2+25
0=0

Analyticky popis kuzelosec¢ky
I) Prevod rovnice do stredového tvaru: Umocnénim funkéniho ptedpisu na druhou se

zbavime odmocniny, nasledn€ provedeme upravu na Ctverec.

y+3=+-x2—6x+16
y2+6y+9=—x?—6x+16
(y+3)2—-9+(x+3)2-9=7
(x+3)2+(y+3)2=25

Jedna se o rovnici kruZnice. Nas Givodni odhad, tedy Ze se bude jednat o elipsu, byl vSak
spravny, jelikoz kruznici lze vnimat jako elipsu se stejné dlouhou hlavni a vedlejsi

poloosou.
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I) Urceni charakteristickych prvkii: Stied S[—3; —3], polomér r = 5.

IIT) Oveéreni ohniskové definice: Vsechny body grafu [x; V—x2 —6x + 16 — 3] musi

spliiovat, ze |SX| = r.

\/(x+3)2+(\/—x2—6x+16—3+3)2=5

Jx2+6x+9—x2—6x+16 =5

V25 =5
5=5

/\?\ x

-9 -8 f7 6 -5 4 -3 -2 -10 N 2 3
-1

-2
* -3
\ -4 !
\ =5 !
N -6 7

~
~ S8
-

Obrazek 35: kuzelosecka (y + 3)? + (x + 3)2 = 25

Obdobné ilohy k procviceni
) f(x) = —V—x2 +4x + 12
I  f(x)=v—x2+6x+16—3
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2.6 Priklad 6: polovina elipsy

flx) = —\/—sz +4x + 16

Pribéh funkce

Nejedna se o béznou funkci. V piedpisu se sice vyskytuje druhda odmocnina, ovsem obsahuje
kvadraticky troj¢len. Na prvni pohled miZzeme odhadnout, Ze funkce bude nabyvat jen
zapornych funk¢nich hodnot. Pfi pomysiném odstranéni odmocniny, umocnénim celého
funkéniho predpisu na druhou, dostaneme dva kvadratické ¢leny x? a y?2, které jsou-li na
stejné stran¢ rovnice, maji stejnd znaménka. Proto lze ocekévat, ze bychom mohli jako

vyslednou kiivku dostat elipsu.
I) Definicni obor, sudost, lichost: Vyraz pod odmocninou nesmi byt zdporny, proto:

—2x%+4x+16>0
—2-(x+2)(x—4) =0

Z teSeni nerovnice plyne, ze Dy = (—2;4). Funkce f neni ani sud ani lich4, jelikoz

f(=x)=—/=2-(—x)2+4-(—x) + 16 = —V—=2x2 — 4x + 16 # + f(—x).

Il) Priseciky se souradnicovymi osami, tabulka kladna / zaporna: Pro P, plati:

f(O):—\/—2-0+4-0+16:_ 16:—4—)Py[0;_4]

Pro P, feSime rovnici f(x) = 0.

—V—2x24+4x+16=0
—2x2+4x+16=0
—2(x+2)(x—4) =0

X1 = _2, Xy = 4
Provedli neekvivalentni ipravu umocnéni, proto je tieba provést zkousku.

—/=2-(-2)2+4-(-2)+16 =—-8-8+16=—V-16+16 =0

—J—2-424+4-44+16=-—-32+16+16=——-32+32=0
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Ob¢ hodnoty jsou opravdu kofeny rovnice, proto P, [—2; 0], P, [4; 0]. Pruseciky jsou
soucasn¢ krajnimi body defini¢niho oboru. Dosadime-li z n¢j do funk¢niho piedpisu
libovolnou hodnotu x, tak dostavame, ze funkce f nabyva na celém svém definicnim
oboru jen zapornych funkénich hodnot, coz jsme urcili jiz pfed za¢dtkem samotnych
vypoctil z podoby funkéniho predpisu.
‘ (=2;4)
f(0) | -

Tabulka 16: ptiklad 6, f kladna / zaporna

IIT) Limity v krajnich bodech definicniho oboru, asymptoty: Z ptedchoziho vypoctu je
patrné, ze krajnimi body defini¢niho oboru jsou ptimo priuseciky s osou x. Funkce f je
na celém svém definicnim oboru spojitd, ten je tvoren jednim uzavienym intervalem,
tedy vodorovné ani svislé asymptoty neexistuji. Podobné ani asymptoty Sikmé, nebot’
vzorce slouzicich k jejich ur€eni pracuji s limitami pro x — +oo, kde ale funkce f neni

definovana.

IV) Prvni derivace: lokalni extrémy, intervaly rostouci / klesajici: Derivujeme jako

sloZzenou funkeci.

4

fllx) = (—\/—sz + 4x + 16)’ = (—(—2x2 + 4x + 16)%) -

2x — 2
V—=2x2 + 4x + 16

1 1
==3 (—2x*+4x+16) 7z (—4x +4) =

Ziskavame nulovy bod prvni derivace x = 1. VySettime, zda se jedna o lokalni extrém

funkce f, ur¢ime jeji monotonii na pfislusnych intervalech.

=21 (1;4)
f'(x) - +
fx) \ 7

Tabulka 17: ptiklad 6, f rostouci / klesajici
Funkce f méni v okoli nulového bodu prvni derivace svou monotonii, existuje jeji

lokalni minimum. Z hodnoty f(1) = —3v2 plynou jeho soufadnice [1 ; —Sﬁ]. To, ze

59



funkce f nejprve klesa do svého lokalniho minima, které je zaporné, a poté roste zpét,
odpovida i hodnotam z tabulky 16 a jejimu limitnimu chovani. Uréeme jesté limity prvni

derivace v krajnich bodech jejiho defini¢niho oboru. Jelikoz Dy = (—2; 4), tak:

) 2x — 2 ) 2-(=2)t-2
lim = lim - =
D202 +4x 416 DT [-2-((=2)1)2+4-(-2)t + 16

—00

, 2x — 2 , 247 -2
lim = lim — = o0
047N 2x2 4 4x +16 x4 [-2-(47)2+2-47 + 16

Z hodnot je patrné, ze funkce f se ke svym krajnim bodiim ptibliZzuje nekone¢né rychle.

V) Druha derivace: inflexni body, tabulka konvexni / konkdvni: Derivujeme jako sloZenou

funkci a jako podil.
] _ 2 _ _ . &
f”(x):( 2% — 2 ):2\/ 2x2 4+ 4x + 16 — (2x — 2) e
V=2x2 4+ 4x + 16 —2x% 4+ 4x + 16
—53 (2x-2)2 —4x2%4+8x+32+4x%2-8x+4
_ 2V=2x + 4x + 16 + vV—2x2+4x+16 _ vV—2x2+4x+16
—2x%2+4x + 16 —2x%2+4x + 16
36 18

C(—2x2 +4x + 16)V—2x2 + 4x + 16  (—x2 + 2x + 8)V—2x + 4x + 16

Nulovy bod druhé derivace neexistuje, proto ani inflexni bod funkce f. Druha derivace
nabyva jen kladnych funkénich hodnot, jelikoz Citatel je kladny a ve jmenovateli se
nachazi odmocnina nasobend kvadratickym troj¢lenem, ktery souc¢asné sama obsahuje,
ten proto musi byt kladny, a tudiz musi byt kladny cely jmenovatel. Funkce f ma

konvexni tvar.

(=24)
f"(x) +
f'(x) 7
f(x) U

Tabulka 18: priklad 6, f konvexni/konkavni
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Obrazek 36: graf funkce f(x) = —V—2x2 + 4x + 16

Obor hodnot: Hy = (—3v2; 0)

Globalni extrémy: Globalni minimum vx =1, tzn. vbod¢ [1;—3\/5], globalni

maximumv x = —2 ax = 4, tzn. v bodé [—2; 0] a [4; 0].

Symetrie: Graf je symetricky podle osy x = 1, plati f(1 —x) = f(1 + x).

—J=2-(1-x)2+4(1—-x)+16=—/-2-(1+x)2+4(1+x)+ 16

V=2+4x—2x2+4—4x+16 =+—-2—4x —2x2 + 4+ 4x + 16
—2x2 +18 = —2x2 + 18
0=0

Analyticky popis kuZelosecky
I) Prevod rovnice do stredového tvaru: Umocnénim funkcéniho ptfedpisu na druhou se

zbavime odmocniny, poté upravime na ¢tverec.

y? = —-2x*+4x+ 16

y?=—-2(x*-2x) +16

y2= 2(x—1)2—1-(-2) + 16
2(x —1)>+y2 =18

x —1)? 2
G=D7 Yy
9 18

Jedna se o rovnici elipsy.
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II) Urceni charakteristickych prvki: Stied S[1;0], délky poloos a = 3v2, b = 3.
Excentricita e =+va?—bZ=+18—-3 =+15. Hlavni vrcholy  A[1;3V2],
B [1; —3vV2], ohniska E[1;V15], F[1; —V15] .

IIT) Overeni ohniskové definice: Kazdy bod grafu [x; —V—2x2 +4x + 16J musi spliovat,
ze ||EX| + |FX|| = 2a.

\/(x— 1)2 + (—y=2x2 + 4x + 16 —\/E)Z +J(x— 12+ (—/=2x2 + 4x + 16+\/E)2 = 6v2

Postup feSeni této rovnice z diivodu jeho velkého rozsahu tentokrat neuvadéjme.

5
.A
41" "o
E
3
2

Obrazek 37: kuzelosecka @ + 31/—; =1

Obdobné ulohy k procviceni

x2

D fe)=1- [x=-X

4

I f(x)=3v—x2—-2x+3
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3 KuzZelose¢ky v obecné poloze

Nasledujici ulohy jiz piedstavuji funkce, jejichz grafy tvoti kuzelosecky v obecné poloze.
Podobné jako v predchozi ¢asti se jedna o Sest feSenych tloh doplnénych o n¢kolik dalsich
nefeSenych slouzicich k pfipadnému procviceni. Jelikoz je prace s kuzeloseckami v obecné
prvni pohled pomoci stiedoSkolskych nastroji tak jasné Citelné, objevi se privodni
komentafe méné casto. Podobné nebude pozadovano dohledavani jejich charakteristickych
prvkl (mimo hyperbolu, pro niz ur¢ime vzdy stfed jako prisecik asymptot) a ovéefeni
ohniskové definice. Z grafu pouze urcime, o jaky typ kuzelosecky se jednd, coz nasledné
analyticky ovéfime. K samotné klasifikaci typu kuZeloseCky vyuZijeme metodu

asymptotickych sméri popsanou v kapitole 1.5.

Jednotlivé ptiklady jsou opét doplnény o obrazky grafii zadanych funkci a jim
odpovidajicich kuZelosecek. V ptipad¢, ze se graf i kuzelosecka shoduji, je zafazen obrazek

jen jednou.
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3.1 Priklad 7: hyperbola s vodorovnou a svislou asymptotou
2x — 4
x—4

fGx) =

Pribéh funkce

Jedna se o linearni lomenou funkci, jejim grafem je rovnoosa hyperbola. Funkéni predpis
Ize upravit do tvaru f(x) = x‘}: + 2, z néhoZ mizeme graf rovnou pfiblizné nacrtnout. Zde
ovsem, podobn¢ jako u paraboly v pfikladu 1, vySetieme priabeh této funkce, at’ postup

poprvé aplikujeme na znamy objekt.

I) Definicni obor, sudost, lichost: Jmenovatel zlomku nesmi byt nulovy, Dy = R\{4}.

Jelikoz f(—x) =

—2x—4 2x+4 . o1
— =L T if (x), neni funkce f suda ani licha.

II) Priseciky se soutadnicovymi osami, tabulka kladnd / zaporna: Pro prisecik P, plati:

0=22"%_ 15 501
= = e .
f 0—4 y 1
Pro P, feSime rovnici f(x) = 0.
2x—4_
x—4
2x—4=0
x =2

Kofenem je x = 2, proto P,[2; 0]. Pomoci pruse¢iku se defini¢ni obor rozdéluje na tfi
intervaly. Tabulka popisuje, jakych funkénich hodnot na nich funkce f nabyva.
‘ (—0;2) ‘ (24 ‘ (4; )
f(0 | + | - | +

Tabulka 19: ptiklad 7, f kladna / zaporna

IT) Limity v krajnich bodech definicniho oboru, asymptoty: Pro x — + oo vypocteme limity

pomoci vytknuti nejvyssi mocniny z Citatele i jmenovatele.
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4
2x — 4 x(2-3)
xl—>rg X — - chl_r)rgo 4\ 2
x(1-3)
4
. 2x—4 . X (2 - ;)
lim = lim = 2
xX——0oo X — X——00 X (1 _ ;)
Pro okoli bodu x = 4 feSime jednostranné limity.
2x —4 2-4% —4
= = O

it x—4 4t —24

Lo 2x—4 2474
= = —00
i x—4  4-—4

Dostavame svislou asymptotu a;:x = 4.Soucasné¢ je zvypoCtu limit v obou

nekonec¢nech patrné, ze druhd asymptota bude mit tvar a,: y = 2.

IV) Prvni derivace: lokdlni extrémy, tabulka rostouci / klesajici: Derivujeme jako podil.

2x—4>'_2(x—4)—(2x—4)-1_2x—8—2x+4_ —4

f(x)=(x_4 (x_4)2 x2—8x+16 x2—-8x+16

Nulovy bod prvni derivace neexistuje, tudiZ ani lokalni extrém funkce f. Monotonii

funkce f tak vySetfime na dvou intervalech.

(—0;4) (4; )
f(x) - -
f(x) N N

Tabulka 20: ptiklad 7, f rostouci / klesajici

Monotonie funkce f na jednotlivych intervalech odpovida jejimu limitnimu chovani
1 hodnotam ztabulky 19. Funkce f se vzdaluje od své vodorovné asymptoty
a z kladnych funkénich hodnot klesé do zépornych, v zaporném nekonecnu se blizi ke
své svislé asymptoté. Z jeji druhé strany se od ni z kladného nekonecna vzdaluje a klesa
opét k vodorovné asymptoté. Ovéfme jesté spravnost predchoziho vypoctu asymptot,

tentokrat nejprve upravme predpis funkce f do souctového tvaru.
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(296—4)+(x—4)=2+i
x—4

Pro x — +oo miizeme zanedbat zlomek a vidime, Ze v nevlastnich bodech se funkce f
blizi k hodnotam, kterych zde nabyva piimka y = 2. Ta je tedy asymptotou. Ke stejnému
vysledku bychom se dostali i pomoci vypoctu limit prvni derivace v nevlastnich krajnich
bodech jejiho defini¢niho oboru. Jelikoz Dy = R\{4}, tak vypocteme jesté limity pro
vlastni krajni bod, pro okoli bodu x = 4 plati:

4 4
1. = =
*oix2 —8x +16  (41)2—8-4* + 16

—4 —4
li = =
xS %2 —8x+16 (4-)2—8-4- + 16

Funkce f klesa v levém i pravém okoli bodu x = 4 nekone¢né rychle. Proto se jedna

o svislou asymptotu s rovnici x = 4, coz se shoduje s predchozimi vypocty.

V) Druha derivace: inflexni body, tabulka konvexni / konkavni: Derivujeme opét jako podil.

e —4 "0 (x*—-8x+16)—(—4)- (2x—8) 8(x—4)
f (x)_(x2—8x+16) - (xZ — 8x + 16)2 T -4t
I
S (x—4)3

Nulovy bod druhé derivace neexistuje, proto ani inflexni bod funkce f. Chovani

funkce f tak vySetfime na dvou intervalech.

(—c0;4) (4; )
£ - +
f(x) >
f(x) N V)

Tabulka 21: ptiklad 7, f konvexni / konkavni
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Obrazek 38: graf funkce f(x) =

Obor hodnot: Hy = R\{2}
Globalni extrémy: Funkce f neméa globalni maximum ani globalni minimum.

Symetrie: Graf je symetricky podle bodu [4; 2]. Pokud funkci f posuneme do poc¢atku,

tj. o vektor ¥ = (—4; —2), dostaneme novy funkéni predpis.

2(x+4)—4 _2x+4 5

9(x) = (x+4)—4 Cf T T x

Tato posunuta funkce potom musi byt symetricka dle pocatku, proto f(—x) = —f(x).

w_z__<2x+4_2>

—X X
—2x+ 4 —2x — 4
_——2=—+472
—X X
—2x+4+2x=2x+4 — 2x
0=0

Analyticky popis kuZelosecky
Odstranénim zlomku z funkéniho pfedpisu a pievedenim vSech ¢lenli na jednu stranu

dostavame rovnici ve tvaru:

xy—2x—4y+4=0

67



Jednd se o rovnici kuzeloseCky v obecné poloze. Pro uréeni jejiho konkrétniho typu
pouzijeme metodu asymptotickych sméri. Dosazenim piimky ve tvaru y = kx + q do

kuzelosecky a naslednou upravou dostavame:
x(tkx+q)—2x—4(kx+q)+4=0
kx?+qx —2x —4kx —4q+4 =0

Pro nulovou smérnici k je anulovana kvadraticka ¢ast x2. Dostavame prvni asymptoticky
smér. Souradnice x prisecikti svazku pfimek danych timto smérem s kuzeloseckou maji

tvar:

Pro g = 2 spole¢ny bod neexistuje, proto ma prvni asymptota tvar a,: y = 2. Pro ptimku ve

tvaru x = q dostdvame druhy asymptoticky smér, jelikoz se kvadratické ¢ast se ve vyrazu:
qQy—2q—4y+4=0

vzniklém dosazenim piimky do kuzeloseCky neobjevuje. Opét vyjadiime prusecik:

Druhd asymptota ma rovnici a,:x = 4. KuZelosecka ma dva asymptotické sméry, dvé
asymptoty, grafem piislusné linearni lomené funkce je hyperbola. Jeji stied lezi na pruseciku

asymptot, kterym je bod S[4; 2].

Obdobné ilohy k procviceni

D f)=
1) Celkové finan¢ni néklady na vyrobu x kusl zbozi vyjadiuje vztah y = 600x + 22 500.

3x-5
x—1

(V casti ,22 50 jsou zahrnuty napf. naklady na strojové vybaveni, v ¢asti ,600x"
naklady na suroviny, na mzdy apod.). Zapiste funkci vyjadiujici zavislost vysSe
finan¢niho nakladu potiebného k vyrobé jednoho kusu zboZi na poctu celkové

vyrobenych kusii. Detailnéji vySetiete graf této funkce. (Odvarko, 2021, s. 86)
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3.2 Priklad 8: hyperbola se Sikmou a svislou asymptotou

2x% +9x +9

f&) =713

Pribéh funkce
Funk¢ni predpis je tvofen podilem kvadratické a linearni funkce. Na zakladé fakti
predstavenych v kapitole 1.3 vime, ze grafem funkce s takovymto predpisem je kompletni

kuzelosecka, konkrétné hyperbola. Funkéni predpis mizeme upravit do tvaru:

7 2
2x? +~(2x+2) = -
2x*+9x+9) +~ (2x + 2) x+2+2x_|_2

Z podminky spojené s nenulovym jmenovatelem plyne existence svislé asymptoty. Pokud

bychom soucasné pracovali s x — Fo0o, bude zlomek ptfedstavujici zbytek po déleni témér
nulovy a hodnoty funkce se budou blizit hodnotdm, kterych zde nabyva ptimka y = x + 2,
tato pfimka proto bude druhou asymptotou. Tyto poznatky mizeme ovéfit nasledujicimi
vypocty.

I) Definicni obor, sudost, lichost: Jmenovatel nesmi byt nulovy, proto Dy = R\{—1}.

2(—x)2-9x+9 _ 2x%-9x+9

ProtoZe f(_x) - —2X+2 —2Xx+2

# t+f(x), neni funkce f suda ani licha.

Il) Priseciky se souradnicovymi osami, tabulka kladna / zaporna: Pro P, plati:

0) 2:024+9-04+9 9 P[09]
= = — .-
f 2:-042 2 Y172
Pro P, feSime rovnici f(x) = 0.
2x* +9x+9
2x+2

2x24+9x+9=0

2-(x+3)-(x+;>20

X = =3x, = ==

69



Kvadratickd rovnice ma dva riizné kofeny, proto P [—3;0], P, [—%;0].Prﬁseéiky

rozdéluji definicni obor na Ctyii intervaly, tabulka popisuje, jakych funkcnich hodnot

na nich funkce f nabyva.

‘ (—o0; —3) ‘ (—&—%) ‘ (—;;—1> ‘ (—1; )
fo -y -

Tabulka 22: ptiklad 8, f kladna / zaporna

IT) Limity v krajnich bodech definicniho oboru, asymptoty.: Limitu v nevlastnich krajnich

bodech definicniho oboru vypocéteme pomoci vytknuti nejvyssi mocniny z Citatele

1 jmenovatele.
9, 9
O 2x249x+9 x2(2+;+x—2) - (2+40+0)
lim ——————— = lim = = 00
x>0 2x + 2 x—00 X(Z +E) 240
X
9 9
O 2x249x+9 x2(2+;+x—2) —0- (24 0+ 0)
_— = = = —O00
o 2x+2 ot «(2+) 2+0
X
Pro okoli bodu x = —1 pracujeme s jednostrannymi limitami.
i 22 +9x+9  2-((-D7)?*+9-(-1)"+9 _
- 2+ 2 2- (-1 +2 -
o 2x249x+4+9 2-((-DYH%2+9-(-1)*+9
lim = = 00
x->(-1* 2x + 2 2-(-D*t+2
Ziskavame svislou asymptotu a;:x = —1. Pomoci vzorcl vySetiime existenci Sikmé
asymptoty.
9, 9
Catox+9 . (2+2+43) 24040
kl = lim ———— = lim = =
x—00  2x2% 4+ 2x x>0 42 (2 + E) 2+0
X
9, 9
o2 tox+9 . 2(242+3) 24040
k, = lim ——————= lim = =
x—o—00 2x2 + 2x X——0 x2 (2 + E) 2+0
X
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Jelikoz k, = k,, nalezneme pouze jednu asymptotu, ur¢ime jeji koeficient q.

X(7+§)_7+0_7

lim
x—too

2x2+9x+9 _ 7x+9
2x+2 _x—l>rir1002x+2_x—lgloox(2+z)_2+0_2
X

T 7
Dostavame Sikmou asymptotu a,:y = x + >

IV) Prvni derivace: lokadlni extrémy, tabulka rostouct / klesajici: Derivujeme jako podil.

2x2+9x+9>’_(4x+9)(2x+2)—(2x2+9x+9)-2_

f,(x):< 2x + 2 (2x + 2)2 =

_ 8x?+8x+18x+18—4x*—18x—18  4x*+8x 4(x*+2)
B 4x2 +8x + 4 T 4x24+8x+4 4(x2+2x+1)

_oxX*+2x x(x+2)
S x24+2x+1 x242x+1

Existuji pravé dva nulové body prvni derivace x; = 0 a x, = —2. Monotonii funkce f

proto vysetfime na ¢tyfech intervalech.

(—o0; —2) (=2;-1) (=1,0) (0; 00)
f'(x) + - -
F(0) 7 N N 7

Tabulka 23: ptiklad 8, f rostouci / klesajici

Funkce f méni v okoli nulovych boda prvni derivace svou monotonii, existuje lokalni
. Y g ) 11 . e . g . 9

maximum se soufadnicemi [—2 ; E] 1 lokalni minimum se soufadnicemi [0; E]'

Monotonie funkce f na jednotlivych intervalech odpovida jejimu limitnimu chovani
1 hodnotam z tabulky 22. Funkce f ze zaporného nekonec¢na roste do svého kladného
lokalniho extrému a néasledné klesa zpét a blizi se své asymptoté. Z jeji druhé strany
klesa z kladného nekonecna do lokalniho minima a nasledné z néj zpét roste, ziistava
v kladnych hodnotéach. Ovéfme jesté spravnost predchoziho vypocti asymptot. Rovnici
Sikmé asymptoty jsme odvodili jiz v uvodu ptikladu. Jeji smérnici bychom mohli urcit

také pomoci limit prvni derivace v nevlastnich krajnich bodech jejiho defini¢niho oboru.
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Jelikoz Dy = R\{—1}, tak vypoctéme jesté limity ve vlastnim krajnim bod¢. Pro okoli
bodu x = —1 plati:

x*+2x (D) +2-(-D*

li = = —
o 2 +2x+ 1 (D)2 +2- (D +1
_ x% + 2x (D)2 +2- (-1~
1m = [
->CED"x24+2x+1 ((1D)7)2+2-(-1)"+1
Funkce f v okoli bodu x = —1 klesa nekoneéné rychle. Proto je ptimka x = —1 svislou

asymptotou.

V) Druha derivace: inflexni body, tabulka konvexni / konkavni: Derivujeme jako podil.

woon X +2x '_(2x+2)(x2+2x+1)—(x2+2x)(2x+2)_
f(x)_<x2+2x+1> B (x%2 4+ 2x + 1)? B

2
T (x+ D (x+1)3

Nulovy bod druhé derivace neexistuje, proto ani inflexni bod funkce f. Monotonii
funkce f tak vySetfime na dvou intervalech.

234+ Ax? +2x +2x% +4x +2 - 2x% —2x% —4x® —4x  2(x+1)
B (x + 1)*

(—o0; —1) (=1;0)
£ - +
f'x) N 4
f(x) N U
Tabulka 24: priklad 8, f konvexni / konkavni
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2x%+9x+9
2x+2

Obrazek 39: graf funkce f(x) =

Obor hodnot: Hy = (—oo;1> U <2; oo)

2 2
Globalni extrémy: Funkce f nema globalni maximum ani globalni minimum.
Symetrie: Graf je symetricky podle stiedu [—1 ; g] Funkci posuneme do pocatku
o vektor ¥ = (1 ;= g), dostavame novy funk¢ni predpis.

2= 1)?+9(x-1)+9 5 2x*—4x+2+9x—-9+9 5

9() = 20c— 1) + 2 27 2x—2+2 "2
_2x2+5x+2 5_2x2+5x+2—5x_x2+1
N 2x 2 2x T x

Posunuta funkce musi byt soumérna podle poc¢atku, plati f(—x) = —f(x).

(—x)?+1  x*+1

—x x

x?2+1 x?2+1

T x T x
0=0

Analyticky popis kuZelosecky

Z funkéniho pfedpisu odstranime zlomek, tim dostdvame rovnici:
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2x2=2xy+9x—2y+9=0

Jedna se o rovnici kuzelosecky v obecné poloze. Jeji typ ur¢ime metodou asymptotickych

sméril. Pro vzdjemnou polohu kuzelosecky a pfimky ve tvaru y = kx + q plati:
2x2 = 2x(kx +q) +9x —2(kx+q)+9=10
x%(2—2k) —2qx +9x —2kx —2q+9=0

Smérnice k = 1 urcuje prvni asymptoticky smér. Priseciky jim uréené¢ho svazku piimek

s kuzeloseckou maji soufadnici x rovnu:

Pro q = % spole¢ny bod neexistuje, proto méa prvni asymptota tvar a;:y = x + % Pro

piimku ve tvaru x = q také dochézi k anulaci kvadratické casti.
2q>—2qy+9q—2y+9=0

Dostavame tak i druhy asymptoticky smér. PriseCiky svazku jim urcenych piimek

s kuzeloseckou maji soufadnici y rovnu:

_2¢*+9q+9
2q+2

Spole¢ny bod pro g = —1 neexistuje, dostadvame druhou asymptotu a,: x = —1. Existence

dvou asymptotickych smért ukazuje, Ze se jedna o hyperbolu. Na priiseciku asymptot se

nachazi jeji stied S E, —1].

Obdobné ulohy k procviceni

247x+10
D fr = K
2_9x+18
m f(x)=~—=—
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3.3 Priklad 9: vétev hyperboly

f(x) =—x—2+2Jx?—-8x+25

Prabéh funkce

D)

1)

Definicni obor, sudost, lichost: Kvadraticky troj¢len pod odmocninou nabyva pouze

kladnych hodnot, existencni podminka spojena s odmocninou je splnéna, Dy = R. Plati

f(=x)=—(=x)—2+2/(=x)2 —8(—x) +25= x =2 +2Vx2+8x + 25 # =+ f(x),

proto funkce f neni suda ani licha.

Priiseciky se souradnicovymi osami, tabulka kladna / zaporna: Pro P, plati:

f(0)=—-0-2+2,/02-8-0+25=-2+2V25=-2+2-5=8 - B,[0;8]

Pro P, feSime rovnici f(x) = 0.

—x—2+2Jx?—-8x+25=0
2yx?—8x+25=x+2
4x% —32x + 100 = x*> + 4x + 4
3x2—-36x+96=0
x2—12x+32=0
x—4)(x—-8)=0
X1 =4;x,=8

Provedli jsme neekvivalentni ipravu umocnéni, je tfeba provést zkousku.

—4—2+2/42-8-4425=-6+2V16—-32+25=—-6+2V/9 =0

—8—2+2\/82—8'8+25=—10+2\/64—64+2 =—-10+2v25=0
Ob¢ hodnoty jsou opravdu kofeny rovnice, proto Py [4; 0], Py, [8; 0]. Priseciky rozdéluji

defini¢ni obor na tfi intervaly. Tabulka popisuje, jakych funkénich hodnot na nich
funkce f nabyva.
e | | B
f( | + | - | +

Tabulka 25: ptiklad 9, f kladna / zaporna
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1) Limity v krajnich bodech definicniho oboru: Pii vypocltu pravého krajniho bodu

v , C —x—2-2Vx2-8x+25 , Y e s , . .
rozsifime vyraz v limit¢ zlomkem v 2 nasledné pfi upravach v Citateli
—-X—2-2Vx?-8x

vyuzijeme vzorec (a —b)(a+ b) =a? —b%. Déle vytkneme nejvy$si mocninu
z Citatele 1 jmenovatele, s absolutni hodnotou pracujeme tak, jak je popsano

v kapitole 1.4.

lim (—x—2+2 x2—8x+25):

X—00

y (—x — 2+ 2Vx% —8x + 25)(—x — 2 — 2v/xZ — 8x + 25)
= |lIm =
x—00 —x—2—2Vx?—8x+25

. (=x —2)%? — 4(x? — 8x + 25) . x? +4x +4 — 4x? + 32x — 100
= lim = lim =
x>0 —x —2—2Vx?2 —8x +25 X200 —x — 2 —2Vx? —8x + 25
_ —3x2% + 36x — 96
= lim =

X—00
—x—2-20x| [1-24%
X X
36 96
2 (3+5-5) - (-3+0-0)

kmx<—1—§—2/1—§+§> (-1-0-2v1-0+0)

Pii vypoctu levého krajniho bodu vyuZijeme tvrzeni, Ze soucet a rozdil limit se rovna

limité souctu a rozdilu a vytkneme pted limity konstanty.

lim (—x—2+2 x2—8x+25>=— lim x— lim 242 lim yx%2—8x + 25 =

X—>—00 X—— 00 X——00 X—>—00

=—(~0) —2+4+2+/(-0)2 -8 (—00) + 25 =00 — 2+ 2 Voo + 800 + 25 =
=w—242-0=0

Z vypoctu limit neplyne existence vodorovnych ani svislych asymptot. Pro Sikmé

asymptoty dosadime do vzorci.

8 25
—x—2+2Vx? —8x+25 —x—2+2MW1—;+;_

k, = lim lim =
X—00 X X—00 X
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x<—1—3+2 /1—§+%>
X X X

= lim . =—1-04+2v1—-04+0=1
X—>00
8 25
—x—2+2VxZ —8x + 25 —x - 242X (1045
k, = lim = lim =
X——00 X X——00 X
, 8 25 _1_2_ / _8_,.325
—x—2-2x 1_;+x_2 x< 1 x 21 x+x2>
= lim = lim =
X——00 X X—>—00 X

=—1-0-2/I-0+0=—

Podobné¢ pro koeficient q;:

¢ = lim(—x—2+42Jx?—-8x+25—x) =
X—00
(—2x —2 +2Vx2 —8x + 25)(—2x — 2 — 2v/x2Z — 8x+2)

= lim

x—00 —2x —2—2Vx2—8x + 25
(—2x —2)* — (2Vx? —8x +25)®>  4x® +8x+4 —4x®+32x — 100
= lim = IiIm =
x-0 2y — 2 —2vVx2—8x+ 25 x-0  _2x —2 —2Vx%2—8x+ 25
9
40x — 96 x40 ——
= lim — = lim ( x) =
X—00 __ — — X—00
2x — 2 — 2Vx 8x + 25 —2x —2 - 2|x] /1_§+%
X X
9%
X (40 - ;) B 40 -0

=-10

= lim =
x— 2 8 , 25 —-2-0-2v1-0+0
x| =2---2[1--+—

Pfti vypoctu g, postupujeme analogicky:

g, = lim (—x — 2+ 2{x? —8x+ 25+ 3x) =
X—>—00

(2x — 24 2vVx2 —8x + 25)(2x — 2 — 2v/x2 — 8x +25) _
= lim
x—=00 2x —2—2Vx? —-8x+25

2
. (2x — 2)% — (2v/x2 — 8x + 25) y 4x? — 8x + 4 — 4x? + 32x — 100
m = 1l1m =
x>=0  2x — 2 —2vVx?%—8x+ 25 x——00 2x — 2 — 2Vx2% —8x + 25

71



 lim 24x — 96 _ X (24 - 9,6—6)

= = lim =
X—>—00 —_— —_— —_— X—>—00
2x — 2 — 2Wx 8x + 25 2% — 2 — 2|x| ,1_§+i§

96 96
x|\24 —— x\24 ——
= lim ( X) = lim ( x) —
X——00 X——00
2x—2+2x [1-242 x<2—3+2/1—§+%>
X X X X X
24— 0

= =6
2—-0+4+2v1-0+0

Existuji tak dvé asymptoty a;: y = x — 10, a,:y = —3x + 6.

IV) Prvni derivace: lokalni extrémy, tabulka rostouct / klesajici: Derivujeme jako sloZzenou

funkei.

!

fle)=(-x-2+2 x2—8x+25)'=(—x—2+2(x2—8x+25)%) -

1422 (x2—Bx+25)7- (2x—8) = —1 + 2x 8
= — -—-(x° —8x 2 (2x — = — =
2 Vx2 —8x + 25

_—\/x2—8x+25+2x—8
Vx%2 —8x + 25

Pro nulovy bod plati:

Vx2—8x+25=2x—8
x%2 —8x 4+ 25 =4x%? —32x + 64
x2—-8x+13=0

951;2=4i\/§

Provedli jsme neekvivalentni ipravu umocnéni, je tfeba provést zkousku.

J(4+v§)2—8-(4+x/§)+25=2(4+\/§)—8

\/16+8\/§+3—32—8\/§+25:8+2\/§—8
24/3 = 2/3
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Hodnota x = 4 + /3 zkousku splituje, nicméné pro hodnotu x = 4 — /3 dostavame:

\/(4—\/5)2—8-(4—\/5)+25=2(4—\/§)—8

\/16—8\/§+3—32+8\/§+25=8—2\/§—8
2V3 = =243

Existuje tedy pravé jeden nulovy bod prvni derivace. Monotonii funkce f tak vySetiime

na dvou intervalech.

(—o0;4 +3) (4 + V3 0)
£ - +
f(x) N 7

Tabulka 26: piiklad 9, f rostouci / klesajici
Funkce f v okoli nulového bodu prvni derivace méni svou monotonii, nachézi se zde jeji
lokalni minimum, z hodnoty f(4 + v/3") plynou jeho soufadnice [4 ++3;-6+ 3\/§]
Monotonie funkce f na jednotlivych intervalech odpovida i jejimu limitnimu chovani
a hodnotam z tabulky 25. Funkce f nejprve klesa z kladného nekone¢na do zaporného
lokalniho minima a nasledné roste zpét do kladného nekonecna. Ovéime jesté pomoci
limit prvni derivace v nevlastnich krajnich bodech jejiho defini¢niho oboru spravnost

predchoziho vypoctu Sikmych asymptot. Dy = R, tedy:

8
lim(—1+ 2x 8 )=—1+lim x(2—;) =

S0 \/2_— —00
x x%—8x + 25 x Ix] - 1_§+%
X X
2—0
VI—0+0
8
2x — 8 x\2—-
lim (—1+ )=—1+lim ( X) =
xX——00 x2 —8x + 25 xX——00 8 25
1=t
8
x(2—7 2-0
=—1+ lim ( ") = 14— =3

%00 8 25 —VI—-0+0
—X" 1—;+x—2

Dostavame stejné smérnice jako pii vypoctu pomoci vzorci.
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V) Druha derivace: inflexni body, tabulka konvexni / konkavni: Derivujeme jako podil

a jako slozenou funkci.

_ ' 2 _ _ _ay._2x8
) = (_1 N 2x — 8 ) _ 2Vx%4 —8x + 2 (2x —8) Ne?—axias _
VxZ — 8x + 25 x2 —8x + 25
2 2 2
JiZ —8x 725 — (2x—8) 4x2-32x+100—4x2+32x—64
— ZVx 8x +2 2Vx2—-8x+25 — 2Vx2—8x+25 —
x2 —8x + 25 x2 —8x + 25
18

(x2 —8x + 25) - Vx? —8x + 25

Nulovy bod druhé derivace neexistuje, tedy ani inflexni bod funkce f. Druha derivace
nabyva jen kladnych funkénich hodnot, jelikoz Citatel je kladny a ve jmenovateli se
nachdzi odmocnina obsahujici kvadraticky troj¢len, kterym je sama nésobena, tedy

jmenovatel musi byt také kladny. Funkce f je na celém svém defini¢nim oboru konvexni.

(—00; )
f"'(x0) +
f'(x0) 7
f(x) U

Tabulka 27: ptiklad 9, f konvexni / konkavni

—-Nw.&-mm-,loo)o/g/
~

X

2101123 4N5_6 778 9-10 11 12 13 14 15 16 17

Obrazek 40: graf funkce f(x) = —x — 2 + 2vVx? — 8x + 25
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Obor hodnot: Hy = (—6 + 3v/3; oo)
Globalni extrémy: Globalni minimum v x = 4 + /3, tzn. bodé [4 ++3;-6+ 3\/§]

Symetrie: Funkce f je symetricka podle osy uhlu, ktery sviraji obé asymptoty. Pocetni

oveéfeni tentokrat vynechame.

Analyticky popis kuZelosecky
Funkéni predpis umocnime na druhou, dostavame rovnici kuzelosecky v obecné poloze:

—3x%+2xy+y*+36x+4y—96=0

Jeji typ uréime metodou asymptotickych smérd. Piimka x = q neanuluje veskeré
kvadratické cleny, vyuZijeme piimku ve tvaru y = kx +q. Pro jeji spolecné body

s kuzeloseckou plati:
—3x2+2x(kx+q) + (kx+ q)> + 36x + 4(kx +q) —96 =0
x2(k? + 2k —3) + 2qx + 2qkx + q*> + 36x + 4kx + 4q — 96 = 0

Kvadraticky trojclen v zévorce je nulovy pro k = 1 a pro k = —3. Dostavame tak rovnou
dva asymptotické sméry. Priseciky pfimek se smérem prvniho z nich s kuzelose¢kou maji

soufadnici x:

_ —q*—4q+96

- 4q+40
Pro g = —10 bude pfimka asymptotou. Z druhého asymptotického sméru pro soufadnici x
praseciku plati:

_ —q*—4q+96

T 24—4q

Pro q = 6 se jedna o druhou asymptotu. Existuji dva asymptotické sméry, dvé asymptoty,
jedna se o hyperbolu, graf funkce f tvofi jeji ¢ast. Na pruseciku asymptot se nachazi jeji

stied S[4; —6].
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4

2
1

6 5 -4-3-2-1

=2
=3
-4
=5
-6

12
s //:13
H— 14

Obrazek 41: kuzelosecka —3x2 + 2xy + y?> +36x + 4y —96 = 0

Obdobné ulohy k procviceni
D f(x)=—x—6+2Vx2+09.
M f(x)=x+2-vx?2+16
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3.4 Priklad 10: ¢asti vétvi hyperboly
f(x)=x—-7++x?>?—-5x+4
Pribéh funkce
I) Definicni obor, sudost, lichost: Vyraz pod odmocninou nesmi byt zdporny, proto:

x> —=5x+4>0
x—1)-(x—4)=0

Ze soucinu na levé stran€ rovnice plyne, Zze Dy = (—o0; 1) U (4; o). Soucasné jelikoZ

f(—x) =—x—7+\/(—x)2+5x+4=—x—7+\/x2+5x+4¢if(x), tak neni

funkce f suda ani licha.

Il) Priseciky se souradnicovymi osami, tabulka kladna / zaporna: Pro prisecik P, plati:

f(0)=0-7++02-5-0+4=0-7+V4=-7+2=-5>P,[0;-5]

Pro P, feSime rovnici f(x) = 0.

X—7+Jx?=-5x+4=0
x> —-5x+4=7—-x
x?—5x+4 =49 — 14x + x?
9x =45

x=05
Provedli jsme neekvivalentni ipravu umocnéni, proto je tieba provést zkousku.

5—7+4++/52—5-54+4=-24+V25—-25+4=-2+vV4=0

Hodnota x = 5 zkouSku spliiuje, rovnice ma jedno feSeni, tedy P,[5;0]. Pruseéik
rozde€luje defini¢ni obor na tfi intervaly. Tabulka popisuje, jakych funkénich hodnot na
nich funkce f nabyva.
) | &) | G
fx) | - | - | +

Tabulka 28: ptiklad 10, f kladna / zdporna
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) Limity v krajnich bodech definicniho oboru: Pro x — oo vyuzijeme tvrzeni, Ze soucet

a rozdil limit se rovna limité souctu a rozdilu.

lim (x—7+ x2—5x+4)= lim(x—7)+ limyx%2 —5x+4 =
X—00 X—00

X—00

/ 5 4
= lim(x — 7) + lim |x]| 1—;4‘;: ©0—74+00:-Vv1—-0+0=0o
X—00 X—00
x—7-Vx2-5x+4

Pti vypoctu levého krajniho bodu rozsitime vyraz v limité¢ zlomkem T, AP
Gpravu &itatele pouzijeme vzorec (a + b)(a —b) = a® — b%. V zavéru vypoltu

nezapomenme, ze Vx? = |x|, jak je popsano v kapitole 1.4.

lim (x—7+ x2—5x+4)=

X——00
y (x—74+Vx2—5x+4)(x—7—Vx>—5x +4)
= lim =
X—>=00 x—7—Vx?—-5x+4
 (x=7)?—-(x*-5x+4) . x?—14x+49—x%>+5x—4
= lim = lim =
xo=w  x —7—+x2—5x+4 xo=w x —7—+vx2—-5x+4
) —9x + 45 ) —9x + 45
= lim = lim =
X——00 X—>—00
x—7—|x| /1—E+i2 x—7+x’1—5-|—i2
X X X X
45
x\—9+— -9+0 9
= lim ( x)

_x_)_oo = — — =—§
x<1_§+ /1_§+%> 1-0+vV1-0+0

Pro zbylé dva krajni body vyteSime limity pfimym dosazenim.

lirri(x—7+ x2—5x+4)=1—7+\/1—5+ -6
x—
1im(x—7+ x2—5x+4)=4—7+\/16—20+ =3
x—4

P sl . . 9 v,
Z vypoctu vyse plyne existence vodorovné asymptoty a,:y = — > Pro Sikmé asymptoty

dosadime do vzorce.
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[[_s_ 2
x—7+Vx2—5x+4 | AN D e

xX— 00 X X— X
7 5 4
X(l—;+ /1_;+x_2)
= lim . =1-04+Vv1-04+0=2
X—00

Pti vypoctu k, vyuzijeme znalosti, Ze vyraz v Citateli jde pro x = —oo k hodnoté —3,

coz jsme urcili v ptfedchozich vypoctech. Potom jednoduchym dosazenim dostavame:

9
o x—=7+Vx2-5x+4 —3
kzz llm =

xX——00 X —00

Ziskavame tak smérnici asymptoty, kterou jsme jiz urcili vySe. Vypoctéme koeficienty g,
u vypoctu prvniho znich postupujeme analogicky jako pii hledani limity v levém

krajnim bodé¢ defini¢niho oboru.

g1 = lim(x—7++/x?-5x+4—-2x) =
X—00

. (—x—7+Vx2—5x+4)(—x -7 —VxZ —5x + 4)
= lim =
x—>00 —x—7—Vx?—-5x+4
. (x—=7)?*—-(*-5x+4) | x*+14x+49—-x*+5x—4
= lim = lim

X200 —x —7—+x?—5x+4 xow —x—7—Vx2—-5x+4

45
19x + 45 x(19 ——
= lim = lim ( x) =
X—00 X—00
—x—7—m|h—5+%- x(&—z—/1—5+%>
X X X X X
19-0 19

- -1-0-vI-0+0 2

Pro druhy koeficient opét vyuzijeme vypoctl vyse, kde jsme zcela stejnou limitu jiz fesili

a existenci asymptoty jsme z ni jiz odvodili, tedy rovnou miZeme fici, Ze:

9
g, =lim(x—-7+Vx2=5x+4—-0x)=—=
X—00

2

Existuji tak dvé asymptoty a;: y = — 2’ a,:y = 2x — 179'
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IV) Prvni derivace: lokalni extrémy, tabulka rostouct / klesajici: Derivujeme jako slozenou

funkci.

f’(x)=(x—7+ x2—5x+4)’=(x—7+(x2—5x+4)%) =

1 1
=1—0+§-(x2—5x+4)_5-(2x—5)=1+

!

2x—5 _

_2\/x2—5x+4+2x—5
2:Vx?2—-5x+4

Pro nulovy bod musi platit:

24/x2 —5x+4+4+2x—-5=0

24/x2 —5x+4=5-2x

2\/x2—5x+4_

4x? —20x + 16 = 25 — 20x + 4x?

-9+0

Rovnice nema feSeni, nulovy bod prvni derivace ani lokalni extrém funkce f tak

neexistuje. Monotonii funkce f vySetiime na dvou intervalech.

(=005 1)

(4; )

f'(x)

+

f(x)

Tabulka 29: ptiklad 10, f rostouci / klesajici

N

Monotonie funkce f na jednotlivych intervalech odpovida jejimu limitnimu chovéni

i hodnotam z tabulky 28. Funkce f se nejprve vzdaluje od vodorovné asymptoty ke

krajnimu bodu svého defini¢niho oboru, poté roste ze zapornych hodnot k Sikmé

asymptoté¢ v kladném nekonec¢nu. Vypoctéme jesté limity prvni derivace v krajnich

bodech jejiho defini¢éniho oboru a zkontrolujme tak mimo jiné spravnost vypoctu

smérnic Sikmych asymptot. Dy = (—00; 1) U (4; o), pro nevlastni krajni body plati:

] 2x —5
lim (1+ )
x— 0o 2:Vx%2—-5x+4

=1+ lim

(-3

2—-0
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5
x(2-3) . 2-0

x>0 oo s s —Vi-0+0
—2x 1—;+x—2

Dostavame smérnice odpovidajici hodnotdm ziskanym pomoci vzorcti. Pomoci limit

prvni derivace ve vlastnich krajnich bodech jejiho definicniho oboru urceme také

smérnice funkce f v okolibodiix = 1ax = 4.

_ 2x — 5 2:17 -5

llm(1+ )=1+ = —
x-1” 2-VxZ—5x+4 2-J(17)2-5-1"+4

_ 2x —5 2:4% -5

hm( + >= + =
x4t 2-Vx2—5x+4 2-/(4*)2—5-4* + 4

Funkce f v okoli svych vlastnich krajnich bodi roste a klesa nekonecné rychle.

V) Druha derivace: inflexni body, tabulka konvexni / konkdvni: Derivujeme jako podil

a jako sloZenou funkeci.

~ : T B T A (2x— 5.0 XS
) = (1 N 2x — 5 ) (2:2Vx*—5x+4—(2x—5) 2" N=zril
2Vx%2 —5x + 4 4(x?2—5x+4)
2 2 2
\/2_—_ (2x-5) 4x%-20x+16—4x%+20x—25
4 X 5x + Vx2—-5x+4 — Vx2—-5x+4 —
4x%2 — 20x + 16 4x%2 — 20x + 16

-9
_4-(x2—5x+4)-\/x2—5x+4

Nulovy bod druhé derivace neexistuje. Ta soucasné nabyva jen zépornych funkcnich
hodnot. Citatel je zaporny a ve jmenovateli se nachazi odmocnina obsahujici kvadraticky
troj€len, kterym je sama nasobena, jmenovatel musi byt proto kladny. Funkce f nema

inflexni body a je na celém svém defini¢énim oboru konkavni.
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(=05 1) (4; )
f'0 - -
f(x) N N
f(x) N n
Tabulka 30: ptiklad 10, f konvexni / konkavni
2
1
5 -4 3 2 -10 1 2

-6

Obrazek 42: graf funkce f(x) =x —7 + Vx? —5x + 4

Obor hodnot: Hy = <—6; —z) U (—3; )

Globdlni extrémy: Globalni minimum v x = 1, tzn. v bodé [1; —6].

Symetrie: Zadné celkové symetrie grafu piislusné funkce f neexistuji.

Analyticky popis kuZelosecky

Funk¢ni pfedpis umocnime, abychom se zbavili odmocniny. Dostdvame rovnici

kuzelosecky v obecné poloze:

—2xy+y*?—9x+ 14y +45=0

Jeji konkrétni typ uréime metodou asymptotickych smért. Kvadratickd ¢ast neni dosazenim

pfimky ve tvaru x = q zcela anulovana, proto vyuzijeme pfimku ve tvaru y = kx + q.

—2x(kx+q)+ (kx +q)> —9x + 14(kx+q) +45=0

88



x%(k? — 2k) — 2qx + 2qkx + q* — 9x + 14kx + 14q + 45 = 0.

Smérnice k =0 a k = 2 urcuji dva asymptotické sméry. Pro prvni z nich lze vyjadiit

soutfadnice x prusecikli jim ur¢eného svazku piimek s kuzeloseckou jako:

q® + 14q + 45
X =

2q +9
Pro q = —g dostavame asymptotu aq:y = —g. Podobné pro druhy asymptoticky smér
a spole¢né body s kuzeloseckou plati:
B q* + 14q + 45
T T g+ 19
Pro q = — ? dostavame druhou asymptotu a,:y = 2x — ?. Kuzelosecka ma dva

asymptotické sméry, dvé asymptoty. Graf funkce f je proto ¢asti této hyperboly. Na

priseciku asymptot lezi jeji stied S E, - 3]

-5 4 -3 -2 10 1 2 3 4 6 7 8

Obrazek 43: kuzelosecka —2xy + y? — 9x + 14y + 45 = 0

Obdobné ulohy k procviceni
D f(x)=—x+2Vx?—4.
I f(x)=-x+8—Vx2—10x+ 16
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3.5 Priklad 11: ¢ast elipsy

f(x) = x++/25—x?

I) Definicni obor, sudost, lichost: Vyraz pod odmocninou nesmi nabyvat zapornych

hodnot, musi platit:

25—x%2>0
5-x):(5+x)>0

a Df =(=5;5). Nebot' f(—x)=—x++25—(—x)?=—x+V25—x% # £f(x),

neni funkce f ani suda ani licha.

Il) Priseciky se souradnicovymi osami, tabulka hodnot: Pro P, plati:

£(0) =0++/25-02=v25=5- B,[0;5]

Pro P, feSime rovnici f(x) = 0.

x++4/25—x2=0

V25 —x% = —x

25 — x% = x?

2x2—-25=0
(V2x=5)-(V2x+5) =0
5v2 5v2
X1 = ) ; X2 >

Provedli jsme neekvivalentni ipravu umocnéni, proto je tfeba provést zkousku.

5\/_/ 5\/_ 5\/_’_§ 5\/_ 55\/_ i:

5\/' 52
2 2 52:#0

5v2 5v2 25
R a0
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V25 _ V2 SV

2 2 2 M
Zkouska neni pro x = %E splnéna, rovnice ma proto jeden koten, tedy P, [— Szﬁ ; 0].

Prisecik rozdéluje definicni obor na dva intervaly. Tabulka popisuje, jakych funk¢nich

hodnot na nich funkce f nabyva.

<—5;—52£> <—ST\/§;5>
f(x) \ - \ +

Tabulka 31: ptiklad 11, f kladna / zaporna

Il) Limity v krajnich bodech definicniho oboru, asymptoty: Limity feSime piimym

dosazenim krajnich bodl defini¢niho oboru do funkéniho predpisu.

lim_(x ++/25 —x2) =—5 + /25 = (=5)? = -5

xX—=5
}Cigé(x+ 25—x2)= 5+.25-52=5

Funkce f je definovana na uzavieném intervalu a je zde spojitd, vodorovné ani svislé
asymptoty neexistuji. Vzorce pro vypocet Sikmych asymptot nemiiZzeme pouZit, protoze

pracuji s x — oo, kde ale funkce f neni definovana. Neexistuji proto zddné asymptoty.

IV) Prvni derivace: lokadlni extrémy, tabulka rostouci / klesajici: Derivujeme jako sloZenou

funkeci.

!

FG) = (x+v25—x2) = (x+(@25-22)2) =1+ % (25 — x2) 72+ (=2x) =

14 —2x _q X _\/25—x2—x
2425 — x2 V25 — x2 V25 — x2
Nulovy bod prvni derivace musi spliiovat:
V25 —=x2—=x=0
V25 —x2=x
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25 — x? = x?

25 —2x% =
(5 — \/Ex)(S + \/Ex) =0
5v2 5v2
=R = g

Provedli jsme neekvivalentni ipravu umocnéni, proto je tteba provést zkousku.

5\/_ 25 25 5V2 5 52
25— _ 2 2 T 2772 T3 2

R
25_<_ﬂ2 5V2 _ 5—5 5\/— 25 5‘/__i+ﬂ_
N R
=52£+¥=5\/§¢0

, . y . , — . 5v2
Zéaporna hodnota zkousku nespliiuje, nulovym bodem prvni derivace je pouze x = T\/—

Monotonii funkce f vySetfime na dvou intervalech.

(%)

f'(x) + -
) 7 N

Tabulka 32, ptiklad 11, f rostouci / klesajici

Pro x = % dostavame lokalni maximum. Z hodnoty f( \/_) = 5v2 plynou jeho

soufadnice [52—2, 5\/7] Monotonie funkce f na jednotlivych intervalech odpovida jejimu

limitnimu chovani i hodnotam z tabulky 31. Funkce f nejprve ze zadpornych funkénich
hodnot roste, dosahuje kladného lokdlniho maxima, nésledné klesa, ziistava ale kladna.
Vypoctéme jeste¢ limity prvni derivace v krajnich bodech jejiho defini¢niho oboru,

jelikoz Dyr = (=5; 5), tak:
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i V25-x2 —x 25— ((-5)*)? - (=5)* _
=T V25—x2  J25—-((=5)D)?

y V25 —x%2—-x +/25—-(57)2—-5"
m = =
X257 /25 — x2 V25 —(57)?

V okoli levého krajniho bodu roste funkce f nekonecné rychle. Pro okoli pravého

krajniho bodu nekonecné rychle klesa.

V) Druha derivace: inflexni body, tabulka konvexni / konkavni: Derivujeme jako slozenou

funkeci a jako podil.
, ) 2 . 2X JOE _ 2
F(x) = (1 o x ) _ 1-V25 —x* —x o= _ 25— x*+ 2\/25 —x2
\25 — x2 25 — x? 25 — x?
e o2 25—x2+x2
_ 25— 2+ o= \/25— _ _ _V25-x2 _ —25
25 — x? 25—x% (25— x2)-V25 — x2

Nulovy bod druhé derivace neexistuje. Ta nabyva jen zapornych funk¢énich hodnot,
jelikoz Citatel je zaporny a jmenovatel obsahuje sou¢in odmocniny a vyrazu, ktery je v ni

sam obsaZen, jmenovatel tak musi byt kladny. Funkce f je na celém svém defini¢nim

oboru konkavni.
(=5;5)
) -
f'(x) N
f(x) n

Tabulka 33: ptiklad 11, f konvexni / konkavni
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= N W AN o N

-6 -5 ¢4 -3 -2 1 1T 2 3 4 5 6

Obrazek 44: graf funkce f(x) = x + V25 — x2

Obor hodnot: Hy = (—5; 5v2)

Globalni extrémy: Globalni maximum v x = %E, tzn. v bodé [%E, 5\/5], globalni
minimum v x = —5, tzn. v bodé [—5; —5].

Symetrie: Zadné celkové symetrie prislusného grafu funkce f neexistuji.

Analyticky popis kuzelosec¢ky
Umocnénim funkéniho pfedpisu na druhou se zbavime odmocniny a dostdvame rovnici

kuzelosecky v obecné poloze:
2x% —2xy +y?—25=0

Jeji konkrétni typ uré¢ime metodou asymptotickych sméri. Pro vzajemnou polohu s piimkou

ve tvaru y = kx + q plati:

2x% = 2x(kx +q) + (kx +q)?—25=0
x2(k? =2k +2) —2qx + 2gkx + q* —25=0

Soucin x2(k? — 2k + 2) ale neni pro z4dné k nulovy — diskriminant vyrazu v zavorce je

zaporny. Pokusime se nalézt asymptoticky smér znovu pomoci pfimky ve tvaru x = q.
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q>* —2qy+y*—25=0

I pfes uspésné anulovani kvadratického ¢lenu x? v rovnici ziistal kvadraticky ¢len y?2. Ani
dosazeni této primky nevede ke kompletni anulaci kvadratické ¢asti. Neexistuje zadny

asymptoticky smér, dana kuzelosecka je elipsa, grafem funkce f je pak jeji ¢ast.

= N W BN O ~N

-7 6 -5 -3-2-11 12 %456 7

=9 S

-3 7

_4 ’,

-5
: %%

N _- 7

Obrézek 45: kuzelosecka 2x2 — 2xy +y? —25=10

Obdobné ulohy k procviceni
D f(x)=—-x—-V16—x2
I f(x)=x—-—V4—x?
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3.6 Priklad 12: ¢ast paraboly
fx)=—x+7—-4V4—x

Pribéh funkce
I) Definicni obor, sudost, lichost: Vyraz pod odmocninou nesmi nabyvat zapornych

hodnot, musi platit, ze 4 —x = 0, proto Dy = (—0;4). Funkce f neni sud4 ani licha,

nebot’ f(—x) = —(—x)+7—4J4—(—x) =x+7 —4Vd+x # £f(x).

Il) Priseciky se souradnicovymi osami, tabulka kladna / zaporna: Pro P, plati:
f0O)=-0+7-4v4-0=7-8=-1-P[0;-1]

Pro P, fesime rovnici f(x) = 0.

—x+7—4V4—-x=0
7—x=4V4—x

49 — 14x + x? = 64 — 16x
x242x—-15=0
(x+5)x=-3)=0

X1 = _S;xz =3

Jelikoz jsme provedli neekvivalentni ipravu umocnéni, je tieba provést zkousku.
—(—-5)+7—4/4—(-5)=5+7-4/9=12-12=0
—3+7-4/4-3=4-4J1=0
Obé hodnoty jsou opravdu kofeny rovnice, proto P [—5;0], P,[3;0]. Priseciky
rozd€luji definini obor na tfi intervaly. Tabulka popisuje, jakych funkénich hodnot na

nich funkce f nabyva.
oy 5y (3;4)
f(0) | + | - | +

Tabulka 34: ptiklad 12, f kladna / zdporna

IT) Limity v krajnich bodech definicniho oboru, asymptoty: V pravém krajnim bodé¢

vypocteme limitu pfimym dosazenim do funk¢niho piedpisu.

96



11n1(—x+7—4\/4—x)=—4+7—4\/4—4=3
xX—>

o X . s vy , c ey —-x+7+4V4—-x Ve
Pti vypoctu levého krajniho bodu rozsifime vyraz v limit¢ zlomkem —————— a pfi
—x+7+4/2—x

pravé Citatele vyuzijeme vzorec (a — b)(a + b) = a? — b%. V zavéru vypoctu vhodné
vytkneme mocniny z Citatele 1 jmenovatele, pii vytykani pfed odmocninu nezapomeiime,

7e plati Vx2 = |x|, jak je pospano v kapitole 1.4.
(—x+7—4Vad—x)(—x+7+ 44 —x)

lim (—=x+7—-4v4—x) = lim

xXo-® xX—>=0 —x+7+4Vv4—x
(x4 7)2 - (WE==x) | xP = 14x 49 — 64+ 16x
= 1l1im = 1lim =
X2 —x+7+4V4—x X—=—0o —x+7+4V4—x
_ x? +2x—15 _ x?+2x—15
= lim = lim =
X——00 X—>—00
—x + 7 + 4|x| iz—l —x+7—4x ’iz—l
X X X X
N e —c0- (1+0+0)
= m = = 00
X—>—00 —-14+0—-4-0
x<—1+1—4 iz—l> ( )
X X X

Z vypocta limit nevyplyva existence vodorovnych ani svislych asymptot. Pro Sikmé
asymptoty miZeme pouzit jen vzorec pro x — —oo, jelikoZ pro x — oo neni

funkce f definovana.

—x+7 —4\E—x —x+ 7 — 4|x| %—% —x+ 7+ 4x /%—%
X>=o X X—>—00 X xX——00 x
x<—1+z+4 iz—l>
X X X
= lim . =-14+0+4v0-0=-1
X—>—00
g=lim(—x+7-4V4—x+x)= lim7—4-limV4—x=7—-4V4+ o0 = —0
X—>—00 X—>—00 X—>—00

Koeficient g ale neni realné Cislo, ani tato asymptota proto neexistuje.
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IV) Prvni derivace: lokalni extrémy, tabulka rostouct / klesajici: Derivujeme jako slozenou

funkci.

!

flx) = (—x+7—4\/4—x)’ = (—x+7—4(4—x)§) =

=—1—4-%(4—@—%-(—1):—1+\/fo=_@+2
Pro nulovy bod plati:
—Vi—x+2=0
Vi—x=2
4—x=4
x=0

Provedli jsme neekvivalentni ipravu umocnéni, je tfeba provést zkousku.

—V4-0+2=—V44+2=-2+2=0
Hodnota x = 0je opravdu nulovym bodem prvni derivace. Monotonii funkce f tak

vySetiime na dvou intervalech.

(—o0;0) (0;4)
f'(x) - +
f(x) \ 7

Tabulka 35: ptiklad 12, f rostouci / klesajici

V okoli nulového bodu prvni derivace se monotonie funkce f méni z klesajici na
rostouci, jedna se o lokalni minimum. Z hodnoty f(0) =—1 plynou jeho
soufadnice [0; —1]. Rist a klesani funkce f na jednotlivych intervalech odpovida
1jejimu limitnimu chovéani a hodnotdm z tabulky 34. Funkce f z kladného nekonecna
klesa ke svému zédpornému lokalnimu minimu a néasledné roste zpét do kladnych hodnot.
Vypoctéme jeSté limity prvni derivace v krajnich bodech jejiho definiéniho oboru
a zkontrolujme tak mimo jiné spravnost ptredchoziho vypoctu smérnic Sikmych

asymptot. Nebot’ D = (—o0; 4), tak pro nevlastni krajni bod mame:

2 2 2
lim (—1+ )= lim (—1) + lim =14+ —=-1
X—>—00 ‘/4‘ — X x—>—oo( ) x—>—oo1/4 —- X /4_ _ (—OO)
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Dostavame stejnou hodnotu, jako pifi pouziti vzorce. Ureme jeSté smeérnici

funkce f v okoli bodu x = 4.

2 2
lim (-1+———=) = -1+ ——==o
x4~ V4 —x

V okoli daného bodu funkce f roste nekonecné rychle.

V) Druha derivace: inflexni body, tabulka konvexni / konkavni: Derivujeme jako sloZenou

funkci a jako podil.

104 — _2.__1 1

_ 2v/a—x

2
\/E) B 4—x :(4—x)-\/m

fre = (-1+

Nulovy bod druhé derivace neexistuje. Ta nabyva jen kladnych funkénich hodnot, jelikoz
¢itatel je kladny a ve jmenovateli se nachézi odmocnina obsahujici kvadraticky trojclen,
kterym je sama nasobena, tedy jmenovatel musi byt také kladny. Funkce f je na celém

svém definiénim oboru konvexni.

(—=o0;4)
f1'(x) +
f'(x) 7
f(x) U

Tabulka 36: piiklad 12, f konvexni / konkavni

N W A

\ 1 x
-8 -7 -e-w_’u/s 4 5

-2

Obrazek 26: graf funkce f(x) = —x+7 —4V4 — x
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Obor hodnot: Hy = (—1; )
Globalni extrémy: Globalni minimum v x = 0, tzn. v bod¢ [0; —1].

Symetrie: Zadné celkové symetrie grafu piisluiné funkce f neexistuji.

Analyticky popis kuZelosecky
Funkéni pfedpis umocnime, abychom se zbavili odmocniny. Dostdvame rovnici

kuzelosecky v obecné poloze:
x2+2xy+y*+2x—14y—15=0

Pomoci metody asymptotickych smérti urc¢ime jeji typ. Pfimka s rovnici x = q neanuluje
kvadratické Cleny kompletné, jeji smér neni asymptoticky. Pomoci pfimky y = kx + q

dostavame:
x?2+2x(kx+q) + (kx + q)? + 2x — 14(kx +q) — 15=0
x%(k? 4+ 2k + 1) + 2qx + 2qkx + q* + 2x — 14kx — 14q — 15 =10

Kvadraticka ¢ast je anulovana pro k = —1, dostdvdme asymptoticky smér. Urcime

soufadnice x spole¢nych bodt jim uréeného svazku piimek s kuzeloseckou:
16x +q?—14q—15=0

_ —q*+14q +15
N 16

X

Pro kazdé¢ g maji dané piimky s kuzeloseCkou pravé jeden priseCik. Existuje jeden
asymptoticky smér, jednd se o parabolu, na zéklad¢é ptedchozich vypocti vime, Ze grafem

funkce f je jeji ¢ast. Smérnice k asymptotického sméru udava smeérnici osy této paraboly.

Pozn.: Béhem vySetfovani pribéhu funkce f jsme nalezli pfimku a: y = —x + oo, kterou
jsme nepovazovali za asymptotu. Smérnici piimky a jsme urcili také pomoci limity prvni
derivace pro x — —oo. MiiZeme si v§imnou, Ze ona smérnice k = —1 udava asymptoticky
smér. Pokud bychom pfimku y = —x pomyslné€ posunuli do nekonecna na ose y, stala by se
asymptotou, coz ndm presné fiké dand limita. Tzn., Ze se parabola postupné ,,zrovnobeziuje*

S€ Svou osou.
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Obrazek 47: kuzelosecka x2 + 2xy + y2 + 2x — 14y — 15 =0

Obdobné ulohy k procviceni
D f(x)=—x+7—-4V4—x
M f(x)=x—4+V4—x
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Zavér

Cilem této prace bylo piedstavit moznost zadani kuzelosecek funk¢nimi predpisy a vytvorit
sbirku uloh vyuzitelnou na gymnaziich, které tento vztah ilustruji, konkrétné se soustiedi na
vySetfeni prubéhu funkce. Cilem téz bylo vzdy souvislost mezi grafem funkce

a kuzeloseckou ukazat skrze analyticky popis kuZelosecky, tedy ten zdkliim gymnéazii

nejblizsi. Domnivam se, ze se mi cil podafilo naplnit.

Po tvodni ¢asti prvni kapitoly pfipominajici klasické definice kuZzelosecek se druha
podkapitola vénuje vyskytu tématu kuzelosecek ve Skolach. Shrnujeme, ze se
s kuzeloseckami (opomeneme-li kruznici) setkdvaji Zaci poprvé pravé v souvislosti
s funkcemi (konkrétné funkci nepfimé imérnosti), pozdé€ji na gymnaziich se dana spojitost
jiz nutné nerozebira, pfipomind se pouze v souvislosti s kvadratickou funkci a parabolou
a linearni lomenou funkei a rovnoosou hyperbolou. Tyto informace nas piivadi k myslence,
ze funkci miize odpovidat graf s tvarem kuzelosecky, pfi€emZ nasledné je tento vztah
hloubéji rozebran. Sbirka pak postupné prochazi rizné mozZnosti podob kuZzelosecek
zadanych funkénimi ptedpisy, po vySetieni pribéhu funkce navic dava danou kiivku do

souvislosti s analytickou interpretaci konkrétni kuzelosecky.

Praci by bylo mozné rozsifit napf. v souvislosti s t¢ématem vyuky kuZelosecek ve Skoléch,
kdy bychom se mohli zabyvat také tim, jakym zplsobem je k vyuce kuzelosecek
pristupovéano v zahranici a zda je napt. v taméjSich Skolach souvislost s funkcemi do vyuky
zafazena. Podobné by bylo mozné do prace doplnit popis konkrétnich zavislosti, napf.

chemickych ¢i fyzikalnich, jejichZ grafy tvoii pravé kuzelosecky.
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Vyjadreni k vyuziti nastroji umélé inteligence

Pti tvorb¢ bakalaiské prace jsem vyuzila nastrojii umelé inteligence pouze v ramci preklad
z ¢eského do ciziho jazyka a naopak. Konktrétné predevsim pfi predkladu Abstraktu do
anglického jazyka. Okrajové byla uméla inteligence vyuzita pfi studiu zahrani¢ni literatury
k ptrekladiim nékolika odstavcti, slouzily pouze k mému porozumeéni textu, doslovné v praci

vyuzity nebyly.
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