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Abstrakt: PredloZzena praca sa zameriava na problematiku implementécie
algoritmov linedrnej algebry. Tieto algoritmy nie su prili§ zlozité, problém
nastdva vtom, ze pocital modze pocas vypoctu pracovat s extrémnymi
hodnotami (vel'ké ¢isla, zlomky s vel'kym menovatel'om, ...) aj ked’ zadanie
takéto hodnoty neobsahuje. Preto, ak chceme prezentovat medzivysledky
vypoctu, je vhodné, aby pocita¢ postupoval 'udskym postupom pocitania a
snazil sa takymto extrémnym hodnotdm vyhnut’.
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Abstract: This text focuses on problems of implementation of basic linear
algebra algorithms. These algorithms are not too complicated, but there is a
certain problem of using extremely huge or extremely small numbers which
are not comprehensible to the human. Thus, in case of displaying intermediate
outcomes, it is better when calculations are made human-like.
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KAPITOLA 1

Uvod

Tato bakalarska praca nadvizuje na ro¢nikovy projekt, ktorého ulohou bolo
naimplementovat’ prostredie pre maticové vypocty. Hlavnym zdmerom tohto
projektu je vizualizovat’ priebeh tychto operacii na matici sposobom, ktory by
pripominal I'udsky spdsob pocitania.

Z tohto dovodu prilozeny program nedosahuje taky vykon ako iné programy,
napr. Mathematica alebo Matlab.

Program pracuje s maticami, ktoré¢ mézu byt zadané celymi ¢islami, ¢islami v
desatinnom tvare, pripadne zlomkami.

Program je vytvoreny tak, aby bol jednoduchy na ovlddanie pre kazdého.
Vstupné data (zadanie matice, zadanie operacii, ktoré sa prevedi na matici) su
zadavané do textového okna, kde je zaroven mozné ovladat’ formu vysledkov.
Tym sa minimalizovalo pouzitie pomocnych okien.

Program prevadza nasledujlice operacie na maticiach:
- Gaussova elimina¢na metoda
- Gauss-Jordanova elimina¢na metdda
- inverzna matica
- determinant
- mocnina matice
- séitanie, od¢itanie, nasobenie matic

NajcCastejSie pouzivana operacia je Gaussova elimina¢na metdda, ktord sa
vyuziva za istych okolnosti vo vSetkych tychto uvedenych maticovych
operaciach.



Zikladne pojmy a definicie

Sustava linearnych rovnic

Nech xi, X2, ... Xn — je n premennych (neznamych),

aiy, a12, ...,aln, a21, 422, ... mn ; b,... by — st realne ¢isla

potom sustavou m linearnych rovnic o n neznamych s koeficientmi a;j, ... amn
a vektorom pravych stran b, ... b, rozumieme

anX; tapX,+..a;mx,=Db

ay1X1 T anXy + ... 43X, = by

Am1X1 + aAm2X2 + ... AmnXn — bm

Pod maticou A typu m x n, kde m,n €N, rozumieme obdiZnikova schému
realnych ¢&isiel, ktoré su zapisané v m riadkoch a n stipcoch.

Kazdej sustave linearnych rovnic vieme priradit’ prave jednu maticu A typu

mxn
all al2 --- aln
a2l a22 --- a2n
A=| . . .
aml am2 --- amn

RozSirend matica sustavy typu m x (n+1)
all al2 --- aln bl bl

a2l a22 --- a2nh2 b2

(A/b) = , kde b je vektor pravych stran b =

aml am2 --- amnbm bm

Ekvivalentné upravy
Pri rieSeni sustav linearnych rovnic sa pouzivaji nasledujuce elementarne
upravy (elementarne riadkové tpravy)
1. vynasobenie i-t¢ho riadku ¢islomt, t #0
2. pripocitanie j-tého riadku k i-tému riadku
d’alSie 2 upravy sa daju odvodit’ z predchadzajtcich uprav
- pripocitanie t-nasobku j-tého riadku k i-tému riadku
- zamena dvoch riadkov

Tvrdenie:
Elementéarne upravy ststavy linedrnych rovnic nemenia mnozinu rieSeni danej
sustavy.



Odstupiiovany tvar matice

Hovorime, Ze matica A typu m x n je v odstupfiovanom tvare, ak existuje Cislo
r, 0 < r < m také, ze r+1, r+2, m-ty riadok je nulovy a 1, ... r-ty riadok je
nenulovy a kazdy z tychto riadkov ma dlhsi Gisek pociato¢nych nul ako jeho
predchodca.

Veta:
Kazdi maticu je mozno riadkovymi elementarnymi Upravami previezt na
odstupfiovant maticu.

Hlavna diagonala
Pozostava z prvkov matice a;j, a, ... any.

Jednotkova matica

Jednotkovou maticou radu n nazveme Stvorcovil maticu typu n X n , ktord ma
na hlavnej diagonédle jednotky anuly na zvySnych pozicidch matice.
Oznacenie I,,.

Regulirna, singuldrna matica

Stvorcova matica sa nazyva regularna, ak hodnost matice je rovna svojmu
radu, v opatnom pripade, t.j. ked’ hodnost’ matice je mensia ako rad matice, sa
nazyva singuldrna matica.

Horna trojuholnikova matica
Matica, ktora ma pod diagonélou iba nulové prvky. (a; = 0, pre i>])



KAPITOLA 2
Gaussova eliminacna metoda

Metoda riesenia sustav linearnych algebrickych rovnic.

- zostavime roz§irenu maticu sustavy (A/b)

- pomocou elementarnych riadkovych tprav prevedieme maticu na
odstupfiovany tvar

- pomocou spdtnej substitlicie popiSeme vSetky rieSenia

Pocet rieseni

- vo vyslednej matici nesmie posledny stipec matice A obsahovat’ pivot,
inak sustava nema rieSenie.

- ak pocet nenulovych riadkov vo vyslednej matici je rovny poctu
premennych, potom sustava ma jediné rieSenie

- ak pocet nenulovych riadkov vo vyslednej matici je mensi ako pocet
premennych , potom stistava ma nekonecne vela rieSeni

Postup Gaussovej eliminacnej metddy nie je jednoznacny, v jednotlivych
krokoch eliminacie mdzme volit’ r6zne elementdrne Upravy, ktoré rozne
pozmenia maticu. Preto vyslednd matica po prevedeni elimindacie nie je pri
rdznych postupoch rovnaka. Mo6zu sa lisit’ v hodnotach jednotlivych prvkov,
no mnozina rieSeni danej matice vSak zostava rovnaka.

Pod oznacenim jeden krok Gaussovej elimindcie rozumejme prevedenie
takych elementarnych tprav na matici, po ktorych dostaneme v prvom stipci
matice pivota (prvy riadok matice za¢ina nenulovym prvkom, zvys$né riadky
matice maju na prvej pozicii nulu).

Naznacenie algoritmu Gaussovej elimina¢nej metody

ZjednoduSime prvky matice.

Usporiadame riadky matice podla dizky pogiatoénych tsekov nul.
Odstranime pripadne nulové stipce matice na za&iatku matice.
Zamenime za prvy riadok matice riadok s najvhodnej$im kandidatom
na pivota. Ak matica neobsahuje riadok zac¢inajtci prvkom +/-1,
pokusime sa ekvivalentnymi upravami riadkov matice takyto riadok
vytvorit’ (bod 5). Ak matica obsahuje takyto riadok, pokracujeme
bodom 7.

b s



5. Pomocou ekvivalentnych uprav riadkov matice vytvorime riadky
zacinajuce prvkom +/-1, ohodnotime vykonané upravy

6. Vytvorime zoznam matic, priCom kazda matica ma za prvy riadok
zvoleny jeden riadok z tych, ktoré sme dostali v predchddzajucom bode
5. Na kazdej matici prevediem jeden krok Gaussovej eliminacie (bod
7, 8, 9) a zo ziskanych hodnot matic vyberiem tu najlepsiu, ktora d’alej
pokracuje v eliminécii.

7. Zistime mozné elementarne Upravy matice, ktorymi nulujeme
vytvorime pivota v prvom stipci, ohodnotime vykonané upravy

8. Vytvorime zoznam vSetkych matic, ktoré dokdzeme vytvorit
prevedenim ndjdenych elementarnych uprav jednotlivych riadkov
matice, ohodnotime vzniknuté matice.

9. Vyberieme najlepSie ohodnotenti maticu, ktora d’alej pokracuje
v elimindcii.

10. Odstranime prvy riadok a prvy stipec matice.
11. Ak je pocet riadkov matice vac¢si ako 1, prevedieme opakovany
vypocet na zmensenej matici. (pokra¢ujeme bodom 1)

1. Zjednodusime prvky matice

Pre kazdy riadok matice:

- hl'addm najvicSieho spolocného delitela vSetkych prvkov. Ak najdem
delitel’a, ktorého hodnota je rézna od 1, predelim vsetky prvky daného
riadku tymto delitelom.

- skontrolujem, ¢i vSetky zlomky daného riadku su v zakladnom tvare.

ZjednoduSovanie vykondvam hned’ na zacCiatku algoritmu pretoze, aj ¢lovek
pri prevadzani eliminacie sa snazi udrziavat’ maticu v ¢o najjednoduchSom
tvare.

Ak by som pri hl'adani vhodnych ekvivalentnych uprav uvazoval povodny
riadok a aj jeho zjednoduSeny tvar, rychlo narastd pocCet moznych
ekvivalentnych uprav, ktoré sa daju na matici vykonat’ a tym aj pocet matic,
ktoré mozu prevedenim tychto uprav vzniknut. Tym by sa velmi zvysila
Casova naro¢nost’ programu. (vid’ 7. bod algoritmu)

Zjednoduseny riadok ma samozrejme nizsiu hodnotu prvého prvku. To moze
v istych pripadoch znamenat’, ze pomocou nasobkov tohto riadku mézem
upravit’ viacero zvySnych riadkov matice ako s povodnym nezjednodusenym.



V nutnom pripade prendsobenim zjednoduSeného riadku opdt” dostanem na
povodny riadok.

2. Usporiadame riadky matice podla diZky pociatoénych wisekov niil
Usporiadanie riadkov podl'a po¢tu nil na zaciatku riadkov je operacia, ktord v
podstate ziadnym sposobom neovplyviiuje priebeh vypoctu. Pre pocitac je to
zanedbate'na tUprava matice. Je tu vSak nutna z dovodu vypisovania
medzivysledkov eliminacie v ,peknom“ tvare. Clovek podas vypoétu
eliminécie sa snazi udrziavat’ riadky matice v tomto usporiadani.

3. Odstranime pripadné nulové stipce matice na za¢iatku matice

Tato operacia prechadza maticu po stipcoch, postupuje od prvého az po taky
stipec, ktory neobsahuje samé nuly. Vietky takéto nulové stipce sa odstrafiuji.
Tymto odpada potreba pomocného indexu uréujiceho, s ktorym stipcom sa
aktualne pracuje. A preto v kazdom kroku eliminacie vytvaram pivota
v prvom stipci.

Téato operacia ma doéleziti funkciu pri maticiach typu m x n, kde m > n.
Matica takéhoto typu obsahuje vacsi pocet riadkov ako je potrebné k zisteniu
rieSenia pomocou Gaussovej elimindcie.

Po uréitom pocte krokov eliminacie matice takéhoto typu sa dostanem do
tohto kroku algoritmu s maticou, ktora bude tvorena bud len nulovymi
prvkami, pripadne nulovymi prvkami s vynimkou niektorych prvkov v
poslednom stipci. V takomto pripade konéi algoritmus eliminécie, pretoZe
matica sa ned4 d’alej upravovat’.

Je to z dovodu, ze po kazdom kroku eliminacie sa matica zmensi o prvy riadok
a prvy stipec. (vid’ 10 bod algoritmu eliminacie)

Mo6zu nastat’ 2 pripady:
a) riadky matice st linearne zavislé, vtedy sa po prevedeni
ekvivalentnych tprav niektoré riadky matice prevedi na nulové

11 2
napr. matica A=| 1 2 3| saprevedie ekvivalentnymi Gipravami
2 2 4

3. riadok deleno 2
2. riadok minus 3. riadok
3. riadok minus 1. riadok
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na maticu

oS o =
O = =
S = N

b) riadky matice nie st linearne zavislé, po niekol’kych krokoch
Gaussovej eliminacie dostdvame pivota v poslednom stlpci niektorého
riadku matice, ¢ize matica nema rieSenie

1 1 2
napr. matica A=| 1 2 3| saprevedie ekvivalentnymi upravami
1 2 4

2. riadok minus 1. riadok
3. riadok minus 2 riadok

1 1 2
namaticu |0 1 1
0 0 1

4. Zamenime za prvy riadok matice riadok s najvhodnej$im kandidatom

na pivota

Za prvy riadok matice sa snazime vyberat’ taky riadok, ktory sa da najlepsie

vyuzit’ pri ekvivalentnych apravach matice.

- jednou z najlepSich moznosti je zvolit’ riadok, ktory zacina prvkom +/-1,
pretoze prvky zvysnych riadkov v danom stipci sa daju Pahko nulovat
pomocou nasobkov ,,jednotky* (nasobkov riadku s poc¢iato¢nym prvkom
1)

- je to jediny riadok pomocou, ktorého sa mozu upravovat vsetky zvysné
riadky.

- jeto riadok, ktory sa v d’alSom priebehu eliminécie uz nemeni.

- vyberame len z tych riadkov, ktoré zac¢inaji nenulovym prvkom.

Program pri vybere prvého riadku matice postupuje nasledovne:

a) prechadza postupne riadky matice, ak najde riadok, ktory zacina
prvkom +/-1, nastavi tento riadok ako prvy.

b) ak matica neobsahuje riadok, ktory za¢ina prvkom +/-1, pokisime sa
vytvorit’ taky riadok (vid’ 5. bod algoritmu)

c) ak matica neobsahuje riadok, ktory zaéina prvkom +/-1 a ani sa neda
taky riadok vhodnymi Gipravami vytvorit’. Zvoli sa riadok, ktory zacina
najmens$im prvkom v absolitnej hodnote. Pri viacerych riadkoch
s rovnakym prvym prvkom sa d’alej vyberie podl'a najmenSicho suctu
prvkov

11



5. Vytvorime riadky matice, ktory zac¢inaju prvkom +/-1

Riadok zacinajlici prvkom +/-1 sa snazim vytvorit pomocou ekvivalentnych
uprav niektorych dvoch riadkov matice. Pomocou troch a viacerych riadkov sa
uz nepokusam. Vo vicsine pripadov to nie je trividlne, a preto by tento postup
Casto nepripominal 'udsky sposob pocitania.

Po najdeni vhodnej ekvivalentnej upravy dvojice riadkov matice a naslednom
vytvoreni nového riadku s pociatoénym prvkom, ktory je rovny +/-1,
nahradzujem novym riadkom ten z dvojice riadkov, ktory zac¢ina vacSim
prvkom.

Kazda uprava, ktora sa prevedie na matici, prejde vyhodnocovacou funkciou,
ktora podla urcitych vlastnosti ohodnoti prevedent upravu. (vid’ Ohodnotenie
ekvivalentnych uprav)

Aby sme dostali nejakou upravou z dvoch ¢isiel jednotku, musi platit’, ze tieto
¢isla musia byt’ nesudelitel'né, inak z nich nikdy nevytvorime jednotku.

Pripady, ktoré mozu nastat”:
a) Hladdam ekvivalentni tUpravu medzi 2 riadkami, ktoré zacinaji
nesudelitelnymi ¢islami

31

napr. A=
P (7 1

8] sa prevedie ekvivalentnymi upravami

2. riadok minus 1. riadok * 2
zamena 2. riadku a 1. riadku

. 1 -1 0
na maticu
3 1 4

b) Hl'adam ekvivalentnt Gpravu medzi 2 riadkami, ktoré za¢inaji zlomkami s
rovnakymi menovateI'mi a nesudelitelnymi citatelmi. Kedze menovatele
oboch zlomkov su rovnaké, ani sa nebudi menit. Upravuje sa len hodnota
Citatela.

Hladdm také nasobky oboch riadkov, ktoré po od¢itani vytvoria riadok s
prvym prvkom v tvare menovatel/menovatel’, Co sa rovna 1.

Moznost’ a) je Specialny pripad s hodnotou menovatel’a 1.

7/3 5/3 4 . . ,
napr. A= sa prevedie ekvivalentnou tpravou
2/3 1/3 1
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1. riadok minus 2. riadok * 2

. 1 1 2
na maticu
(2/3 1/3 1]

c) Hl'adam ekvivalentnt Gipravu medzi 2 riadkami, ktoré zacinaju zlomkami s
nesudelitelnymi Citate'mi a asponi jeden menovatel je rovny 1.

V tomto pripade sa riadok, ktory nezacina zlomkom s menovatelom 1, cely
prenasobi hodnotou menovatel’a prvého prvku. Takto odstrdnime zlomky na
prvych poziciach riadkov, a tym sa dostaneme na moznost’ a).

d) VsSetky zvy$né moznosti, ktoré moézu nastat sa uz neskasaju. Z
toho dévodu, ze vhodnou tpravou niektorych riadkov by sme vytvorili riadok
zacinajuci prvkom +/-1 ale nasobky tychto riadkov, ktoré by boli potrebné, nie
st vo vicsine pripadov ,,pekné* zlomky a napohlad nie je zrejmé ako sme
k nim dospeli.

6. Vytvorime zoznam matic
Vytvorim zoznam réznych matic, v ktorom kazd4 matica ma za prvy riadok
dosadeny jeden z riadkov, ktoré vznikli v predchaddzajicom 5. bode algoritmu
eliminacie. Postupne na kazdej matici zo zoznamu prevediem jeden krok
Gaussovej eliminacie (bod 7-9), a potom vyberiem najlepSiu maticu, s ktorou
pokracujem d’alej v elimindcii.

7. Zistime moZné elementirne upravy matice, ktorymi vytvorime pivota
v prvom stipci

V tomto kroku algoritmu zistim vSetky moznosti ekvivalentnych uprav matice.
Hl'adam také upravy matice, ze po ich prevedeni bude mat’ matica okrem
prvého riadku vo vietkych zvysnych riadkoch v prvom stipci nulovy prvok
(vytvorim pivota v prvom stipci).

Ked’ najdem ekvivalentni tUpravu i-t¢ho riadku pomocou j-t¢ho riadku,
zapamitam si zaroveil aj opacnl Upravu riadkov matice, €ize uprava j-tého
riadku pomocou i-t¢ho riadku. Ak najdend uprava spociva v od¢itani
vhodnych nasobkov tychto riadkov, pri opacnej uprave sa zmeni znamienko
vSetkym prvkom nového riadku, pri s¢itani sa znamienko nemeni.

Kazda tprava, ktora sa prevedie na matici, prejde vyhodnocovacou funkciou,

ktora podla urcitych vlastnosti ohodnoti prevedenu ekvivalentnti Gpravu. (vid’
Ohodnotenie ekvivalentnych uprav)
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Pripady, ktoré moZzu nastat”:

a) Hladam ekvivalentnti upravu medzi 2 riadkami, ktoré zacinajl prirodzenym
¢islom. Nijdem najmen$i spolo¢ny nasobok oboch Ccisiel, nésledne
prendsobim oba riadky takou hodnotou, aby pociato¢né prvky oboch riadkov
boli rovné hodnote spolo¢ného nasobku.

1 3

. 4] , najmensi spolo¢ny nasobok je 6

2
napr. riadky matice (3

ekvivalentnou Gpravou prevedieme
2. riadok * 2 minus 1. riadok * 3

. 2 1 3
na maticu
0o -1 -1

b) Hladam ekvivalentni upravu medzi 2 riadkami, ktoré zac¢inaji zlomkami
s rovnakymi menovatel'mi. Najmensi spolo¢ny nasobok tychto zlomkov
bude zlomok, ktorého menovatel je rovnaky ako menovatel zlomkov.
Citatel’ tohto zlomku dostaneme ako najmensi spolo¢ny nasobok &itatelov
oboch zlomkov. Moznost’ a) je Specialny pripad pre menovatel’ rovny 1.

3/2 1 5/2

1/2 1 3/2J , najmensi spolo¢ny nésobok je 3/2

Napr. riadky matice (

ekvivalentnou Upravou prevedieme
2. riadok * 3 minus 1. riadok

. 3/2 1 5/2
na maticu
0 2 2

c) Hladam ekvivalentnt upravu medzi 2 riadkami, ktoré zacinaju zlomkami

s rovnakymi citatelmi. Spolocny nasobok zlomkov, bude zlomok, ktorého
Citatel’ je rovnaky ako Citatel’ zlomkov a menovatel’ bude rovny 1.
Je to z toho dovodu, Ze ak by som hl'adal najmensi spolo¢ny nasobok tychto
zlomkov, pri vacsich hodnotich zlomkov by mohlo byt narocné takyto
nasobok ndjst’ a ¢asto to uz nie je ,,pekné* ¢islo, a teda by to nezodpovedalo
I'udskému postupu pocitania.

5/4 1 9/4 L L
napr. , najmensi spolo¢ny nasobok bude 5.
5/6 1 11/6

ekvivalentnou Gpravou sa prevedie
2. riadok * 6 minus 1. riadok * 4
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. 5/4 1 9/4
na maticu
0 2 2

d) Vo zvySnych pripadoch méze byt ndjdenie najmensieho spolocného
nasobku netrivialne a ndsledne nasobky upravovaného a pomocného riadku
mozu zdanlivo vyzerat absurdne. A navySe tento postup by casto
nepripominal 'udsky spdsob pocitania. V takychto pripadoch sa postupuje
nasledovne. Upravovany riadok sa prendsobi hodnotou prvého prvku
pomocného riadku a pomocny riadok sa prendsobi hodnotou prvého prvku
upravovaného riadku. Tymto sme dostali rovnaky prvy prvok u oboch
riadkov, ¢iZe ich méZeme nasledne odcitat’.

8. Vytvorime zoznam vSetkych matic, ktoré dokdZeme vytvorit’
prevedenim najdenych ekvivalentnych uprav jednotlivych riadkov
matice

Vytvorim zoznam vSetkych matic, ktoré dokdZem vytvorit’ pouZzitim réznych
ekvivalentnych tprav jednotlivych riadkov matice. Pocet tychto matic zavisi
od poctu riadkov matice, ktoré sa musia upravovat’.

Pre matice s va¢§im poctom riadkov, uz je mnozstvo moznych matic, ktoré
dokazeme vytvorit’, ve'mi vel'ké, a preto treba postupne rusit’ najnevhodnejsie
ekvivalentné Upravy. Najdene ekvivalentné upravy pre kazdy riadok matice sa
zoradia podl'a ohodnotenia upravy a tie najhorsie sa zru$ia (pocet Uprav, ktoré
sa zru$ia, zavisi na pocte riadkov matice).

Toto obmedzovanie za¢ina od matic s po¢tom riadkov 7. Pre takito maticu
s nenulovymi prvkami v prvom stipci by sa mohlo vytvorit’ az takmer 30 tisic
réznych matic, o by viedlo k obrovskej ¢asovej zlozitosti programu.

Pre maticu so siedmymi riadkami sa po tomto obmedzeni nechava pre kazdy
riadok maximalne 5 moznych ekvivalentnych uprav. Minimdlne vSak
ponechdavam 2 ekvivalentné upravy pre kazdy riadok matice.

Kazda vytvorena matica prejde vyhodnocovacou funkciou, ktora podla
urcitych vlastnosti ohodnoti danu maticu (vid’ Ohodnotenie matice)

9,10,11. Vyber najlepSej matice a priprava na d’alSi krok Gaussovej
eliminacie

Matice sa zoradia podla celkového ohodnotenia, ktoré doposial ziskali.
NajlepSie ohodnotend matica pokracuje d’alSim krokom Gaussovej elimindacie.
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Pre zvolenu maticu plati:

- ma pevne zvoleny prvy riadok, ktory sa uz v dalSom priebehu eliminacie
nebude menit’

- prvy stipec obsahuje pivota, tento stipec sa uz v d’alsom priebehu eliminécie
nebude menit’

Ked’Ze v d’alsom priebehu eliminacie prvy riadok a prvy stipec matice sa uz
nebude menit’, mézem ich ,,odstranit™. Tym sa matica zmensi a aj zjednodusi.
Tym odpadd potreba pouzivania indexov na uréovanie riadku a stipca, s
ktorymi sa aktudlne pracuje. Na zmenSeni maticu rozmerov (m-1) x (n-1)
opit’ zavolam Gaussovu eliminéciu.

Tato rekurzia skonci, ked’ ma matica len 1 riadok. Ten uz nie je mozné d’alej
upravovat’.
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Ohodnotenie ekvivalentnych Gprav

Riadky matice sa dajii upravovat’ roznymi ekvivalentnymi upravami. Problém
je v tom, Ze pocet tychto uprav byva ¢asto pomerne vel'ky, a preto je potrebné
tieto upravy rozliSovat. Niektoré st jednoduchSie na prevedenie ako iné,
pripadne prvky matice po prevedeni jednej upravy budi mensie ako pri
prevedeni inej Gpravy.

Z tohto dovodu kazda ekvivalentnd Gprava matice, ktord sa ndjde, ziska
hodnotu vyjadrujticu vyhodnost’ jej pouzitia. Cim niZsia vysledna hodnota je,
tym vyhodnejsie je pouZit’ danu ekvivalentnu Gpravu.

Ak niektora uprava ziskala vysoké ohodnotenie, eSte to neznamena, Ze nebude
pouzitd v elimindcii. Po prevedeni ndjdenych ekvivalentnych Uprav, este
dochadza k ohodnoteniu celkovej matice. Obe tieto hodnotenia sa spolu
sCitavaju, takze az vtedy sa skutocne preukaze vyhodnost’ pouzitia najdenych
ekvivalentnych Uprav.

Pri maticiach s va¢$sim poctom riadkov (7 a viac) byva velky pocet matic,
ktoré méZeme dostat’ pouzitim rdéznych ekvivalentnych tprav. Preto sa Gpravy
pre kazdy riadok zotriedia podl'a ohodnotenia a najhorsie sa rusia. Pocet Uprav,
ktoré sa zrus$ia zavisi od velkosti matice.

Niekol’ko pozorovani pri pocitani Pudskym spésobom:

- upravujeme hlavne dvojice riadkov, ktoré maji rovnaké prvé prvky, takéto
riadky sa jednoducho od¢itaju

- vS§imame si pocet nul, ktoré ndm po prevedeni danej Upravy vzniknu.
Najvyhodnejsie nuly, st tie, ktoré vznikaji na zaciatku riadkov. (mimo prvku,
ktory sme nulovali)

- upravujeme dvojice riadkov, u ktorych najmensi spolocny nasobok prvych
prvkov sa da jednoducho spocitat’

- vyhybame sa Gpravam, pri ktorych treba nasobit’ prvky vel'kymi ¢islami

- vyhybame sa pouzitiu ekvivalentnych uprav, pri ktorych treba nasobit’/delit
prvky zlomkom, pretoze pocitanie so zlomkami je pre ¢loveka narocnejsie ako
s celymi ¢islami
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Upravujme i-ty riadok pomocou j-t¢ho riadku. Riadok, ktory touto tpravou

dostaneme oznacme r.

Program hodnoti:

a)

b)

d)

nutnost’ ndsobit’ upravovany riadok i

ak sa upravovany riadok pri svojej Uprave musi nasobit’ celym ¢islom,
zvysuje sa hodnota Gpravy o 4, ak sa ndsobi zlomkom zvysi sa hodnota
dvojnasobne, navyse ak je Citatel’ tohto zlomku rézny od 1, zvySuje sa
eSte 0 2.

nutnost’ ndsobit’ pomocny riadok j

rovnaky postup ako v bode a), ale hodnoti sa pomocny riadok j

vznik zlomkov

po prevedeni danej Upravy sa skontroluju prvky upravovaného riadku i
a vzniknutého riadku r, ak vznikol zlomok na pozicii, kde predtym
nebol zvySuje sa hodnota Gpravy o 1, naopak ak sa odstranil, znizuje sa
hodnota upravy o 1

vznik nulového prvku

po prevedeni Upravy sa skontroluji prvky vzniknutého riadku r, kazdy
nulovy prvok, ktory sa vtomto riadku vyskytuje, zniZzuje hodnotu
upravy o 1.

zvacsenie prvkov

po prevedeni upravy sa skontroluji prvky upravovaného riadku i
a vzniknutého riadku r, ak sa zvicsil pocet cifier prvkov na
jednotlivych poziciach riadkov zvySuje sa hodnota upravy o 1 za kazdu
cifru navySe, naopak ak sa pocet cifier znizil, znizuje sa hodnota
upravy o 1 za kazdu cifru
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Ohodnotenie matice

Z ngjdenych ekvivalentnych uprav jednotlivych riadkov matice sa ich
skombinovanim vytvoria rozne matice. Pocet tychto matic byva pomerne
velky, preto treba vybrat’ tie najvyhodnejsie. Z tohto dévodu je kazdej matici
priradend hodnota, ktord predstavuje vyhodnost’ danej matice a teda pouzitych
ekvivalentnych tprav, ktorymi sme ju vytvorili. Tato hodnota vznikne ako
sucet hodnoteni pouzitych ekvivalentnych uprav.

Na matici sa prevedie eSte jedno ohodnotenie, ktoré uz moéze len zlepSit
celkové hodnotenie danej matice. Toto ohodnotenie vyjadruje vyhodnost
pouzitia tejto matice do dalSieho kroku Gaussovej eliminacie. Je zamerané
hlavne na vlastnosti druhych prvkov riadkov, ktoré sa buda d’alej upravovat'.

Hodnotim vsetky riadky okrem prvého, pretoze tento sa uz v d’alSom priebehu
elimindcie nebude menit. Tieto riadky uz maja nulovy prvy prvok, preto sa
pozeram na druhy prvok, pripadne d’alsie.

Hodnoti sa:

a) Ak ma riadok druhy a pripadne d’alSie prvky rovné 0, zniZim za kazdu
nulu hodnotu o 8. Ekvivalentnd tprava, ktora vytvorila tento riadok je
jedna znajvyhodnejSich atakmer isto sa bude vyskytovat vo
vybranej matici, ktorou d’alej pokracuje eliminacia. Pretoze kazda
vzniknuta nula znamena, ze sa v d’alSom kroku eliminacie tento riadok
nespracuva, a teda sa skracuje celkova eliminécia.

b) Ak riadok nema druhy prvok nulovy, zistujem, ¢i zvy$né riadky matice
od tohto dole, neza¢inaju takym istym prvkom v druhom stipci.
V takom pripade sa znizuje hodnota matice o 4. Za kazdy d’alsi takyto
riadok s rovnakym prvkom sa zniZuje hodnota o dvojnasobok.

c) Ak nie st splnené predchadzajuce 2 moznosti, tak zistujem, ¢i zvy$né
riadky od tohto dole, nezaginaju prvkom v druhom stipci, ktory je
nasobkom prvku skumaného riadku. V takom pripade sa znizuje
hodnota o 2, za kazdy takyto riadok.
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Ukazkovy priklad vyrieSeny pomocou priloZeného programu
Matica bola ndhodne vygenerovana programom.

a=
172 1 13 14 2
32 12 4 172 3
4/3 1/3 3 214 5
52 12 1 7 11

Gauss [a]

4. riadok minus 2. riadok
zamena 4. riadku a 1. riadku
pom=

1 0 -3 13/2 8
32 1/2 4 12 3
4/3 1/3 3 12 5
172 1 173 1/4 2

2. riadok minus 4. riadok * 3
3. riadok * 3 minus 1. riadok * 4
4. riadok * 2 minus 1. riadok
pom=
1 0 -3 13/2 8
0 -5/2 3 -1/4 -3
0 1 21 -49/2 -17
0 2 11/3 -6 -4

zamena 3. riadku a 2. riadku
pom=
1 0 -3 13/2 8
0 1 21 -49/2 -17
0 -5/2 3 -1/4 -3
0 2 11/3 -6 -4

3. riadok * 4 plus 4. riadok * 5
4. riadok minus 2. riadok * 2
pom=

1 0 -3 13/2 8
0 1 21 -49/2 -17
0 0 91/3 -31 -32
0 0 -115/3 43 30

4. riadok * 91 plus 3. riadok * 115
pom=

0 -3 13/2 8
0 1 21 -49/2  -17
0 0 91/3 -31 -32
0 0 0 348 -950
4. riadok deleno 2
pom=
0 -3 13/2 8
0 1 21 -49/2  -17
0 0 91/3 -31 -32
0 0 0 174 -475

V prvom kroku Gaussovej eliminécie sa kazdy riadok mdZze upravit’ pomocou
troch zvysnych riadkov matice. Z tychto roznych ekvivalentnych sa vytvori 18
réznych matic od najlepSicho ohodnotenia 10 (tdto matica sa pouzila) az po
najhorsie 52. Je vidiet' rozdiel v naro¢nosti pouzitych ekvivalentnych uprav
a z toho vyplyva aj rozdielny pocet zlomkov.

najlepsie ohodnotena

2. riadok minus 4. riadok * 3
3. riadok * 3 minus 1. riadok * 4
4. riadok * 2 minus 1. riadok

pom=
1 0 -3 13/2 8
0 -5/2 3 -1/4 -3
0 1 21 -49/2 -17
0 2 11/3 -6 -4

20

najhorsie ohodnotena

2. riadok * 2 minus 1. riadok * 3
3. riadok * 3/2 minus 2. riadok * 4/3
4. riadok * 4/3 minus 3. riadok * 1/2

pom=
1 0 -3 13/2 8
0 1 17 -37/2  -18
0 -1/6  -5/6 112 712
0 7/6  -19/18  1/12 1/6



Gauss-Jordanova elimina¢na metoda

Této operacia spociva vtom, ze Gaussovou elimina¢nou metédou prevedieme
maticu na hornu trojuholnikovu maticu. Tuto maticu d’alej pomocou
ekvivalentnych Uprav prevedieme az na diagonalny tvar.

Ak ma matica pocet riadkov rovny alebo vyssi ako pocet premennych,
z posledného stlpca matice priamo zistime hodnoty rieSenia matice.

Vyslednd matica je jednoznacnd, pouZitie roznych ekvivalentnych uprav ju
nemeni. Maticu upravime na odstupiiovany tvar, v tomto tvare uz nie je prili§
moznosti ekvivalentnych uprav, pomocou ktorych prevedieme maticu na
diagondlny tvar. Ukézalo sa vyhodne previest’ pivoty matice na 1. Nasledne
nulovanie prvkov nad diagonalou matice sa prevadza pomocou nasobkov
,jednotky* (ndsobkov riadkov, ktoré maja v danom stipci pivot rovny 1)

Tento postup rieSenia matic sa vyuZziva pri hl'adani inverznej matice.

Ukazkovy priklad vyrieSeny pomocou priloZeného programu
Matica bola ndhodne vygenerovana programom.
a:
3 o -3 A -5
1 2 1 5 4
-4 0 5 0 5
-2 0 5 3 4

GaussJordan [a] 1 2 -1 -5 4
zamena 2. riadku a 1. riadku 0 0 1 5 -4
pom= 0 0 0 -19 7
1 -2 -1 -5 4 0 0 0 -19 7
3 0 -3 -1 -5
-4 0 5 0 5 4. riadok minus 3. riadok
-2 0 5 3 -4 pom=
1 -2 -1 -5 4
2. riadok * 2 plus 4. riadok * 3 0 0 1 5 -4
3. riadok * 3 plus 2. riadok * 4 0 0 0 -19 7
4. riadok * 2 minus 3. riadok 0 0 0 0 0
pom=
1 -2 -1 -5 4 Nastavenie pivotov na 1
0 0 9 7 -22 3. riadok deleno -19
0 0 3 -4 -5 pom=
0 0 5 6 -13 1 -2 -1 -5 4
0 0 1 5 -4
4. riadok * 2 minus 2. riadok 0 0 0 1 -7/19
poms= 0 0 0 0 0
1 -2 -1 -5 4
0 0 1 5 -4 1. riadok minus 2. riadok * -1
0 0 3 -4 -5 2. riadok minus 3. riadok * 5
0 0 5 6 -13 pom=
1 -2 0 0 0
3. riadok minus 2. riadok * 3 0 0 1 0 -41/19
4. riadok minus 2. riadok * 5 0 0 0 1 -7/19
pom= 0 0 0 0 0
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Inverzna matica

Definicia

Nech A je Stvorcova matica radu n. Pokial’ existuje matica B taka, Ze sucin
matic A*B = I, (jednotkova matica), potom matica B sa nazyva inverznou
maticou k matici A. Pokial' existuje inverznd matica k matici A, nazyva sa
matica A regularnou, v opa¢nom pripade singularnou.

Postup hP’adania inverznej matice A’

roz§irime maticu A o jednotkovu maticu I, (A| I,,)

pokusime sa previest’ tito rozsirenu maticu ekvivalentnymi upravami na
tvar (I/A™) (pomocou Gauss-Jordanovej elimina¢nej metody)

ak sa nam podari splnit’ bod 2, rozSirena Cast’ matice priamo tvori inverzna
maticu A™

Ukazkovy priklad vyrieSeny pomocou priloZeného programu

Z:
2 3
4 3
4 4
Inverse [Z]
Rozsirenie matice o jednotkovu Nastavenie pivotov na 1
maticu 2. riadok deleno 2
pom= pom=
2 3 1 0 0 1 2 3 1 0 0
4 3 0 1 0 0 1 12 -1/2 0 1/2
4 4 0 0 1 0 0 1 2 1 -2
zamena riadkov matice podla 1. riadok minus 2. riadok * 2
poctu nul 2. riadok minus 3. riadok * 1/2
pom= pom=
2 3 1 0 0 1 0 2 2 0 -1
4 4 0 0 1 0 1 0 -3/2 -1/2 3/2
4 3 0 1 0 0 0 1 2 1 -2
2. riadok minus 1. riadok 1. riadok minus 3. riadok * 2
pom= pom=
2 3 1 0 0 1 0 0 -2 -2 3
2 1 -1 0 1 0 1 0 -3/2 -1/2 3/2
4 3 0 1 0 0 0 1 2 1 -2
3. riadok minus 2. riadok * 2
pom= pom=
2 3 1 0 0 -2 -2 3
2 1 -1 0 1 -3/2 -1/2 3/2
0 1 2 1 -2 2 1 -2
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Determinant

Definicia
Nech A je §tvorcova matica radu n. Determinant det(A) matice A definujem

rovnostou Det(A) = ZSgn(ﬂ)al.”(l)azm)...an,m), kde sa sc¢itava cez vSetky

7ESn
permutdcie 7 mnoziny {1, 2, ... n}. V kazdom z tychto sucinov vystupuje ako
&initel’ prave jediny prvok z kazdého stipca a prave jediny prvok z kazdého
riadku matice A.
- sgn( ) znamend znamienko permutacie 7. Znamienko permutacie je vzdy
+1 alebo -1.

Definuje sa sgn( 7 ) = H M

I<i<j<n ]

Vlastnosti determinantov

- determinant matice, ktord ma nulovy riadok (stipec) je rovny 0

- determinant hornej (dolnej) trojuholnikovej matice je rovny sucinu vSetkych
prvkov z hlavnej diagonaly matice

- (,,elementarna riadkova operacia I*) ak vynasobime vSetky prvky niektorého
riadku (stipca) matice A &islom c, determinant vzniknutej matice je rovny
c*det(A). Specialne, ak ma matica nulovy riadok (stipec), potom det(A) =
0.

- (,elementarna riadkova operacia II*) determinant sa nezmeni, ak
pripo¢itame k niektorému riadku (stipcu) matice A c-nasobok niektorého
riadku matice (stipca). Determinant vzniknutej matice je rovny
determinantu povodnej matice A.

- prehodenie dvoch riadkov (stipcov) matice meni znamienko determinantu

- determinant matice A je rozny od 0, nazyvame maticu A regularnou,
v opa¢nom pripade nazyvame maticu A singularnou

- (,rozvoj determinantu podla riadku®) pre kazdy index iplati vztah

det(A)=z (-1)i+jdet(Aij), kde Aj; je matica, ktora vznikne zA

=

vypustenim i-tého riadku a j-tého stipca

Program pocita determinant matice dvomi sposobmi
1. matica sa prevedie na hornu trojuholnikovu maticu Gaussovou
elimina¢nou metédou

- spocita sa sucin vsetkych prvkov na hlavnej diagonale

- pri kazdej zadmene dvoch riadkov matice sa meni znamienko
determinantu

- ak sa niektory riadok matice pri svojej uprave nasobil ¢islom c,
vysledny determinant sa deli ¢islom c
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2. LaPlaceov rozvoj

- rozvoj matice sa robi podla riadku (stipca), ktory obsahuje najvacsi
pocet nul

- znamienko subdeterminantu ur¢ime podla vzorca (-1)i+jdet(Aij)

- tato metodda vypoctu determinantu je ¢asovo vel'mi narocna, preto je
mozné touto metédou pocitat’ determinant matic s maximalne
Siestimi riadkami, v opacnom pripade sa hodnota determinantu pocita
prvym spdsobom

Metoda, ktorou sa vypocita hodnota determinantu matice sa voli v programe
v ponuke Nastavenia -> Moznosti -> Determinant

Ukazkovy priklad vyrieSeny pomocou priloZeného programu
C=

1 2 3
0 4 3 -
1 3 2 1
2 0 1 1
rozvoj podla 1. prvku 2. riadku = 0 2 1
0 * Det[pom] =0 3 1
pom=
2 3 1 rozvoj podla 2. prvku 3. riadku = 0
3 2 1 0 * Det[pom] =0
0 1 1 pom=
1 1
rozvoj podla 2. prvku 2. riadku = 4 1 1
4 * Det[pom] = 4
pom= rozvoj podla 3. prvku 3. riadku = 1
1 3 1 1* Det[pom] =1
1 2 1 pom=
2 1 1 1 2
1 3
rozvoj podla 1. prvku 1. riadku = 1
1* Det[pom] =1 rozvoj podla 4. prvku 2. riadku = -1
pom= -1 * Det[pom] =9
2 1 pom=
1 1 1 2 3
1 3 2
rozvoj podla 2. prvku 1. riadku = 3 2 0 1
-3 * Det[pom] =3
pom= rozvoj podla 1. prvku 3. riadku = 2
1 1 2 * Det[pom] =-10
2 1 pom=
2 3
rozvoj podla 3. prvku 1. riadku = 1 3 2
1 * Det[pom] = -3
pom= rozvoj podla 2. prvku 3. riadku = 0
1 2 0 * Det[pom] =0
2 1 pom=
1 3
rozvoj podla 3. prvku 2. riadku = 3 1 2
-3 * Det[pom] =3
pom= rozvoj podla 3. prvku 3. riadku = 1
1 2 1 1* Det[pom] =1
1 3 1 pom=
2 0 1 1 2
1 3
rozvoj podla 1. prvku 3. riadku = 2
2 * Det[pom] = -2
pom= Det[c] = 16
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KAPITOLA 3

Program

V tejto kapitole si predstavime priloZeny program.

Tento program bol vytvoreny ako stcast’ rocnikového projektu a bakalarskej
prace na Matematicko — Fyzikdlnej fakulte Univerzity Karlovej v Prahe.
Veduci tejto prace bol RNDr. Ondrej Pangrac, Ph.D.

Implementuje algoritmy linearnej algebry sposobom pripominajucim l'udsky
postup pocitania s maticami.

Minimalne systémové poziadavky
Tento program funguje na operacnom systéme Windows, s nainstalovanym
Microsoft NET Framework 2.0. Miesto na pevnom disku : priblizne 1 MB.

InStalacia a spustenie programu
1. Vlozte CD do mechaniky
2. Skopirujte si na Vas pevny disk prie¢inok Matice
3. Otvorte skopirovany priecinok
4. Spustite matice.exe

Uzivatel’ské rozhranie programu

Hlavné okno programu je rozdelené na dve Casti. Vlavo sa zapisuje zadanie
matic a operacie, ktoré sa maju previest' na maticiach. Vpravo sa zobrazuju
vysledky. Rozdelenia okna nie je pevne urcené, ateda sa dd menit’ pomer
Sirky vstupnej Casti k vysledkovej Casti okna.

Vo vstupnej cCasti okna sa zaroven urCuje spOsob vypisu vysledkov
prevedenych operdcii s maticami. Vypis ovplyvilujeme pomocou pouZitia
znaku >:

- ak napiSeme pred nazov operacie znak >, vypiSe sa vyslednd matica po
prevedeni danej maticovej operacie (napr. po zadani ,> Gauss[a]“ sa
vypise vyslednd matica po prevedeni Gaussovej eliminacie)

- ak napiSeme pred nazov operacie dva znaky >>, vypiSe sa cely priebeh
vypoctu danej maticovej operacie (napr. po zadani ,>> Inverse[a]” sa
vypiSe cely postup vypoctu inverznej matice)

- ak pred nazov operdcie nenapiSeme znak >, dand operacia s maticou sa
prevedie na pozadi ale na vystup ni¢ sa nevypise
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Zvyraziiovanie textu

- vo vstupnej Casti okna sa po zadani maticovej operacie farebne zvyraziuje
text zadanej operacie, tym sa jednak sprehladnia zadané data a zaroven je
to vyborna kontrola spravnosti zadania danej maticovej operacie

- vo vysledkovej Casti okna sa zvyraznuju zadania jednotlivych maticovych
operacii, tym sa jednoducho rozlisi, ku ktorej maticovej operacii vypisany
text patri

Program umoziluje mat’ sucasne otvorené¢ viaceré okna v hlavnom okne
programu, ¢ize méZzeme naraz pracovat’ s viacerymi dokumentmi.

Ukazka spusteného programu

Matice - [C:\gauss/.fxt] g@@
o= Subor Upravy Mastavenia Okno Pomoc - 8 X
NgeH & 2@ I SPRACU]
¥ a=[ a=
>11114; 1 1 1 1 4
»21126; 2 1 1 2 &
> 33118 3 3 1 1 a8
> 114410] 1 1 4 4 10
b =1a] Gauss [b]
» Hauss[b] pom=

1 1 1 1 4

oA 1 o2

0 0 1 1 2

1] 1] 1] 1] 1]

Obr. 3.1

V polozke menu Nastavenia -> Moznosti sa daju nastavit vlastnosti pre
nasledujuce maticové operacie:

1. determinant, voli sa metdda vypoctu hodnoty determinanta matice:
- pomocou Gaussovej eliminacnej metody

- Laplaceovym rozvojom

2. funkcia random, generuje ndhodne prvky matice
- voli sa interval Cisiel, z ktorého sa generujli prvky matice
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