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Abstrakt

Nazev prace: Rozvrhovaci ulohy typu Flow-shop

Autor: Tomas Dyntar

Katedra: Katedra pravdepodobnosti a matematickeé statistiky

Vedouci diplomové prace: RNDr. Miron Tegze., CSe.

e-mail vedouciho: miron@Qtegze.cz

Abstrakt: Je podan popis rozvrhovani ow shop a lot streaming veetne prikladu, Dile
Jsou ukazany metody a algoritmy pro reseni ruznych verzi problémn urcent velikost
skupin pro prepravu mezi stroji v prostredi How shop se dvema stroji. Zacne se s
vypoctem tulohy se dvéma skupinami (diskrétni pripad). tremi skupinami (spojity
pripad) a pak je predstaven Trietschiiv polynomidlni algoritis pro libovolny pocet
skupin. Tento algoritmus je poté vyuzit pri reseni modifikact. kdy se hleda prislusny
pocet skupin pro danou celkovou dobu trvani procesu. kdy se uvazuje konstantnn ¢
linearni doba na prepravu véetné variant s omezenym poctem prepravoich zarizent
¢1 jejich omezenou kapacitou, kdy se uvazuje konstantni ¢i linedrni doba nastaveni
stroji. Dale je vytvoren model s prepravou 1 dobou nastaveni a ‘Trietschuy algoritinms
je prislusnym zpusobem upraven. Pro rozsireni vysledkna pripadn s jednnn strojem
na pripady s vice stroji je navrzeno uzit vetu R.G.Vicksona. kterd resi problém s
urcenim skupin v pripadé vice jobtu pomoci pojednani problému s urcenim velikosti
skupin pro kazdy job samostatné a poté uzitim Johnsonova algoritinu. "Takd je ukizan
namy zpusob k rozsiteni vysledki na tlohu se tremi stroji prostrednictvim resend
vzdy dvou sousednich stroji zvlast nebo upravenim Trietschova algoritimm pro tri
stroje. Vétsina postupn je predvedena na prikladech.

Klic¢ova slova: rozvrhovani, flow shop. lot streaming

Abstract

Title: Flow Shop Scheduling

Author: Tomas Dyntar

Department: Department of Probability and Statistics

Supervisor: RNDr. Miron Tegze, CSc.

Supervisor’s e-mail address: miron@tegze.cz

Abstract: A description of flow shop and lot streaming including an example is given.
Methods and algorithms for solving various modifications of the simgle job two-
machine flow shop transfer lot sizing problem are shown. It starts with the caleulation
of two lots (discrete). three lots (continuous) problem and then Trietsch’s polynomial
algorithm for an arbitrary number of sublots is introduced. This algorithm is then
used for solving modifications with finding the proper munber of sublots for given
makespan, with constant or linear transter times including variants with limited num-
ber of transfer machines or their limited capacity. with constant or lincar setup tines.
A model with both transfer and setup times is then developed and Trictsch’s algo-
rithm modified. A theorem by R.G.Vickson for solving multiple job lot streaming
problem by treating the lot streaming problem for each job separately and then using
Johnson’s algorithm is proposed to extend the results of the single job cases to those
of multiple jobs. A known way to extend results to the three machine problem by
treating each pair of successive machines separately or developing Trietsch’s algorithm
for three machines is shown. Most of the procedures are illustrated in examples.

Keywords: scheduling, flow shop, lot streaming



Kapitola 1

Uvod

Tato diplomova prace se zabyva rozvrhovanim typu flow shop. Jedna se o problema-
tiku. ktera se neustale rozviji od 50. let minulého stoleti. Diky tommu jde dnes o jiz
velmi rozsahlou, rozpracovanou oblast s mnoha vysledky. Tomu odpovida i rozsiahla
literatura.

Zakladni uloha urceni optimaluiho poradi zpracovavanyeh jobu na jednotlivveh
strojich pri zachovani stejného poradi stroju pro vsechny joby bhyvla obohacena rz-
nvmi dodatecnymi pozadavky, nepocitaje v to ani pocet stroju. Muze tak jit napr. o
pozadavek, aby kazdy stroj pracoval neptetrzite ¢i naopak aby kazdy job hyvl zpra-
covan bez cekani mezi jednotlivymi operacemi, pozadavky mohou byt kladeny na
prepravu mezli stroji, na nastaveni na jednotlhivveh strojich apod. Velice dulezity je
rovnez celkovy pristup k charakteru procesu. Konkrétne se jedna o to. zda jde o
model deterministicky, ve kterém je dopredu vse znamo, ¢i zda se uvazuje s prvkem
nahody a vytvari se model stochasticky.

Jednim ze zajimavych smeért, kudy se zajem ubira. je optimalizace celého pro-
cesu. pokud se sklada z jednoho ¢ vice jobi, z nichz kazdy je slozen ze stejnveh
ukohi. V téchto Glohach pak jde primarné o to, jak nejlépe rozdelit job ¢ joby na
skupiny tak. aby byl proces optimalizovan. Kdvz si predstavime prevazeni palet se
stejuvinl vvrobky od jednoho stroje k druhému, otazkou je, po kolika kusech se maji
vyrobky prevazet. A opét si lze klast riizné pozadavky ¢i omezeni - pocet prepravuich
zatizeni. jejich kapacita ¢i nosnost. pocet skupin apod.

Pravé touto oblasti se tato diplomova prace zabyva. Necht tato prace napomize
k tomu, aby byl ¢tendr tématem zaujat, obeznamen a hlavneé motivovan k viastnimu
premyvsleni a tvirdéi ¢innosti.



Kapitola 2

Flow shop

2.1 Popis problematiky

Cela problematika. o kterou se v této praci jedna. je zasazena do prostiedi flow shop.
Jedna se o prostredi, kde je dané ukoly treba zpracovat na jednotlivveh strojich.
a sice tak, ze poradi stroji, na kterveh budou nkoly zpracovavany, je stejné pro
vSechny tkoly. Operace provadeéné na jednotliveeh strojich se mohou kol od kol
l1sit ¢1 dokonce nemusi dojit k zadné operaci pro urcity vvrobek na urcitém stroji.
Pokud se zadna operace neprovadi, jsou dvé zakladni moznosti. jak tuto situaci v
modelu pojmout: bud je jeji doba stanovi jako 0. pricemz se s jejim provedenim musi
I tak pocitat. To znamend. ze na daném stroji nemize probihat operace na jiném
ukolu, aby tato operace probéhla, ac je jeji trvani nulové; nebo se tako operace uplne
vvpusti, a neni tak tfeba nikterak brat v potaz. zda a kdy muze byt 1ikol na dandém
stroji zpracovan. Doba provedeni operace na strojich se muze nkol od kol lisit. Ba
naopak. kdyby se nelisily, byly by nékteré tillohy resitelné trivialne.

Prirozenou tlohou v takovém prostredi je optimalizace celého procesu. INritérii
a omezenl muze pritom byt cela rada. Jako prvni nasnadé je zkratit celkovou dobu
zpracovani tkoli na minimum. K tomu pak pridat omezeni na dopravu: napriklad
dobu prepravy od jednoho stroje ke druhému, dobu navratu prevravniho zatrizeni,
dobu nakladky ¢i vykladky, kapacitu prepravniho zarizeni apod. Dalsi omezeni mo-
hou plynout od strojii - napf. ¢as na prenastaveni strojit na jednothivé operace.
pozadavek na neprerusovanou ¢innost stroje ¢i naopak potreba prerusit jeho cinnost
po urcité doba. Vlastni optimalizacni kritéria mohou byt rovnez rznd - jiz ziminena
celkova doba zpracovani ukoli, minimalizace souctu dob od zahajeni zpracovaui
jednotlivyeh kol na prvnim stroji az do ukonceni jejich zpracovani na poslednim
stroji apod.

Dilezitym kritériem je znalost vsech faktori, které v modelu vvstupuji. Bud
je zname jesté pred zahajenim celého procesu, nebo nezname. Typicky se to tvka
samotuveh kol a jejich poctu. Mize tak byt jiz dopredu znamo. kolik bude tkoli
a jak dlouho budou trvat operace na jednotlivych strojich. prip. dalsi potiebné
informace. Nebo do procesu vstupuje prvek nahody a presny pocet ukoli ¢i jejich
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vlastnosti nejsou znamy. Jde tak bud o deterministicky. nebo stochasticky model.
Stochasticky model v§ak muze vzniknout nejen diky tikohim. ale napr. 1 dikyv zahrnuti
poruch stroju ¢i prepravnich zatizeni apod.

Zobecenénim prostiedi flow shop je open shop. Ukoly jsou v tomto prostiedi rov-
néz zpracovavany na danvceh strojich. ovsem jejich poradi neni pevne danc. Jestlize
se tedv nalezne TfeSeni pro prostredi flow shop, je toto resent jiste take resenim v
prostredi open shop. Toto feseni pak lze jiz jen zlepsSit. protoze mnozina pripustnyel
rozvrhu prostredi low shop je podmnozinou resent v prostredi open shop.

Je ztejmé, ze cela problematika flow shop je velice rozsahla a lze ji nadale roz-
Sitovat. IX tématu bylo rovnéz publikovano mmnoho literatury. Proto ji neni mozné v
ramci této prace pojmout v jeji komplexnosti a zamcéreni na urcity okruh jo nezbyt-
nosti. Nasledujici kapitoly se zabyvaji tematikou lot streaming.



Kapitola 3

Lot streaming

3.1 Popis problematiky

V'vchozi situace je nasledujici: Pohybujeme se v prostiedi flow shop. tj. mame tkolv.
z nichz kazdy musi byt zpracovan na danvch strojich, a to tak. z¢ poradi strojn
je pro vSechny tkoly stejné. Necht do této zakladni situace vstoupl prvek dopravy.
Ukoly je tfeba mezi jednotlivymi stroji premistovat. Tim do hry vstupije ¢i mize
vstoupit kapacita prepravniho zatizeni, doba prepravy. doba ndavratu prepravniho
zarizeni. doba nakladky ¢i vykladky a jisté by dalo uvazovat i o dalsich faktorech.
Nazornym prikladem muize byt prepravovani vyvrobkiu po vvrobni hale od stroje ke
stroji na paletach pomoci vysokozdviznyveh vozik.

Jsou dvé krajni situace, jak tkoly nechat proudit (stream) celvim procesen.
Bud se kazdy tkol premistuje samostatné, tzn. jakmile je hotov na jednom stroji.
lze ho prepravit na dalsi stroj. Druhou krajni situaci je zpracovat vsechnv nkolv
na jednom stroji a uvolnit je k preprave ¢i dalSimu zpracovani az potd. kdyv json
vsechny hotovy. Pokud bychom méli vSechny tikoly stejné (ve smvshi. ze by vsechny
byvly zpracovavany stejné dlouho) a neomezené prepravni moznosti. optimalni reseni
pro kritéria s dobou zpracovani vSech tkolu by urcité bvlo dosazeno. kdvby bylv
tkoly premistovany po jednom. Doba pfepravy mezi stroji jiz nejde zkratit. takze
musi jit o optimalni reSeni. Zde by ani nezalezelo na poradi jednotlivveh tikoln na
danych strojich - zalezelo by jen na tom, zda je v okamziku uvolneni stroje nejaky
nkol k dispozici.

Protipdlem je premistovani vSech tkol mezi stroji najednou. Kdvby napriklad
prepravni naklady byly vysoké nebo treba bylo k dispozici jen jedno prepravnich
zatizeni s dlouhym ¢asem navratu, mohlo by byt vvhodné zpracovat vsechny tkolv
na jednom stroji, premistit je najednou na dalsi stroj a tak podobne¢ az do konce,

Zakladni otazkou tedy je, jak vhodné danou skupinu ukolu délit po zpraco-
vani jednotlivych kol na daném stroji do skupin, které potom budou premistény
po jedné ke zpracovani na dalSim stroji. Pricemz vhodnost je dana tim, aby byvlo
optimalizovano dané kritérium. Tato problematika se nazyva lot streaming.
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3.2 llustracni priklad

Na uvod uvedme ilustracni priklad, ktery ukazuje. jak se meni vysledky, pokud me-

nime vstupni pozadavky na cely proces (dalsi priklad viz [1]):

Priklad 3.2.1

Za kol je zpracovat 60 tkoli na trech strojich. Na prvnim stroji se kazdy kol

zpracovava 1 minutu, na druhém 3 minuty a na tfetim 2 minuty. Doba na prepravu

je nulova.

1. Jestlize celou partii premistujeme najednou, je celkova doba zpracovani rovna

(1 +3+2) %60 = 360 minut (obr. 3.1).
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Obr. 3.1: Premisténi najednou
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2. Dalsi zptsob. ktery je nasnadd, je rozdélit partii na dve stejné poloviny a zpra-
covavat a premistovat kazdou polovinu samostatné. Diky tommn je celkova doba

zpracovani partie 270 minut, coz je zlepseni o 25% (obr. 3.2).
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Obr. 3.2: Rozdéleni na poloviny
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3. Na obr. 3.2 je zl'ejmy prostoj na tfetim stroji mezi prvui a druhou casti partie.
Celkovou dobu zpracovani partie by mohlo zkratit, kdyby se partie vozdelila tak.
aby nedoslo k tomuto prostoji. K nému nedojde, pokud doba zpracovan druhé
casti partie na druhém stroji se rovna dobé zpracovani pryvni ¢isti na tretim
stroji. Opét se kazdd z obou ¢asti bude premistovat samostatne. Celkova doba
zpracovani partie vyjde 264 minut, coz je zlepSeni o 26, 7% (obr. 3.3).

1. Jestlize navic povolime, ze mezi prvnim a druhym strojem mohou byt skupiny
jiné velikosti nez mezi druhym a tretim strojem, dostavame ddélku zpracovani
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Obr. 3.3: Nestejné ¢asti
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roviou 243 minutan, coz je 32, 5 zlepseni proti situaci v bodu 1. Postup z hodu

3 se vyvuzije 1 pro déleni mezi prvnim a druhvin strojem. tj. doba zpracovini

prvii skupiny na druhém stroji se musi rovnat doboe zpracoviani druhic skupiny

na prvuim stroji, tedy 3r = 60 — r, z ¢choz plvne, ze r
skupiny necht je 15, na druhou zbyva 45. Tento rozvrh je pripustny vzhledem k
rozdéleni 36 — 24 mezi druhym a tfetim strojem. proto dostaviame dalsi mozny

rozvrh a celkové zlepSeni (viz obr. 3.4).
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= 15. Velikost prvni
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Obr. 3.4: Nestejné casti na strojich

243

h. Faktorem, ktery muze mit vliv na vvsledek, je prepravni zarizeni. ' pripadc.

z¢ a) doba prepravy je konstatni a jeji délka je 10 minut. pricemz je k dispozici
dostatecny pocet prepravnich zarizeni, takze neni treba uvazovat dobu navratn
prepravniho zarizeni, a b) prepravujeme celou partii najednou. je celkova doba
zpracovani partie 380 minut (viz obr. 3.5).
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Obr. 3.5: Zahrnuta doba na prepravu

380

G. V" bode 4 byvla z uvedenych moznosti doba zpracovani nejkratsi (243 minut).

Pri zahrnuti dopravy se stejné jako v bodé 5 doba prodluzuje o 20 minut na

celkovyeh 263 minut (viz obr. 3.6).
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15 21 24

15: 25 60 70 133 143 205 215 263
Obr. 3.6: Nestejné ¢asti na strojich s dopravou

JAN

Jak je videt, zavisi doba zpracovani na omezenich, ktera na proces mame. Pri-
rozené plati, jak je naznaceno i v nasem prikladé, ze ¢im ménce omezeni. tim vetsi je
nadeéje na zlepSeni vvsledki, nebot mnozina moznosti se tim zvetsuje. pricemsz za-
hrnuje pripady se striktnéjsimi predpoklady. Kdvbyvehom pouzili viee skapin. molila
by se doba zpracovani jesteé zlepsit. V7 zadném pripadé se vsak nedostaneme pod
183 minut - doba zpracovani na 2. stroji je 180 minut a k tomu musime pripocist 3
minutv. které zabere zpracovani pryvnihio tkolu na strojich I a 3.

3.3 Znaceni

Obecné uvazujeme prostiedi flow shop. Ukol je povazovian za dokonceny. jakmile je
dokoncen na poslednim stroji.

[ - pocet identickych tkoli

n - pocet skupin, do ktervch rozdélime tkoly

m - pocet stroju

k- pocet prepravnich zarizeni

p; - délka zpracovavani jednoho tkolu na i-tém stroji

TT (transfer time) - doba nakladky, prepravy a vykladky

C'T (cvele time) - doba nakladky, prepravy, vvkladky a navratu prepravniho zaii-
zeni

RT (return time) - doba navratu prepravniho zatizeni (RT = C'I' =TT

w - koeficient pro linedrni 77

s9.0i=1,2,...,m (setup time) - doba nastaveni na stroji ¢ pred prvni skupinou

s;; (setup time) - doba nastaveni na stroji ¢ pred skupinou j

ri.i=1.2....,m - koeficient pro linedrni dobu nastaveni

Lij.1<i<m,1<j<n- velikost j-té skupiny, ktera opousti stroj ¢

rij1 <i<m,1<j <n-relativni velikost j-té skupiny, ktera opousti stroj . ve
spojitém pripadé

C'ue - doba od zahdjeni zpracovavani tikoli na prvnim stroji az do jejich dokonceni
na poslednim stroji.
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Uvedené znaceni odpovida aloham. ve kterveh jsou jen jedny akoly (jinak receno

BA
jeden job skladajici se z identickyeh ukolt). Tém je venoviana vetsina této prace.
kapitole 4.4 do hry vstupuji rizné tkoly. a jobu je tedy vice. V7 takovém piipade se
u prislusnych polozek navic objevuje index /. ktery specifikuje jejich prislusnost k
prislusnému jobu. Pribyva tak polozka

Ji.l=1.....q - jobyv

Pokud jde o n, tlohy se mohou lisit v tom. zda je pevne dano. zda je ome-
zeno. ¢ zda mize byt libovolné dle potieb optimality rozvrhu. Pokud je velikost
kazd¢ skupiny mezi vSemi dvojicemi strojit stejna (Ly, = L;, pro vsechny kombi-
nace pripustnych j, k1), nazyvame je skupinami konzistentnim: (€' - consistent).
Tento pozadavek je automaticky splnén. pokud cheeme. aby skupiny bhylv stejne (E
- equal). tzn. nejen aby kazdda skupina nemeénila svou velikost. ale také aby vsechny
skupiny byly stejné velké (L;; = Ly pro viechny kombinace 7. g b ). " Nacvariabilng
skupiny neni kladen zadny pozadavek. Skupiny tedy mohon mit ruzny pocet koln
jak mezi skupinami navzajem. tak se pocet kol v jednotlivvel skupinach muze
meénit 1 v pruabéhu procesu. Mize se ménit 1 pocet skupin.

Dalsim pozadavkem, tentokrat na stroje. byva, aby nekteré ¢i vsechny stroje
pracovaly bez prostoju (NI - no idling). Kdyz jde o prvni nebo posledni stroj. nejde
o pozadavek, ktery by ovlivnil vvsledny rozvrh. Na prynim stroji totiz vzdy muzenie
(pokud nepozadujeme napr. no-wait. kdy musi kazdy tikol okamzite po zpracovani na
jednom stroji zacit byt zpracovavan na dalSim stroji) posilat jeden nkol za druhyin.
stejne tak i na poslednim stroji lze tkoly zacit zpracovavat az v okamziku, kdy stro]
bude pracovat nepretrzité - pritom se hodnota kriterialni funkce nezment.

Specialn¢ pro lot streaming lze zavést toto znaceni pro klasifikact situaci:

m/{V,C,E}/{II,NI}/{CV,DV},

kde m tedy znamena pocet stroji, druhd polozka se tvka skupin: 17 - promennd,
(' - konzistentni, E - stejné. Na dalsim misté je pozadavek na prostoje stroju: [/ -
povoleny na vnitinich strojich, NI - prostoje zakazany. Nakonec se dozvime, zda se
aloha ma tesit pro spojity (C'V') ¢i diskrétni (DV') pripad.

Nejméné omezujici, a tedy 1 pripad, ktery hodnotu kriterialni funkee muze je-
nom zlepsit, je m/V/II/CV - povoleny jsou jak proménné skupiny. tak prostoje
strojii. a to spoleéné s libovolnym délenim souboru tikoli. Rikdme. ze je tato situ-
ace domimantni vaci modelim s konzistentnims ¢i steynygime skupinami vzhledem k
situaci bez prostoji ¢ vzhledem k diskrétnimu pripadu. D. Trietsch a IR Baker ([1])
uvaddéji obr. 3.7, ktery shrnuje dominance.

Jeste bychom mohli uvazovat modifikaci obou prave zminenyeh pozadavkil, a sice aby nejen
pocty tkolt ve skupindch byly stejné, ale aby v nich byly stdle ty samd tkoly. Tento pozadavek
viak nema v situaci, kde jsou viechny tkoly stejné, vliv na optimalni hodnotu zadancého kriteéria
ani na optimalni rozvrh.
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Obr. 3.7: Dominance
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Kapitola 4

Dva stroje

Model s jednim strojem je za podminek, ktervimi se zabvvia tato prace. trivialng
reSitelny, proto neni z tohoto pohledu zajimavy. Model se dvéma stroji jiz piindsi
nlohy, které je tfeba pojednat. Ani v pripade dvou stroju vsak nekterd déleni a po-
zadavky, které byly uvedeny vyse, nemaji vvznam. Jelikoz je zde jen jeden presun
mezi stroji, je jen jedno rozdéleni do skupin. Proto nema pozadavek konzistence sku-
pin valny smysl, vzdyt skupiny jsou v tomto pripadé tak ¢i tak konzistentni. Stejne
tak pozadavek zpracovani bez prostoji stroju. Zopakujme: Pryvni stroj totiz muze
pracovat neustale. Pokud zpracovavani tikoltt na druhém stroji trva stejne dlouho ¢
déle, mize se se zpracovavanim zacit hned, jakmile je prvni kol k dispozici. Kdvz
je zpracovavani rychlejsi, Ize s nim pockat az do okamziku. kdy vse pujde zpracovat
najednou. Celkové je tedy jedno, jestli se jedna o model 2/V/N1. ¢ 2/C/NT véetne
mezistupni 2/C /11 a 2/V/NI.

4.1 Zakladni model

Tato kapitola se bude zabyvat situaci lot streaming v prostiedi flow shop. a to tak,
7¢ 7 prepravy neplynou zadna omezeni. Neuvazuji se ani zadn¢ jiné faktory. které
by mély na proces vliv. Kritériem je celkova doba zpracovani tikola ¢,

Dvé skupiny Jak bude situace vypadat, pokud maji byt tkoly rozdeéleny jen do
dvou skupin? Pozadavek na stejné skupiny je trivialué resitelny. takze uvazujme
skupiny variabilni.

Lemma 4.1.1 Mdme situaci 2/V/NI/DV.U > 2. n = 2,p; > 0.py > 0. Necht je
L, takouvé. Ze je pro nej hodnota

min(Lips, (U — Ly)py) (4.1)

maximalni.
Pak tento rozorh minimalizuje C oy
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Dikaz Pro U = 2 nastava jedina mozna situnace. Proto 1 €', musi byt minimalni.
Uvazujme tedy U7 > 2. Vezmeme libovolné rozdelent do skapin L, 07— L0 1) Uka-
zeme. ze pri takovém premisteéni jednoho tkolu 7z jedné skupiny do druhé. aby se 41
nezmensila, se ani C,,,,, nezhorsi. 2) Pak ukazeme. ze pri zmensSeni vyrazie se Zvetsi
Car 3) Kazdy presun se da slozit z jednotlivyeh presuni. a proto tim bude dukaz
hotov.

1) Mame skupiny L,. L, = U — L, a vvtvorime nové skapiny L, + 1. L, — 1.
Necht
min(Lypy, Lopy) < min(pa(Ly + 1).py (Lo — 1),

Potom mohou nastat nasledujici situace:
a) 4.1 se rovnala Lip, a po presunu se rovud po( Ly + 1), Pak plati

Cl =Up,+(Lo—Dpo=Upy + Lops — po < O,

S
h) 4.1 se rovnala L;p, a po presunu se rovna p (L, — 1), Pak plat

Crae = (L1 +1)p1 + Upy = Lipy + p1 + Lips +

e

+ Lopo < Upy —pr +p1 + Lopy = Upy + Lyps = Cpus

nebot dle predpokladu je
Llpg S (Lg — 1)})1.

Obdobne pro Ly — 1. L, + 1.
2) Pro nové skupiny L, + 1, Ly, — 1 nastava jeduna z nasledujicich moznosti. aby

min(Lypa, Lopy) > min(po(Ly + 1).pyi(Ly — 1))

a) 4.1 se rovnala Lyp; a po presunu se rovna py(Ly — 1). Pak plati

1

C” = (Ll + 1)1)1 + LTPZ = 11 + P + (71)2 > ( TR

b) 4.1 se rovnala Lyp; a po presunu se rovna py(L; + 1). Pak plati
Cle=Upi+ (Ly+ 1)pa = Lipr + Lapy +
+ Lopy +pa > Lopa + Lipr +pa+pa+ Lipe > Ups + Lipyr = Can.

nebot dle predpokladu je

Lopy > (Ly + 1)po.
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Podivejme se nyni na tento priklad:

Piiklad 4.1.1 p = 2, pp = 3.0 =: 15,

Dle lemma maximalizujeme min(Lyps. (U = L))py) = min(3L,.2(15 — L), coz
je 3Ly pro Ly < 6 a 30 — 2L, pro L; > 6. 4.1 je maximalui pro L, G. 1 0
(obr. 4.1). A

12 30 57

Obr. 4.1: Priklad 1

TFi skupiny Jak by celda zalezitost vypadala. kdyvbyvchom meli 3 skupiny? Pomi-
neme trivialni pripad stejnyceh skupin a budeme uvazovat skupiny ocariabin. Jak
zde nalézt optimalni rozvrh?

Protoze mame pouze dva stroje. nemusie uvazovat prostoje (2/V /N 1) Jde
nam vlastné o to, aby celkové prekryti prace na prvuim a druhicm stroji byvlo co
nejvetsi. Pokud by pe = 2py, situace by vypadala jako na obr. 1.2

L Ly L =
L Ly Ly '

Obr. 4.2: Situace pro p, = 2p,
To znamena, ze rozvrzeni ma hyt takové, aby

Lipy = Lopy AN Lopy = Lapy ALy + Lo+ Ly = U (4.2)

pro p; < po. Pokud by napt. p; = 1,p, = 2,U = 7. potom vychazeji skupiny
L,=1,L, =2, L; =4. Obecné po upravach rovnic (4.2) dostavame

PT) —U P1p2 : jlf;

L — LJY - = )‘ w——t / - 53 3 g - =
| p1p2 + Pf - Pé »ip2 + P']z + P35 P2 + Pf + 5
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- B " B _ L , . . |
Pokud p; = py. pak L = L, = Ly. Pro p; > p» mdme situaci vlastne obrdcenon.
skupiny se musi zmenSovat v poméru pu takze zde mame

L,=p_— P i P
T +pi 4+ p3 i Priy -+ pio+ s

“)
P

pip2 + pi+ ps

Ly=U

Takto lze velikosti skupin pocitat u velkyveh U7, kde mtzeme zaokronhlovat a po-
vazovat pripad za spojity. ZvIasté u mensich sérii bychom vsak misto priblizného
vysledku zpusobeného zaokrouhlovanim chtéli znat Feseni presné. Timto problémen
se zabyval D.Trietsch a navrhl ndsledujici algoritmus ([1]). ktery wmi nalézt opti-
malni rozdéleni do libovolného poctu skupin a soucasne €', . Algoritmus vvsledek
nalezne v polvnomialnim case.

Trietschuav algoritmus  Mame situaci 2/C'/N1/DV. S, bude znamenat kumula-
tival pocet ukol v prvnich j skupindch, tzn. S, = Ly + L, + ... + L,. Necht M/ je
n¢jaky dolni odhad celkové doby zpracovani vsech tkoli. Urcite hude celv proces
trvat nejméné tak dlouho, nez se vSechny tkoly zpracuji na pryvnim stroji a jeden
ttkol na druhém ¢i jeden na prvnim a vSechny na druhém. Proto za M mnzeme zvolit

max(pyU + po: poU + py). (4.3)

Protoze jsme M stanovili jako dolnil odhad, nemuze se stat. ze by se dalo za
tuto dobu zpracovat vice tikolil ¢i Ze by se doba pro dané tkoly dala zkratit. LS,
necht oznacuje okamzik, kdy nejpozdéji miize j-ta skupina zacit hyvt zpracovivana
na druhém stroji, aby se vse stihlo do AL, Musi tedy platit

LS'J, =N — [)2((" = ."’r), |).

Na druhou stranu vSak zpracovavani j-té skupiny na druhdém stroji nemnze zacit
diive, nez se dokonci jeji zpracovavani na prvnim stroji. Proto musi platit (viz obr.
1.3)

p1d; < L85, 4

pS; LM = py(U = .55 )- (1.4)
Ly Ly I‘j-l LJ
Iy Es L.y L
Py S M-pp(U-S; ) M

Obr. 4.3: Nerovnost pro Trietschiiv algoritmus
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[ato nerovnice vsak nezarucuje. ze vsechna S, budou mensi nez (7. proto mnsi

i M—p(U=S; |
S; < min ( Ea ')--1—-]—:(') .
o

Toto je rekurzivni nerovnice, kterou musi spliovat vsechna S

{ l.-lﬁ

. abv byl rozvrh

pripustny. S; vzdy volime jako maximalni celé cislo splinjici (1.5). protoze S, je

L

rostouct v 55y - kdyz se S;_) zvétSuje. muze byt vétsi i S, Pomoci S, muzeme
spocitat Lj, jestlize zname Ly, Ly, ...L; . Pro prvni skupinu L,. pro niz L, = S;.
musi platit pi Ly < M — p,U. takze rekurzivni vvpocet muzeme zacit pro S, = (.

Vvpocet pro dané M konci. jakmile uréime velikost S,,. Poknd S, = (7. nasli jsme
optimalni rozvrh a M = C,,,,. Jestlize vSak S, < U. nedalo se za M ostihnout
ukolit a A musi byt zvétSeno. To provedeme nasledujicim zpisobem:

Zavedeme velicinu f; tak, ze

M = polU = §;))
Pl

a ¢j necht je 1 — f;. Hodnoty e;p, fikaji. o kolik by se musel posunout pocitek

zpracovavani L; na druhém stroji, aby se L; mohla zvétsit o jeden prvek (viz obr.

4.4). Protoze volime min{e;;j = L ...n}. nemize se stat. ze byehom optimalni

R ) =15 (-1.6)

I = min ;

rozvrh preskocili.

“1.P ©P1  Ga1P il

P SJ‘ M‘PQ(IU‘SJ'_Q M

Obr. 4.4: Kroky pro zvétsovani M

S jsme vzdy volili maximalni celé ¢islo splijici nevovnici (1.5). f,py je rozdil
mezi ¢asem, kdy nejpozdéji musime s L; zacit na druhém stroji, a casem, kdy L,
skon¢i na prvnim stroji. f; je tedy rozpracovana ¢ast tikolu. ktery se jiz nevesel do
L;, v okamziku, kdy L; zac¢ina na druhém stroji (p, f; = LS, —p.S,). ¢, je ¢ast tikolu.
kterou zbvva dokoncit. ZvetSenim M se do skupiny s nejvice rozpracovanym dalsim
prvkem tento prvek dostane, a tim se pocet jejich prvki zvétsi o 1. Pri libovolné
hodnoté M mezi pivodnim M a nové zvolenym by se situace nezmcnila. Velikosti
nasledujicich skupin se mohou také zménit (zveétSit 1 zmensit). Timto postupem
docilime, Ze na konci bude M > C,ue a Ze se algoritmus nezacvkli. Ovsenn zacinali
jsme dolnim odhadem a postupovali po nejmensich krocich, pri kterveh se néco stalo.
takze soucasne M < Cpax-
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Algoritmus 4.1.1 (dale nckdy jako Trictschie)

a) Spi=10

bt Bor 3 =1 ton do
S; = [min {(M = po(U = S;_0)) /. U}
fi=min{(M — p,(U - S;_1))/p. U} = S;:
Bjit = &~ J

¢) Je-li S, < U. pak
M := M+ pymin{e,; } a jdi do a);
Pokud 1S =-U), STOP.

VvzkouSejme tento algoritmus na nasledujicim prikladu:

Priklad 4.1.2 Obchodni spolecnost organizuje telefonicky pruzkuwm trhu. Pocita.
ze kazdy hovor bude trvat priimérné 10 minut a vvkonavat ho bude jeden speciialne
zaskoleny pracovnik. Bylo vvtipovano 20 respondenti. Trikrat denne hudou tvto
zaznamy odeslany dalsimu pracovinikovi. ktery je bude dale zpracovavat. pricemz
zpracovani kazdé odpovédi by mélo trvat zhruba 25 minut. Oba pracoviict json na-
jati specialné na tuto praci od 9:00 a placeni hodinovou mzdon. Ukolem je co nejlépe
praci rozvrhnout tak. aby se naklady na mzdy téchto pracovnikn minimalizovaly.

Pohvbujeme se v prostiedi flow shop. nebot nejprve musime odpovedi ziskat a
az poté je muzeme zpracovavat. Pocet kol (U7) je 20, p; = 10, po = 25, Odpovedi
rozdélime do ti1 skupin (n = 3). Pro reSeni pouzijeme algoritmus 110 1:

Dle 4.3 ur¢ime vychozi

M = maxz(10 * 20 + 25; 25 * 20 + 10) = 510

Spocitame piislusna S; a z nich L; a dostavame Ly = 1. L, = 2.1 = 5. takze
Sy = 8 < U = 20. Prislusna f; jsou 0; 0.5; 0,5, a ¢; tedy jsou 1: 0.5: 0.5.

M = M + p; min{e;,j =1,2,3} = 515.

Tentokrat dostavame Ly =1,Ly =3,L3 =7, S3 =11 < U = 20. f; jsou 0.5; 0; 0.5
a ¢; se rovnaji 0,55 1; 0,5.

M = M + p; min{e;,J =1,2,3} = 520.

Pro toto M mame L, = 2,Ly, = 5,L3 = 12, S3 = 19 < U = 20. Piislusna f;
jsou 0; 0; 0,5, a e; tedy jsou 1; 1; 0,5.

M = M + p; min{e;,j =1,2,3} = 525.

L; maji hodnoty 2,5 a 13 a 53 = 20 = £
Optimalni rozvrh je tedy 2-5-13 odpovédi (viz obr. 4.5).
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o 5 | 13 |

-
|

o
2

5 | 13
9.00 9.20 10.10 12.20 17.45

Obr. 4.5: Optimalni premistovani dotazniku

Pri danych podminkach je nejlepsi odeslat hned prvni dva dotazniky spolecne.
poté dalsi skupinu po sedmém dotazniku (druha skupina ma per dotaznikin) a na
posledni skupinu zbyde 13 dotazniku a je tteba ji odeslat ithned po dokoncent po-
sledniho hovoru. A

Uréeni n pro dané M Mohlo by nas nejen z ekonomického hlediska zajimat. jak
by situace vypadala, kdvbychom povolili 4 presuny dat. Spoctéme celkovon dobu
zpracovani pro tuto tlohu:

Priklad 4.1.3 (pokracovani prikladu 4.1.2) \" tomto pripadé hined napoprve dosta-
vame tvto vysledky: Vychozi M je stejné jako v predchozim prikladu (A = 510).
Stejné tak zvétSeni n neovlivai vypocet prvnich tolika skupin. kolik bylo puvodnt 1.

Takze L; =} (("| = I)L_) = 2 ((’2 = (]:J)~ L-:; =4 (f';; = ()-))

. 510 — 25(20 - 8) .
St < min ’ i i ):2(}).

10

7 této nerovnice ziskavame S; = 20 a L, = 12. Pii ¢tyrech skupinach jsme
dosahli nejnizsi mozné celkové doby zpracovani ankety 510 minut. coz je zlepseni

priblizné o 3 %. A

Lemma 4.1.2 Vzdy existuje takovyj rozurh, Ze Choe = mar(p U+ poipaU+ pr).
pokud neni n omezeno.

Lemma 4.1.2 je ziejmé. Na piedchozim piikladu jsme vSak videlio ze tohoto
vvsledku 1ze nékdy dosdhnout i s mensim poctem skupin nez je U, Lze néjak zjistit.
kdv to 1ze? Vrafme se nyni k Trietschovu algoritmu 4.1.1. Pokud takovy rozvrh
existuje. musi ho tento algoritmus nalézt jiz pii prvnim cvklu, protoze jinak by
se M zvetsilo. Doposud jsme méli pevné n a prizptisobovali jsme mu M. Nvni to
udélame opacné a k danému M nalezneme n. Tim zjistime, kolik je treba skupin.
nez dosahneme U.

Priklad 4.1.4 Necht p, = 8, p» = 3, U = 100. Ukolem je spocitat. na kolik nejméne
skupin je nutné tkoly rozdélit, aby mohly byt zpracoviny v minimnalnim case. Dle
(4.3) je dolni hranice pro zpracovani kolit rovna 803. Postupnym pocitanim dle
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Trietschova algoritmu 4.1.1 dostavame tato L:

Ly=062,Ly =24, L3y =9,Ly =3, Ls =1 (5,=99). L, =1 (S 10()),

L}

Ziskali jsme 6 skupin o téchto poctech nkolu: 62, 24, 9. 3. 1. 1. A\

V' tomto prikladu jsme ziskali 6 skupin a (., vovno 803. €., ji7 wrcite nelze
zlepsit. Pokud jde o rozvrh, pocet skupin (n) jiz také pro toto €', nelze zmensit.
Kdyby slo. Trietschitv algoritmus by ho musel odhalit. Kdvbvehom stanovili libo-
volné n < 6, S, by vzdy bylo mensi nez U, protoze vipocet jo stejny: pro vsechna
L;. i <n.

Vratme se nynf k prikladu 4.1.1, ktery jsme tesili pomoct lemma L1 1L a vvie-
sime ho pomoci Trietschova algoritmu.

Priklad 4.1.5 Mdame stejnou situaci jako v prikladu L.1.1 (p, = 2.0, = 3.0
19; n.= 2, M = 47).

Pro M dostavame L, = 1,L, = 1. Poté M musime zvetsit o jednicku a pri-
slisna L jsou 1 a 2. Déle vypocet postupuje takto: Pro M = 19 L, = 2.1, = 3.
pro My = 381 : Ly = 3,Ly = 4, pro M 52 » Lj = 3.ls = B pro
M=33+Li =4, Ls =6, proM =55;: Li; =5, Lao=T,pro M =56 : Ly =5.L, =8
a konecné pro M =57: L1 =6,La=9(S; =15=U). A

Jednoznacnost reSeni Na tomto jednoduchém prikladu je videt, ze vvpocet je
trochu zdlouhavéjsi, ale samoziejmé jsme dospéli ke stejnémun €, Stejne tak opti-
malni rozvrh je stejny (6-9). Pocty v jednotlivyeh skupindch vsak nemuseji hvt vady
totozné, rozvrh nalezeny Trietschovym algoritmem nemusi byt jediny optimalni, coz
ilustruje nasledujici priklad:

PFiklad 4.1.6 pi = 5,p; = 1, U =6,n=:3
Trietschovym algoritmem ziskavame rozvrh Ly = 5. L, = 1. Ly = 0 a (), =
31. Rozvrh je na obrazku 4.6.

| B
n

30 31

Obr. 4.6: Vysledek Trietschova algoritim

Optimalnich rozvrhi vsak muze byt vic. Obr. 4.7 ukazuje dalsi rozvrhy, které
maji také C .= 31. A
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Obr. 4.7: Dalsi optimalni rozvrhy

Poznamka: V prikladu 4.1.6 Trietschiv algoritmus nalezl optimalni rozvrh s
mensim n, nez byvlo zadané. Protoze stanovuje vzdy maximalni mozne S, najde
vzdy rozvrh s minimalnim 7.

Volba M Podivejme se, zda bychom nemohli celon proceduru uryehlit a A/ -
Cit presnéji, aniz bychom preskocili optimum. Jednim ze zpusobi. ktery by proces
urvehlil, je provést nejprve vypocet pro spojity pripad. Pokud tvorime jen 2 sku-
piny. musi pro optimalni spojity rozvrh platit py Ly, = py L. aby prekevtn procesn na
prynim a druhém stroji bylo maximdlni. Z této rovnice jednoduse spocitame Ly a
L,. To je stav s idealnimi podminkami, a tedy C,,,, spoctené pro tento rozvrh jiz
nemiize bvt zlepSeno. Pokud tedy polozime M = (.. dostavame dolni odhad. Pak
jiz mizeme pouzit Trietschiiv algoritmus. Cely postup piikladu 5 by vvpadal takto:

Piiklad 4.1.7 p; =2,p, =3, U =15
Ly = %(15 —L)= L, =6,L, =9 M = 57. V tomto piikladu jsme primo
ziskali optimalni rozvrh. A

4.2 Model s dopravou

Zatim jsme uvazovali pouze takové situace. kdy do hry nevstupovala zidna omezend
plynouci z prepravy. Nanejvys jsme omezeni kladli na pocet skupin (pevné n). Poci-
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tall jsme s tim, Ze prepravni doba je 0. kapacita prepravniho zatizeni je neomezena.
prepravil zatrizeni je neustale k dispozici. Pokud jsme v takovém pripade nashi opti-
malni rozvrh vzhledem k C'),,,. muze nam slouzit jako dolni odhad. Pokud pridame
néjakeé omezeni, pak se C,,, mize jedine zvvsit. Je dobrdé rozlisovat dve moznosti.
které mohou byt ovlivnény zmeénou podminek: muze se zmenit ¢, ¢i optimalni
rozvrh (ev. oboji).

Prepravni cas od jednoho stroje k nasledujicimn se sklada 2 doby nakladky,
prepravy a vvkladky a budeme ho souhrnne oznacovat 177 (transfor time).

Tento ¢as tvori nutny interval. ktery musi byt mezi ukoncenim zpracovavani
dané skupiny kol na jednom stroji a okamzikem. kdy mohou byt zpracovavany na
drubém stroji. Kromé toho si 1ze predstavit situaci, kdy se dand zarizeni musi vratit
zpet k piivodnimu stroji, aby se na néj mohly nalozit dalsi akolv. Jestlize celv evklus
oznacime C'T (cycle time), na navrat zbvva cas RT (return time). RT = ¢ =TT,

nakladka prevoz vykladka navrat

Obr. 4.8: CT - cycle time

Vliv CT/TT Zdikladni otazkou je. zda a jak C'T. rvesp. 17 ovlivimje vysledek
kritéria optimality. Krome toho muze mit C'T. vesp. T vliv na optimalni rozvrh
ve smyslu, Ze nalezeny optimalni rozvrh bez omezeni na prepravu se mize zmcnit.
pokud doddme do modelu CT ¢ T'T. Obecné dopravini omezeni vliv na €', i rozvrh
ma. Nazorné je to vidét na nasledujicim prikladu.

Piiklad 4.2.1 Mé&jme situaci, kdy jsou tfeba zpracovat 4 tkoly na dvou strojich.
Na prvnim stroji se kazdy tkol zpracovava 1 minutu, na druhém 3 minuty. Ukoly lze
rozdelit na dve skupiny a kazdou k druhému stroji prepravit samostatnuc. IX dispozici
je piepravii zafizeni, u néhoz doba prepravy skupiny tkolin v minutach odpovida
dvojndasobku poctu tikoli ve skupiné. Takovéto zarizeni je k dispozici jedno a doba
navratu od druhého stroje k prvnimu je 1 minuta. Jakad je minimalni doba. kteron
jo potfeba ke zpracovani téchto tkoli, a jak je nejlépe tikoly prepravovat? Jak se
situace zméni. pokud C'T" = 07

V' symbolech zadani je: p; = 1 min, pp = 3 min, U = 4.n < 2.7T = 2L,
min, C'T = (TT + 1) min, s prepravou Ly ke druhému stroji lze zacit nejdrive v
(Lipy+2L,+1) min. Ukolem je nalézt optimalni rozvrh a prislusné €', a vysledek
poroviat s pripadem C'T° = 0.

RESENI: Tt mozné rozvrhy jsou zobrazeny na obr. 4.9. Kazdy z nich splnuje
podminku, Ze prepravni zafizeni musi mit 1 min na vraceni. Jak je videt, rozvrh b)
(2-2) je optimalni a minimalni €., = 18 min.
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1 3
a) :
1 3
1 3 4 6 10 19
2 2
b)
2 2
2 4 6 8 12 18
3 1
c)
3 ]
3 4 9 17 18 21

Obr. 4.9: MoZné rozvrhy

Ovsem v pfipadé CT = 0 je optimélni rozvrh 1-3 a C,,z = 13 min (pro vypocet
Ize pouzit lemma 4.1.1 ¢ Trietschiv algoritmus 4.1.1}. Srovnani obou rozvrhi je na
na obr. 4.10. A

Obr. 4.10: Srovnani rozvrhu

Ptiklad 4.2.1 ukazuje, Ze viivem piepravnich omezen{ se zménilo jak minimalni
Cnaz, tak i optimalni rozvrh. Obecné tedy milZe dojit ke zméné obojiho. Pokud jde o
zplsob hledani feSeni, nelze obecné situaci fesit tak, Ze by se urdil optimalni rozvrh
bez ptepravnich omezeni a do tohoto rozvrhu by se jen zakomponovaly pfislusné
pozadavky na dopravu. Ve specidlnich pfipadech tomu tak miZe byt. Nenulové CT
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nijak neovlivni optimalni rozvrh ani C,,,, pfipadu bez pfepravnich omezeni napi.
tehdy, pokud je doba zpracoviavini kazdé skupiny na prvnim stroji vétsi ¢ rovna
CT. To jsou v8ak specidlni pripady, které jsou spiSe vyjimkou.

Podivejme se nyni na nékteré pfipady situaci s pfepravou a zda by bylo mozné
néjakym zpiisobem vyuzit vysledky modeld bez pfepravy.

Konstantni doba V této ¢asti budeme uvaZovat pouze takové pripady, kdy TT
ani CT nezavisi na velikosti prepravované skupiny, a protoZze mamne jen dva stroje,
tak ani na dvojici stroji, mezi kterymi preprava probihd. T7T i CT tedv budou
konstanty, a to stejné pro vSechny L;,1 < j < n. |

V pripadé, v némz se do modelu nezahrnoval vliv pfepravy. lze uzit Trietschiiv
algoritmus (str. 16). Ten je zaloZen na principu stanoveni dolni meze a jejiho zvéto-
vani po takovych nejmensich krocich, které znamenaji zvétSeni aspon jedné skupiny
o jeden Ukol. D4 se ofekdvat, Ze algoritmus pijde vyuZzit i v modelu s konstantnimi
dobami TT i CT. Je toto ofekavani spravné?

Dolni mez (4.3) lze upravit na

M =max(p/U+py +TT;pU +p +TT) (4.7)

analogicky dle nerovnice (4.4) musi platit

mS;+TT <M —p(U = 5;-1). (4.8)
Dle (4.5)
5 < min (MU =520 =TT ) -
m
f; je analogicky dle (4.6)
fj=min(M_p2(U;Sj"l)_TT;U) -8, (4.10)
1

Modifikovany algoritmus 4.1.1 pak vypada nésledovné:
Algoritmus 4.2.1
CL) Sg = 0
b) For j:=1ton do
S; = (min {(M — po(U = ;1) = TT)/p1, U}
f; = min{(M = po(U = S;-1) = TT)/p1, U} = 5;;
e; = 1—f;
¢) Je-li S, < U, pak
M := M + py min{e;} a jdi do a);
Pokud S, = U, STOP.
Vratime se k p¥ikladu 4.1.2 a doplnime ho o dobu potfebnou na piepravu do-
tazniki.
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Piiklad 4.2.2 (pokracovani piikladu 4.1.2) Zad4n{ je stejné jako v prikladu 4.1.2:
U =20,p, =10, ps = 25, n = 3. Navic TT = 15.

RESENT Aplikaci algoritmu 4.2.1 ziskdvdme optimalni rozvth L, = 2. L, = 5,
Lz =13 a Cpee = 540. A

Je zajimavé vysledky porovnat s vysledky zadani bez prepravy. Tehdy byl op-
timalni rozvrh 2-5-13, takZe se shodoval s tim, ktery jsme ziskali nyni. Cy,.. bylo
925 a to je doba presné o 15 minut krat$i nez doba z modelu s piepravou, nebot
15 minut byla pravé doba na pfepravu. V tomto pFipadé jsme tedv dostali stejnv
optiméalni rozvrh a doba zpracovéni se lisila pravé o dobu na prepravu.

Nésledujici lemma ukazuje, Ze tomu tak je ve vSech takovychto modelech, shr-
nuje vliv ptepravntho ¢asu TT (obr. 4.11):

L . L o L,

5
L, L L,
C max

Ly L Ly

5
L, L L,

pfeprava Crrax

Obr. 4.11: Zména pfi pfidani TT

Lemma 4.2.1 Necht Q1 a Qo jsou dva modely, kieré se lisi jediné tim, Ze 0 =
TT, < TT,, pricemZ TT jsou konstanty a k dispozict je dostateény pocet prepravnich
zaFizeni na to, aby skupiny nemusely cekat kvili dopravé.

Pak pro optimélni Cpez plati CL,. < C2.. a existuji takové optimdlni rozurhy
Sy aSs, Ze 81 =8, Konkrétné C%,. =Cp .. +TTh.
Duikaz K ovéfeni tohoto lemma pouzijeme dvahu, na které je zalozen Trietschuv
algoritmus. Nejprve upravime vyraz (4.3) pro pocatecni dolni odhad M. Dolni odhad
pro (@, ozna¢ime M’ a M bude pfedstavovat dolni odhad pro Q. M se v tomto
piipadé zvétsi o TTy, jak je vidét z nésledujici rovnice:

M! = max(plU + P2 + TTg,pQU + P+ TTQ) =M+ TTQ
Pro vSechny skupiny musi platit modifikované podminky pfipustnosti (4.4)
niS;+TT, < M —po(U = S;.1),

takze
n1S; + T, <K M +TT, — po(U = Sj.1),
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coz znamena, ze dostdvdme plvodni podminky (4.4). Pro Q; a (), jsou podminky
pfipustnosti ekvivalentni. Stejnym postupem ziskime v obou piipadech stejny roz-
vrh.

M' = M + TT; a pfitom minimalni zvétSeni Af’. pii kterém dojde ke zmoéné
rozvrhu, a tim i zméné C,,,;, je min{e},j =1,..,n}, kde ¢; =1 - f] a

f; = mill{(M’ - pg(U — Sj—l) - TTQ)/pl, D’} — S} =
= mln{(M + TTQ '—pg(U - Sj—l) - TT))/P], L“} - S, = fJ'.

M 1 M’ se tedy zv&tSuji po stejnych krocich. Vzhledem k tomu. %e viechny podminky
a kroky Trietschova algoritmu pro @), a @, jsou ekvivalentni, musi se optimalnf feseni
nalézt po stejném poctu iteraci. Pfi kazdém kroku je M' = M +TT,, takie C,qr S0
zvétsi pouze o TT. &

Z lemma 4.2.1 plyne, Ze pfidanim 7T nevznika nové aloha. Sta¢i vviesit pivodni
ulohu bez T'T pomoci Trietschova algoritmu 4.1.1 a jeji optimalni rozvrh je optimalni
1 pro Glohu rozsitfenou o T7T. Pokud v8ak do modelu zahrneme 1 CT > TT. muze
se zménit nejen C,,,., ale i optimalni rozvrh. ProtoZe je pridano vice omezeni a
mnoZzina reseni se tak zuzuje, mize se Cyo, jediné zhorsit. Nemd vyznam uvaZovat
modely, kde sice bude ¢as na ndvrat pfepravniho zafizeni nenulovy, ale kde téchto
zatizeni bude takovy podet, Ze vidy bude néjaké k dispozici u stroje 1, protoze v
takovém piipadé se vliv CT > TT neprojevi.

Priklad 4.2.3 p; = 3,po = L,U = 5,n = 2,TT = 2,CT = 8, jedno prepravni
zafizeni. Podivejme se, jak se na jednotlivych rozvrzich projevuje C'T. V pryvnim
sloupci obr. 4.12 jsou rozvrhy bez pfepravy, v druhém s piepravou.

V piipadé rozvrht bez pfepravy jsou optimalnimi rozvrhy moZnosti 3-2 a 4-
1s C,ue = 17. Dle lemma 4.2.1 musi pro pfipad, kdy je CT = TT, platit
C2 = CL 4+ TT = 19. V naem zadani je viak 77 < CT = 8. Pro tento

max makx

pfipad je optimélnim rozvrh 2-3 a Cpep = 20. A

Priklad 4.2.3 je pfikladem toho, Ze doba ndvratu ma vliv jak na minimadlni
Cnez, tak na optimalni rozvrh.

Omezeny pocet pFepravnich zafizeni Omezeny pocet prepravnich zafizen! mize
byt uréujicim faktorem, kdy a po jakych skupinach budou ukoly pfepravovany. V
takovych ptipadech tedy nemusi byt poZzadavek na n Zadouci. Pro tyto modely uva-
déji algoritmus D.Trietsch, K.R.Baker ([1]). VypocCet je zaloZen na jiZ citovaném
algoritmu (algoritmus 4.1.1), ktery nepocital s pfepravnimi omezenimi. Tentokrat
je upraven tak, aby popisoval situaci s pfepravou. t; je doba, kdy je L; k dispo-
zici na druhém stroji. Opét stanovime M jako dolni odhad C,4z, £ znamena pocet
piepravnich zafizeni.

Pro S;, f;, €; plati stejné vztahy jako v modelu s TT a CT =TT (viz 4.9,
4.10). Nov4 je zde velidina t;, ktera sleduje, zda je rozvrh uskutecnitelny vzhledem
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19

18

17

17

Obr. 4.12: Viiv CT

k pfepravnim omezenim. Pomoci ni se p¥i kazdé iteraci otestuje, zda lze je5té viibec
do M stihnout zpracovat viechny zbylé tkoly vzhledem k moznostem prepravnich
zafizen{. ¢; jako doba, kdy je skupina L; k dispozici na druhém stroji, je bud pfimo
doba zpracovani prvnich j skupin na prvnim stroji plus 77", pokud je v okamZiku
dokonéeni j-té skupiny na prvnim stroji k dispozici pfepravni zafizeni, nebo okamzik,
kdy se vrati zafizeni, které je nejdéle pry¢, plus T'T.

Algoritmus 4.2.2

a) Sg:=0,7:=0
b) While not S; =U
ji=g+1;
Sj = l.mln{(M —TT — p2(U - Sj—l))/pla U}J:
fi = min{(M =TT — po(U — S;-1))/p1, U} = Sj;
63' =1- fj;
. plsj-f"TT,j: 1,2,...,’13
3 { max{t;x + CT,p,S; + TT} jinak.
Je-li j > k, pak
prot; > M —po(U — Sj—1) » M =M + p min{e;} a jdi do a);
prot; S M —po(U ~ S;-1) apro S; <U = ji=j+1 a jdi do b);
prot; < M — po(U — Sij—1) apro S; =U — STOP.

Tento algoritmus nyni vyzkoudime na nasledujicim prikladu:



4.2 Model s dopravou 28

Priklad 4.2.4 Mé&jme tyto vstupni hodnoty:
Mm=2p=3U=10TT=1,CT =7,k = 2.

Nejdfive spocitame dolni odhad M =310+ 2+ 1 = 33.
Nyni jiz aplikujeme vlastni algoritmus:

a) S():O,jzol1
fi=0,e, =14 =2+1+1=3
ng[min{(33-1-—30+3)/2,10}J:2:>L2=1
fo=0,0,e0=0,5,t0=2%x2+1=5
Sy = [min{(33 —1—30+6)/2,10}| =4 = Ly =2
fs=0,e3=1t3=max{3+7,2x4+1} =10

c) kontrola: plati, #e 10 > 33-3(10—-2) & 10 > 9 —» M = 33+ 2min{1:0.5:1} =
34

a) SU:O,jzo,

b) Si=1=L;=1
f1:0,5,€1=0,5,t1=2*1+1:3

So=3=Ly=2
f2=0,€2=l,t2:7
Sy =6= L3 =3

fs=0,e3=1,t3 =max{7+7,2x6+1} =14
¢) kontrola: plati, #e 14 > 34—-3(10-3) & 14 > 13 = M := 34+2min{0,5;1;1} =
35
a) SUZO,jZO,
b) S51=2= L, =2
fi=0,e1 =1t =3
82=5=>L2=3
f2=0,62=l,t2=11
S3=9=L;=4
f3=0,5,e5=0,5,%t3 =max{5+7,2%9+1} =19
c) kontrola: plati, ze 19 < 35— 3(10-5) & 19<20A9< 10— j:=4
b) S4=10= Ly =1
f4=0,5,e4=0,5,t4=ma;x{11+7,20+1}=21
¢) kontrola: plati, ze 21 < 35 —3(10~9) & 21 < 32A 53 =10 = STOP.

Vysledny optimélni rozvrh je tedy 2 — 3 — 4 — 1 (viz obr. 4.13). A

0 4 5 1011 18 20 32 35

Obr. 4.13: Optimalni rozvrh pfikladu 4.2.4
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Omezeny pocet pfepravnich zafizeni a dané n  Poslednim algoritmem jsme fesili
piipad s omezenym podétem piepravnich zafizeni s neomezenou kapacitou bez po-
zadavku na pocet skupin, na které se ukoly rozdéli. V poslednim prikladu bylo 10
ukold rozdéleno na 4 ¢asti. Kdyby bylo CT napf. 2, méli bychom 5 ¢asti (1-1-2-3-3).
Nyni se podivejme, jak by $lo upravit Trietschiv algoritimus na situaci, kdy mame
omezeny polet pfepravnich zafizeni, ale i omezeny pocet skupin, na kter¢ se maji
ikoly rozdélit. Opodstatnénim takového modelu by byla situace. kdy jsou pfepravni
naklady vysoké a vyplati se vlastni pfepravovani snizit i za cenu zvySeni celkové
doby zpracovavani zakazky.

Algoritmus 4.2.3

G) So = O;

b) For j =1 ton do
S; = |min {(M =TT ~ poU + paS;-1)/p1, U} ;
fi= rnin{(M —TIT - pU +P23j-1)/P1, U} - S;;
Gj = 1 — fj;
b { mS;+TT,7=1,2,...k

77 | max{tj_x + CT,p1S; + TT} jinak.

c) Je-li j >k, pak

pro t; > M — po(U — S;_1) nebo pro S; < U = M := M + pymin{¢;} e jdi do
a);

prot; <M —po(U - 8S;-1) apro §;=U — STOP.

Piiklad 4.2.5 Predchozi priklad 4.2.4 upravime tak, Ze vSechny tlohy miZeme
rozdélit pouze na 3 skupiny. Zadéani tedy zni:

P11 = 2,}32 = 3,U = 10,?’1 = 3,TT= 1,CT= 7,k = 2.

Pro M = 33 ani M = 34 neni k dispozici prepravni zafizeni na dopravu 3.
skupiny ke stroji 2, pro M =35 je S3 =9 < U, a tak M := 35 + p; min{e;} = 36.
a) So = {

b) S = [m1n{(36 - 1-30+ 0)/2,10}J =2=>1,=2

fl :0,5,61 =0,5,t1=2*2+1=5

Sy = [min{(36 — 1 — 30+ 3 % 2)/2, 10} =5= Ly =3

f2=0,5,€2=0,5,t2=2*5+1= 11

S; = |min{(36 -1 —-30+3%5)/2, 10} =10 =Ly =5

f3=0,5,e3=0,5,t3 =max{5+7,2x10+ 1} =21
¢) kontrola: plati, Ze 21 < 36 — 3(10 — 5) & 21 < 21 A Sy = U - STOP.

Vysledny optimalni rozvrh je 2 — 3 — 5, Cngq s 2vySilo o jednu jednotku na 36
(viz obr.4.14).

JAN

Opét vidime, ze pfidanim dalsiho omezeni se Cp,or mize jediné zhorsit, takze lze
za polateéni dolni odhad vzit C.or Z€ situace s méné omezenimi, v naSem pfipadé
pouze $ omezenym poctem pfepravnich zafizeni.
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0 4 5 10 11 2021 36

Obr. 4.14: Optimélni rozvrh pfikladu 4.2.5

Linedrni doba Po piipadech, kdy T7T ani CT nezavisi na velikosti pfepravované
skupiny (7T i CT jsou konstanty), se podivejme na pfipad, kdy jsou tvto veliciny
zavislé na velikosti prepravované skupiny. Jedna se hlavné o TT. které zahrnuje
nakladku, prepravu a vykladku. Zvlasté naklddka a vykladka mohou linedarné zaviset
na poctu nakladanych a vykladdanych akold. Nebudeme rozliSovat mezi jednotlivymi
fazemi TT, a budeme tak celé TT povazovat za linearné zavislé. Takic TT; =
wL;,1 < j < n, kde w je dand konstanta. Pokud neni feceno jinak, CT =TT.

Trietschliv algoritmus 4.1.1 by $lo upravit nasledujicim zptsobem:

Dolni mez (4.3) vypada

M =maz(pU + p2 + w; pU + p1 + w), (4.11)
zékladni podminka (4.4) pak

p15; + w(Sj - Sj—l) <M -p(U - Sj—l)- (4.12)

S;, f; se upravi dle (4.5), resp. (4.6). Pii zvétSovani M je tfeba do uvahy
zahruout i ¢as na pfemistovani, protoZe je zavisly na velikosti pfepravované skupiny.
Minimalni e; se tedy vynasobi souétem p; + w, ¢imZ dojde k dostatecnému zvétSeni
M tak, aby se skupina s nejvéti Sanci, Ze by mohla byt o jednicku vétsi, o jeden
kol zvétsila. Algoritmus 4.1.1 tak vypadd nésledujicim zpisobem:

Algoritmus 4.2.4
a) Sp:=0
b) For j =1 ton do

Sj = |_min {(M —-pU + Sjﬂl(w + p2))/(p1 + 'w), U}J:

f; = min{(M — poU + Sj-1(w + p2))/(pr + w), U} = S;;

€5 = 1-— fj

c) Je-li S, < U, pak

M = M + (p; + w) min{e;} a jdi do a);

Pokud S, = U, STOP.

V pifkladu 4.1.2 8lo o zpracovavani dotazniki. Predpokladejme nyni navic, ze
jejich predzpracovéani pfedtim, nez budou zpracovavany na druhém stanovisti, trva
u kazdého dotazniku 15 minut.

Ptiklad 4.2.6 (pokratovani pifkladu 4.1.2) Doplnéné zadani pfikladu 4.1.2 tedy je:
U = 20, py = 10, p; = 25, n = 3. Navic w = 1.
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RESENT Aplikaci algoritmu 4.2.4 ziskdvéme optimain{ rozvrh L, = 4. L, = 6.
Ly =10 a Ciree = 600. Viz obr. 4.15. A

10

pfedzpracov.

40 100 190 200 600
Obr. 4.15: Optimalni rozvrh pfikladu 4.2.6

V pfipadé bez prepravy (pfiklad 4.1.2) byl optimalni rozvrh 2-5-13 a .., bylo
525. Jestlize bylo zadani rozsiteno o pfepravu (pfiklad 4.2.2, na kazdou skupinu tkold
bylo tfeba 15 min), optimdlni rozvrh zdstal stejny (2-5-13) a C,,q. se zvy$ilo na 540.
V pripadé pfedzpracovani (v tomto pfipadé mé stejné vlastnosti a pozadavky jako
linedrné zavisla preprava) kazdého dotazniku v délce 15 minut je optimalni rozvrh
4-6-10 a Cppe, = 600 (priklad 4.2.6).

Omezeny pocet pfepravnich zafizeni Pro pfipad, kdy je k dispozici jen urcity
polet pfepravnich zafizeni, se di s vyhodou vyuZit algoritmus 4.2.3. V tomto algo-
ritmu jen sta¢i upravit poloZky, ve kterych se projevi linedrni zavislost 77, a miize
byt vvuzit i v modelu s 77T linedrné zavislym na poétu tkold ve skupinach. Vysledny
algoritmus by tedy vypadal nasledujicim zpfisobem:

Algoritmus 4.2.5

G) So = 0,_} =0
b) While not S; =U
jr=3+1;
S; = {min {(M — pU + Sj—1(w + p2))/(p1 + w), U} };
fi =min{(M — pU + Sj—1(w + p2))/(pr + w), U} = 5;;
€5 = 1 - fj;
b= plSj-I-w(Sj—-Sj-l),jzl,Q,...,k
77\ max{t;x + RT + w(S; — Sj-1),mS; +w(S; — S;-1)}, jinak.

Je-li j >k, pak

prot; > M —po(U — Sju1) = M := M + (p1 + w) min{e;} a jdi do a);
prot; < M —po(U ~ Sj-1) apro S; <U —j:=j+1ajdidob)

pro tj < M — po(U = Sj_1) apro Sy =U — STOP.
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Priklad 4.2.4 upravime o proménlivé 7T a aplikujeme tento algoritmus:

Piiklad 4.2.7 Vstupni hodnoty:
P=2:pp=3U=10w=1,RT =7k = 2.
RESENI: Vysledny optimalni rozvrh je 1—2—2—=3—=2a Cuer je 35 (viz obr. 4.16). A

pfeprava

6 8 10 12 141516 1819 20 21 29 35

Obr. 4.16: Optimalni rozvrh pfikladu 4.2.7

Omezeny pocet prepravnich zaFizeni a dané n  Algoritmus 4.2.3 se upravi pro
pfipad s proménlivym 7T analogicky, proto zde modifikaci s pevné danvm & i n
nebudeme uvadét.

Omezend kapacita Omezeni plynouci z prepravnich zafizeni miZe byt i takové,
ze na jedno zafizeni lze naloZit pouze dané mnozstvi ukoli. Lze si v praxi predsta-
vit pfemistovani vyrobki v kontejnerech, které jsou omezeny objemem ¢i nosnosti,
omezeni dané nosnosti jefab{, nakladnich automobilid apod.

Jak uvadi D. Trietsch ([1]), stadi v tomto pfipadé upravit podminku na S;, a sice
S; = |min {(M =TT — pU + p2S;-1)/p1,Sj-1 + UB,U}]. Nové se v ni objevuje
vyraz S;_; +UB, kde oznaleni UB znamend hornf mez (upper bound). j-t4 skupina
L; tedy nemlZe byt vétsi nez UB.

Nyni bychom tuto podminku mohli dodat do v3ech algoritmi odvozenych od
Trietschova algoritmu a ziskat tak nové modifikace. Nékde by se mohlo stat, Ze
by feSeni za danych podminek vibec neexistovalo. Konkrétné by se to stalo tchdy,
pokud by povoleny polet skupin vynasobeny horni hranici byl mensi nez celkovy
podet tkold, tj. pro nUB < U. Kdyby nUB = U, pak bychom zakonité dostali
rozvrh se stejngmi skupinami.

Velikost UB miiZze mit vliv jak na Cj.;, tak na optimalni rozvrh. Neékdy se
C ez Demusi zménit, ale zméni se optimalni rozvrh, jindy se mlzZe zménit oboji. Jak
uvadi D. Trietsch ([1]), kdyZ

UB < CT/maz{p(1+ (1/g) + ... + (1/g)* V), p2a(1 + ¢ + ... + ¢* 1)},

pak doprava omezuje kapacitu systému.
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Priklad 4.2.8 K zadani pfikladu 4.2.4 dodejme podminku. Ze kaZdé zafizeni je
schopné piepravit jen 3 tdkoly (UB = 3). Vyraz pro urcovani S; ma tedy tvar:
S; = [min{(M —1-3%10+35;.1)/2,5;-; + 3,10}]. Pivodni optimalni rozvrh
byl 2—3—4-1. Pfi vypoétu tedy narazime na novou podminku az pfi uréovani Ls. Ta
vypada nasledovné: S3 = min{(35—-1-30+3%5)/2,5+3,10}} =8 = Ly =3
fa=0,e3=1,t3 =max{5+7,2%8+1} =17

kontrola: plati, ze 17 < 35 -3(10-5) & 17 < 20A 8 < 10 = j := 4.
S4 =10 = L, = 2 kontrola: plati, Ze 21 < 32A S; = 10 - STOP.

Vysledny optimélni rozvrh je 2 — 3 — 3 — 2, pficemi C,.. 2tstiva stejné (35
jednotek). Vlivem omezeni kapacity pfepravniho zafizeni se presunul jeden kol z
tfeti skupiny do posledni (obr.4.17). A

2 3 3 2
0 45 1011 16 20 29 35

Obr. 4.17: Optimalni rozvrh pfikladu 4.2.8

4.3 Model s nastavenim stroju

V kapitole 4.1 jsme pracovali s modelem, ve kterém $lo o nalezeni optimalni velikosti
skupin, které se budou prepravovat mezi stroji, tak, aby doba celkového zpracovani
byla co nejmensi. Tehdy jsme neuvaZovali s ¢asem na piepravu ani s daldimi do-
datetnymi pozadavky. V kapitole 4.2 jsme jiz do modelu zahrnuli pfepravu - §lo o
celkovou délku cyklu CT skladajici se z nakladky, pfepravy, vykladky a navratu. V
této kapitole do modelu misto pfepravy pfipojime ¢as potfebny k nastaveni stroje
pro zpracovavani pFislusného tkolu.

Tento pozadavek mé své realné opodstatnéni. Linku na vyrobu produktu je
t¥eba pred jeho vyrobou bud sefidit, aby byla s to pracovat v mezich povolené tole-
rance, nebo pFenastavit, pokud se s vyrobou za¢ina &i pokud se na lince vyrabi vice

riznych vyrobkt a kazdy vyZaduje specifické nastaveni.

V literatufe se rozliduji dva druhy nastaveni:

o nezdvislé (detached) - 1ze ho provést, jakmile byl na stroji dokoncen predchozi
tikol a m4 pfijit na fadu tikol, kvili kterému se nastaveni provadi. Toto nastaveni
lze provést, aniz by ke stroji dorazil dany dkol. Je tedy nezavislé, nebot ho lze
nezavisle provést pfedem. Toto nastaveni lze provést tam, kde je pfedem znamo,
jak mé nastaveni vypadat, a je eventualné jiz z pfedchozi vyroby odzkouseno.
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e zdvislé (attached) - 1ze ho provést, jakmile byl na stroji dokonden predchozi tikol

a kdyZ uz na néj dorazil {ikol, ktery se bude zpracovavat. Ten je tedy k jeho pro-

vedeni potfeba. Jednd se o nastaveni zdvislé na pfitomnosti prislusného tkoln.

Tento typ nastaveni se provadi napf. tam, kde p¥i zpracovavini daného tikolu

sledujeme Zadouci parametry a pribéziné zafizeni nastavujeme. aby spliovalo

stanovené poZadavky.

Z hlediska modelovani téchto situaci ma uvedenv rozdil svij vvznam. kterv
se muZze promitnout do celkového vysledného kritéria optimality. Pokud oba druhy
nastaveni porovname, lépe na tom mohou (za uréitych podminck neni mezi obéma
rozdil) byt modely s nezdvislym nastavenim, nebot je 1ze provést s predstihem. pokud
byl predchozi Gkol dokoncen dfive. Jakmile dany tkol dorazi ke stroji, je zatizeni
nastaveno a muZe se rovnou zacit se zpracovavanim. Pfi zdvislém nastaveni je tfeba
vidy Cekat, aZ kol dorazi na stroj, i kdyby na ném byl pfedtim dostatek ¢asu na
prenastaveni. Tak je automaticky zpracovavani zpozdéno o ¢as potfebny k nastaveni.
MnoZina zdvislych nastaven{ je podmnozinou nezdvislyjch, proto je zdvislé nastaveni
Jen stejné ¢i horsi, nikdy nemiZe byt lepsi.

Cas k nastaven{ miiZe byt kostanta, a tedy jeho velikost nezavisla na konkrétnich
ukolech ¢i jejich poétu, mize byt nasobkem poctu kol ¢i jinak odvozena od jinych
veli¢in. Doba nastaveni se rovnéz mize li§it dle stroje. Toto nastaveni (zdvislé i ne-
zquvisle) se v nasich modelech vzdy bude provadét jen pro celou skupinu vikoli, které
spole¢né dorazi k danému stroji. Nebude se tedy provddét v pribéhu zpracovavani
skupiny tukol. Dle konkrétniho modelu nemusi byt v nékterych fazich nastaveni
provedeno viibec. Jak to bude konkrétné vypadat, bude zfejmé v textu. V praxi
se provadi nastaveni (¢i spiSe sefizeni) i v pribéhu vyroby - bud deterministicky
po zpracovani kazdého z-tého vyrobku (napf. nabrouseni soustruznickych nozi), ¢i
na zdkladé monitoringu kvality - jakmile se objevi odchylka od povolené tolerauce,
dochédzi k sefizeni stroje. Druhd mozZnost v8ak zahrnuje prvek pravdépodobnosti,
kterv by vedl k nedeterministickym modelim - t&mi se zde zahyvat nebudeme. Zde
budeme uvaZovat pouze nastavovani pred prvni skupinou na daném stroji ¢éi pfed
kazdou skupinou (viz obr. 4.18).

SV e I T L . {5tn Ly
a)
521 Ly %2 Y 52n Ly
sir I 51 L 0 Lo
b)
571 Ll 52_] Lj S2n Lﬂ

Obr. 4.18: Doba nastaveni - a)nezduvislé, b)zduvislé
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Pokud do modelu zahrneme dobu potiebnou na nastaveni. ptame se. jak ovlivni
Cmez @ optimdlni rozvrh v porovnani s modelem, kde se doba nastaveni neuvazuje.
Podobné jsme zkoumali situaci s dobou na pfevoz - v ni se v piipade, kdy RT = 0
a TT byla konstanta, optimalni rozvrh nezménil a C,,,, se zvétsilo o TT. Urcité
bychom ke stejnému zévéru dosli v pfipadé, kdyby nastaveni probéhlo jen na prvaim
stroji a jen jednou, a to pfed zahdjenim zpracovivani tkold. To je zfejma situace.
Nastaveni na tomto stroji jen posune polatek zpracovavini o konstantu. at mame
nezdvislé, ¢i zduislé nastaveni. Optimalni rozvrh se nezmeéni a C,,,,, s¢ zvétsi o dobu
nastaveni s;; (setup time).

Na druhém stroji toto obecné neplati, coZ ukazuje nasledujici priklad:

Priklad 4.3.1 U = 5,p1 = 2,p2 = 1,821 = 3, S11 = O,Sij =0 proj > 1.1 = 1*2“5'1'}'
Zavislé.

RESENI{ Pro tlohu bez doby nastaveni mame dle lemma 4.1.1 optimalni rozvrh 3-2
S Crmar = 12. Jakmile pfiddme dobu nastaveni, dostali bychom pfi stejném rozvrhu
Cmee = 14, zatimco pii rozvrhu 2-3 jen 13. Srovnéni je vidét na obr. 4.19. A

3 2

a)

$71 3 2

6 G 10 12 14
2 3
b)
521 2 3
4 7 9 10 13

Obr. 4.19: a) Optimélni rozvrh pro pfipad bez s, b) lepsi rozvrh

Tento piiklad potvrzuje, Ze se miZe zménit jak rozvrh, tak C,,.;. Souhrnem
lze tedy fici, Ze se pfidanim pouze 511 VZdy Cpae zVYSi 0 831, ale optimalui rozvrh
zlistava, priddnim pouze sp; se miZze zménit jak Chez, tak optimalni rozvrh.

Tento zfejmy zavér je obsahem nasledujiciho lemma:

Lemma 4.3.1 Mé&jme dva modely @1, @2, oba 2/V/II/DV, vSechny ikoly jsou
stejné v obou modelech. Modely se li§i jediné tim, Ze v Qy je sy; = 0 pro vSechny
kombinace i a j, v Qo taktéZ s tim, Ze muZe byt sy > 0. Pak existuje optimalni
rozurh Sy pro Q1 a Sy pro Qy takové, Ze Sy = Sp, a plati CZ,, = Cppp + S11-

Vyuzijeme vysledkd z modeld zahrnujicich pfepravu a podivame se, zda by
jich nebylo mo#né vyuzit i v pfipadé modelt s nastavenim stroji. Zacneme nejprve
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konstantni dobou a pak se podivime na dobu linearni. Navic bude ku prospéchu
kazdou ¢ast, pokud to bude smysluplné, rozdélit na piipad nastaveni na prvnim
stroji a na druhém stroji s variantou nastaveni zdvislého a nezdvisiého.

Uloha ziistavé stale stejné - jak nejlépe nechat proudit tkoly svstémem. aby se
minimalizovalo Cy, .

Konstantni doba Doba na nastaveni s bude konstanta, kterd se miZe riznit na-
nejvys dle stroje (nemusi s; = s;). Proto je tedy zbyte¢né uZivat druhy index ze
zavedeneho znadeni s;;. Kde je navic z kontextu zfejmé, o jaké nastaveni se jedna,
budeme uZivat jednoduse jen symbol s.

1. Pokud by se nastaveni provadélo jen pied prvni skupinou na prvnin stroji, pak
staci urcit optimalni rozvrh, ktery nastaveni nezahrnuje. Tento rozvrh pak je
optimalni i pro tento pfipad (viz lemma 4.3.1).

Jestlize se nastaveni provadi pfed kazdou skupinou, a to jen na prvnim stroji,
lze k uréeni optimalniho rozvrhu a C,,,; modifikovat algoritmus 4.1.1.
Dolni mez M je M = maz(ns + p1U + pa; p2U + p1 + 8). Do viech vztahl 4.4,
4.5, 4.6 staci pridat prislusny nasobek doby nastaveni (js), takze modifikovany
algoritmus 4.1.1 pak vypada néasledovné:
Algoritmus 4.3.1
a) SO =10
b) For j:=1ton do
Sj = I.min {(M - p2(U - Sj-'l) - js)/pl= U}J:
fi =min{{M — p(U = S5;-1) — js)/p, U} = 555
€; = 11—~ fj
c) Je-li S, < U, pak
M = M + pymin{e;} a jdi do a);
Pokud S, = U, STOP.
Nezalezi pritom na tom, zda je nastaveni zdvislé ¢i nezdvislé.

ii. Pokud se nastavovani provede jen na druhém stroji, lze algoritmus 4.1.1 modi-
fikovat nasledujicim zptisobem:

1.1 zdvislé nastaveni jen pred prvni skupinou: Pro S, musi platit

S1p1 + 8 < M - pyU,
pro ostatni pak
Si;y M = pa(U = S;-1),

takze algoritmus by vypadal
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Algoritmus 4.3.2

(l) Sg =0

b) Sy = [min {(M — pU - s)/p,U}):
fi=min{(M — po(U - S;_1) — 8)/m, U} = S:
€ — 1 - f1

¢) For j:=2ton do
S; = |min {(M — po(U — Sj—l))/PlaU}Jf
fi =min{(M - p(U — S;.1))/p1, U} = S,
€; = 1 - fJ

d) Je-li S, < U, pak
M := M + py min{e;} a jdi do a);
Pokud S5,, =U, STOP.

1.2 zdvislé nastaveni pfed kazdou skupinou: Pro kazdou skupinu musi platit
Sipr KM ~pa(U = §j-1) — s(n—j+1),

z ¢ehoz se jednoduse vytvofi odpovidajici algoritmus.

2.1 nezdvislé€ nastaveni jen pied prvni skupinou: Jeden z optimalnich rozvrhi
je optimdlni rozvrh uréeny pro model bez nastavovani z nasledujiciho di-
vodu: Na druhém stroji lze koly v kazdém rozvrhu posunout tak, aby stroj
pracoval od zacatku zpracovavani prvniho tkolu bez prestani, cozZ platii o
optimalnim rozvrhu vytvofeném pro model bez nastavovani. Pokud doba
nastavovani neskon¢i pozdé€ji, nez za¢ne v takto upravenénm optimalnim
rozvrhu zpracovavani L, (z optimalniho rozvrhu bez nastavovani) na stroji
2, nezasahne nikterak do C,,.,. Pokud je vétsi, posune jen zacatek zpraco-
vavani prvni skupiny na stroji 2 a spolu s ni i zpracovavani vSech skupin. V
takovém pripadé v8ak Cy.. = s+p2U a to jiz nelze nijak zlepsit. Optimalni
rozvrh je tedy optimélni rozvrh z modelu bez nastavovani a

o Cl.pro: s < Ch. — 02U
max s + poU, jinak,

kde CL . je Cpar z modelu bez nastavovani.

2.2 nezdvislé nastaveni pred kazdou skupinou: ReSenf se sklad4 ze dvou kroki:
Nejprve se uréi optimélni rozvrh pro model, u kterého se neuvazuje na-
staveni pfed prvni skupinou (sg; = 0). Tato situace je ¢aste¢né analogicka
situaci ii-1.2, kdy bylo nastaveni zdwvislé. Tentokrat vSak nastavovani pro
skupinu j na druhém stroji nemusi Cekat, aZz bude tato skupina ukoncena
na prvnim stroji, takze skupina miZe byt na stroji dokonéena aZ v oka-
mZiku, kdy se na druhém stroji je§t€ musi stihnout zpracovat skupina j a
vechny dalsi skupiny a pro tyto daldi skupiny se musi je$té nastavit druhy
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stroj. Takze tedy musi platit:
Si;pm S M —ppy(U = S;_1) — s(n— j)

Timto zplisobem uréime optiméalni rozvrh pro model bez nastaveni pred
prvni skupinou a pak uz jen pro zakomponovani nastaveni pred prvni sku-
pinou uZijeme postup z ii-2.1.
111. Pokud by se nastavovani providélo na obou strojich, byla by situace nasledujici:

1.1 zdvislé nastaveni jen pfed prvnimi skupinami: Nastaveni na stroji 1 pfed
prvni skupinou na optimaln{ rozvrh vliv nem4, a tak ho lzc nalézt bez
tohoto pozadavku. PouZijeme tedy algoritmus 4.3.2, ktery nalezne opti-
malni rozvrh pro model s nastavenim pouze na druhém stroji, a to jen
pfed prvni skupinou. Tento rozvrh bude optimalni pro celkovou situaci.
pri¢emz Chqr S€ ZvEtS1 0 sq;.

1.2 2dwvislé nastaveni pfed kazdou skupinou:
Zakladni podminka je

Sjpl +j81 S M—pz(U— Sj-—l) - Sg(n —j+ 1),

z ¢ehoZ se jiz snadno uréi pfislusny algoritmus.
2.1 nezdvislé nastaveni jen pred prvnimi skupinami: Vyuzitim bodd i a ii-2.1
ziskame optimalni rozvrh a

oo Cl..+81,pr0: 85 <CL + 35— pU
maE Sz + pQU: j?;na’k!

kde C}... je jako pFedtim Cp,e, z modelu bez nastavovani.

2.2 nezdvislé nastaveni pfed kazdou skupinou: Zde opét vyuzijeme vysledkil z
pfedchozich modeli a vytvofime spoleéné feSeni. Postup bude opét probi-
hat ve dvou krocich, nebot a) nejprve uréime optimalni rozvrh pro model
bez nastaven{ na druhém stroji pred prvni skupinou a poté b) toto na-
staveni zahrneme pripadnym posunutim akolt a nastaveni, pokud bude
tfeba.

a) Tvorba optimalniho rozvrhu:
Dolni mez 4.3 mizZe byt

M = maz(p U + p2; poU + p1 + s1) (4.13)

s9 do 4.13 neni zahrnuto zAmérné, nebot jeho vliv neni v této fazi a) jasuy.
Zakladni podminka 4.4 zni
p1S; + 515 S M —po(U — Sj-1) — s2(n — j), (4.14)

pfi¢emz S;, f; se analogicky upravi dle 4.5, resp. 4.6. Modifikovany algo-
ritmus 4.1.1 vypada nésledovné:
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Algoritmus 4.3.3
a) So:=0
b) For j:=1ton do
Sj = [min {(M — po(U = 5;21) = s2(n = j) = 1) /1. U} )
fi=min{(M — p,(U - S;21) — s2{n — j) — s17)/p1 . UY = S
€; = 1-— fj
¢) Je-li S, < U, pak
M = M + p, min{e;} a jdi do a);
Pokud S, =U, STOP.
b) Uréeni C,pqq :

C = M,pro: sy < M — pU
T 82 + p2U, jinak,

kde M je takova dolni mez, pfi které byl nalezen optimalni rozvrh.
Podivejme se nyni na souhrnny piiklad, na kterém bude vidét vliv nastaveni.

Priklad 4.3.2 U = 10, = 1, D2 = 2, n=3. 8 = 4,82 = 3.
RESENT (viz obr. 4.20)
a) Bez nastaveni: Ly = 2, Ly =4, L3 = 4,Cpper = 22
b) Zdvislé/nezdvislé nastaveni jen na prvnim stroji a jen pfed prvni skupinou:
Li=2Ly=4,L3=4,Croz =22+4=26
¢) Zavislé/nezduvislé nastaveni jen na prvnim stroji pfed kazdou skupinou: L, =
2,L324,L3=4,Cmax=26 _
d) Zdvislé nastaveni jen na druhém stroji a jen pfed prvni skupinou: Ly =1, L, =
5, Ly =4,Chee = 24
e) Zdvislé nastaveni jen na druhém stroji pfed kazdou skupinou: L; = 0,L, =
3,Ls =7, Crnoz = 23
f) Nezdvislé nastaveni jen na druhém stroji a jen pred prvni skupinou: L) = 2, L, =
4, L3 =4,Cprpz =3+ 10% 2 = 23
g) Nezdvislé nastaveni jen na druhém stroji pfed kazdou skupinou: L; = 0,L, =
3, L3 = 7, Cma:r: = 26
h) Zduvislé nastaveni na obou strojich jen pfed prvnimi skupinami: L; = 1, L, =
5, L3 =4, Crpge = 24+4 =28
1) Zdvislé nastaveni na obou strojich pred vSemi skupinami: Ly = 2, L, = 3,L; =
5, Craz = 35
j) Nezdvislé nastaveni na obou strojich a jen pfed prvnimi skupinami: L, = 2, Ly =
4, L3 =4,Crpoz =22+4=26
k) Nezdvislé nastaveni na obou strojich pfed viemi skupinami: Ly = 2, Ly = 3, L3 =
5, Craz = 32.
ZAN
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Obr. 4.20: Rozvrhy pfikladu 4.3.2
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Linearni doba Kromé pevné dané doby na nastaveni, kterd nezdvisi na velikosti
skupiny, pfed kterou probihd, ani se jinak na daném stroji neméni, mize byt tato
doba i pfimo Gmérné velikosti skupiny. Necht tedy s,; = 1 L; a $; = roL;, kde r,
a 77 jsou kladné konstanty.

Projdeme nyni jednotlivé pfipady uvedené v paragrafu vénovanému konstatni
dobé:

i. Nastaveni jen pfed prvni skupinou na prvnim stroji: Zde nelze vytvofit opti-
malni rozvrh pro situaci bez nastaveni a poté dodatecné nastaveni dodat, nebot
nastaveni zavisi na L, a mutze vyrazné do optimalniho rozvrhu promluvit (viz
obr. 4.21). Proto je tfeba jiZz od zaCatku s touto dobou poéitat. Pro hledani

4 10 13 14 16

2 5 7 11 15

Obr. 4.21: a) Optiméalni rozvrh S; bez nastaveni, b) S; s nastavenim, ¢) Optimalni
rozvrh (S3) s nastavenim (S; # S5)

optimdlniho rozvrhu a C,,,; lze modifikovat zdkladni algoritmus 4.1.1 tak, Ze
musi platit

Sipr + S1r1 S M = po(U = S5-1).
Do zvySovani M se musi zahrnout i ry, proto formule zni
M = M + min{e;(p; + r1);p1 min{e;}},7 > 1.
Nastaveni pred vSemi skupinami na prvnim stroji: V tomto pfipadé staéi v

algoritmu 4.1.1 upravit vyraz p;S; na (p; +r1)S;.
Opét nezalezi na tom, zda je nastaveni zdvislé ¢i nezdvisié.
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ii. Nastavovani jen na druhém stroji:
1.1 zdwvislé nastaveni jen pfed prvni skupinou: Pro S; musi platit

S1(p1 +12) < M — pU,
pro ostatni zUistava
Sip1 £ M = pa(U — 55.)
a algoritmus 4.3.2 se dle toho upravi, pfiemz M se zvétSuje o
min{(p; + ro)ey; prej,§ = 2,...,n}.

1.2 zdvislé nastaveni pfed kaZdou skupinou: Zde pro kaZdou skupinu musi
platit

Sipt < M ~ (pa +72)(U = Sj1).

2.1 nezdvislé nastaveni jen pied prvni skupinou: V tomto pfipadé nelze z di-
vodu uvedeného v odstavci (i) pouZit techniku vyuZiti optimalniho rozvrhu
bez nastavovani a je tfeba s dobou nastaveni podcitat jiZz pfi hledani opti-
malniho rozvrhu. Kazda skupina musi spliiovat zakladni podminku

Sipt < M —p(U = 5;_1),
kterad specialné pro prvn{ skupinu vypada
Lipp £ M —pU.
Navic je$té musi platit
Lirg < M — pU.
ProtoZe chceme stanovit L; co nejvétsi, vychézi

Ly = [min{(M — pU)/pr, (M — poU) /72 }] .

Je patrné, ze o velikosti prvni skupiny rozhoduje ve vysledném rozvrhu p;,
¢iry. Pokud je 79 < p;, nastaveni probéhne v dobé&, kdy se L, zpracovava na
prvnim stroji a nijak do optimalniho rozvrhu nezasihne. Optiméalni rozvrh
se uréi pro situaci bez nastavovani a tento rozvrh je pak optimalni i pro
tuto situaci. Se zvétSujicim se ry v8ak roste tlak na zmenSovani L;.
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Vysledny algoritmus tedy zni:
Algoritmus 4.3.4
(Z) So =0
b) S1 = [min{(M — pU)/p1, (M — pU)/r2}];
f1 = mln{(M - ng)/pl, (M — ng)/Tz, U} - Sl.'
et =1-f
¢) For j:=2ton do
Sj = (min{(M - p2(U — S;-1))/p1, U};
fi =min{(M = po(U = S;-1))/p1, U} — S5

ej=1-F;
d) Je-li S, < U, pak
M= M4+ pl.min{ej, =1, .,n} pro pL> Ty
min{roe;; prej,J = 2,...,n} jinak
a jdi do a).

Pokud §, = U, STOP.

2.2 nezdvislé nastaveni pfed kazdou skupinou: V tomto pfipadé musi pro kaz-
dou skupinu platit

Sipt M = po(U = 5-1) — 72U = S),
coZ po upravé vypada

Sj(pl — Tg) S M - pz(U - Sj_l) — ?"QU. (415)

Vztah 4.15 vSak tfeba jesté nemusi zarucovat, Ze se do M v8e stihne vletné
nastaveni pred prvni skupinou. Proto jesté musi platit

Ulps +r2) £ M.

JestliZe je v8ak ro < py, je na nastaveni pred prvni skupinou dostatek ¢asu
a tato podminka je automaticky splnéna, coZ plyne i z rozpisu

Ulpy + 1) < Ulpy + re) + S1(p1 — r2) < M, nebot 4.15 pro S vypada
Sl(pl — '.T'g) + U(pg +T2) < M.

Na nerovnici 4.15 je vidét, Ze vyjimeéna situace nastava pro p; = ry. Pokud
tento pfipad nastane, mohou byt S; libovolné a kaZzdy pfipustny rozvrh je
optimalni. Vezme-li se totiz pribéh libovolného rozvrhu na druhém stroji,
aniZ by 8el zkratit (M = U(ry + pq)), vZdy je to rozvrh pfipustny, protoze
intervaly potfebné pro nastaveni pied konkrétni skupinou na druhém stroji
a jejl zpracovani na prvnim stroji jsou stejné, takZe na druhém stroji ne-
mize dojit k ZAdnému prostoji. Toto M se tedy rovnd Ci,,,. Stejnd logika
plati i pro ry > p;, protoZe intervaly potfebné pro nastaveni jsou dokonce
jesté vétsi. Souhrnné tedy pro ro > p; a M = U(ry + p3) nerovnice 4.15
vypada
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Si(p1 = r2) £ Sj_1p2.

Protoze dle predpokladu je levd strana men$i nebo rovna 0 a prava vétsi
nebo rovna 0, plati tento vztah pro libovolny rozvrh. Zbyva tedy urcit
optimalni rozvrh pro ry < py.

Vychozi M je

M = max{p\U + p2, p2U + p1, (p2 + 12)U}}

a optimdlni rozvrh a C,,, lze uréit nasledujicim algoritmem:
Algoritmus 4.3.5
a) Sg =0
b) Pokud ry > p,
pak S; :=min{S;_1 +1,U},j=1,...,n=1;S,:=U
a jdi do d).
¢) For j:=1 ton do
S; = Imin {(M — p2(U = S;-1) = r2U)/(p1 = 12), U},
fi=min{(M = po(U = Sj-1) = rU)/(pr — 72), U} = Sj;
e; =1~ f
d) Je-li S, < U, pak
M:=M+ (py —ro)min{e;},j=1,...,n
a jdi do a).
Pokud S, = U, STOP.
iii. Pokud by se nastavovani provaddélo na obou strojich, byla by situace nasledujici:
1.1 zdvislé€ nastaveni jen pred prvnimi skupinami: Zde se zkombinuji podminky
ze zavislych nastaveni jen pred prvnimi skupinami z pfipada kazdého stroje
zviast (i, ii-1.1) a pro S; musi platit

Sl(pl + 1+ ?"2) S M — pQU,
pro ostatni pak
Sipt L M —po(U = S;1) =115

a algoritmus 4.3.2 se dle toho upravi.
1.2 zdvislé nastaveni pied kazdou skupinou:
Zakladni podminka je

Si(pr+71) £ M = (p2 +72)(U = S;_1),

z CehoZ se jiz snadno uréi prislusny algoritmus.
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2.1 nezdvislé nastaveni jen pred prvnimi skupinami:
Analogicky dle ii.-2.1 musi platit

Siri+ Sjp M —po(U -~ S;-1)

Lirs < M - p,U.

Na zékladé téchto vztahd L, vychazi

Ly = |min {(M - pU)/(r1 + p1), (M — p2U)/72} ]

Algoritmus 4.3.4 se pfisluSnym zptisobem upravi s tim, Ze
M = o+ minln+plespe;,j=2,...,n} pro (pr+71) > 12
min{rye ;pie;,j = 2,...,n} jinak

2.2 nezdvislé nastaveni pred kaZzdou skupinou:
Tento piipad je obdobny pfipadu ii.-2.2. Pro kaZdou skupinu musi byt
splnéno

Sj(pl +7r — TQ) S M - pg(U - Sj_l) - 7"2U (416)

a celkové také

U(pz -|-?"2) <M

Tuto podminku jednoduse splnime, kdyZz bude jednim z kritétii pfi volbé
pocatetniho M. Pokud poloZime U(p; + rp) = M, vypadd nerovnice 4.16

Si(pr + 71— 1) < Sj-1p2
Opét je zfejmé, Ze pro (py + 71 — m2) < 0 lze S; volit libovolné, a tak kazdy
pripustny rozvrh je pfi splnéni této podminky optimalni.

Vychozi M dejme

M = max{(p, + r1)U + ps, (p2 + r2)U’}

a optimalni rozvrh a Cp,; vyplyne z nasledujiciho algoritmu:
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Algoritmus 4.3.6

CL) Sg =1

b) Pokud To Z P+ 71,
pak S;:=min{S;1+1,U},j=1,....,.n—-1,5,:=U
a jdi do d).

¢c) Forj:=1ton do
S; = {min {(M — po(U - Si-1) = mU)/{p1 + 71 — 2}, U}
fj = mm{(M — pg(U - Sj_l) - TQU)/(pl + 7 - ?‘2), U} - SJ'_,'
ej =1~ f; |

d) Je-li S, < U, pak
M:=M+(py+r —r)min{e;},j=1,...,n
a jdi do a).
Pokud S, = U, STOP.

Riazné varianty, které jsme nyni zvazovali, zndzorni néasledujici souhrnny pri-
klad.

Priklad 4.3.30U =10,p; =1, 3, =2, n=3. 11 =2,7, =0,5.
RESENI{ (viz obr. 4.22)
a) Bez nastaveni: L1 = 2, Ly =4,L3 = 4, Cpoe = 22
b) Zdvislé/nezdvislé nastaveni jen na prvnim stroji a jen pfed prvni skupinou:
L1 = 1,L2 = 3,L3 - 6,Cmm; = 24
¢) Zavislé/nezdvislé nastaveni jen na prvnim stroji pfed kaZdou skupinou: L, =
5,L2 = 3,L3 = 2, Cma:c = 35
d) Zduvisle nastaveni jen na druhém stroji a jen pfed prvn{ skupinou: L, = 1, L,
3, Lg = 6, Cma,m = 22
e) Zdvislé nastaveni jen na druhém stroji pfed kazdou skupinou: L, = 1, L,
3,L3 =6, Cipar = 26,5
f) Nezdvislé nastaveni jen na druhém stroji a jen pfed prvni skupinou: L; = 2, Ly =
4, Ly = 4, Cpae = 22
g) Nezdvislé nastaveni jen na druhém stroji pfed kazdou skupinou: L; = 1, L,
4, Ly = 5, Crpaz = 25,5
h) Zdvislé nastaveni na obou strojich jen pfed prvnimi skupinami: L, = 1, L,
3,L3 =6,Ciee = 24
i} Zavislé nastaveni na obou strojich pfed vSemi skupinami: Ly =4,L, = 3,L; =
3, Craz = 37,5
j) Nezdvislé nastaveni na obou strojich a jen pred prvnimi skupinami: L; =1, L, =
3, L3 - 6, Cmam =24
k) Nezdvislé nastaveni na obou strojich pred vSemi skupinami: Ly =4, L, = 3, L; =
3, Craz = 36.

Il

A
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Obr. 4.22: Rozvrhy pfikladu 4.3.3
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4.4 Model s prepravou a nastavenim stroju

Vidéli jsme v predchozich pfipadech, ze Trietschiiv algoritmus lze upravit na nejriz-
néjsi pripady. Pokusime se ho nyni upravit na obecny p¥ipad, ktery bude zahrnovat
jak nastaveni na jednotlivych strojich, tak i dopravu.

Doba nastaveni se miZe sklddat z nastaveni jen pfed prvni skupinou s?, pevné
slozky s; pfed kaZzdou skupinou stejné pro kazdou skupinu a linedrné zavislé slozky
na velikosti skupiny, jejiz koeficient je r;. Nastaveni pfed konkrétni skupinou je tedy
i +Li,i = 1,...,m,j = 1,...,n. Doba pfepravy mlZe mit taktéz dvé slozky a
celkové se mize rovnat T7T + wl;,j = 1,...,n (TT zde bude oznacovat konstantu).

Pro pfepravu a zdvislé nastaveni musi platit:
Pro S;:

S[l] + 81 + ?’151 +p151 -+ TT+ ZUS1 -+ Sg S M — (p2 + T‘Q)U — N3Sq,

tedy

(r1+p+w)S1 <M - S? - Sg - 81 =TT — (py + 1r2)U — ns,.
Pro ostatni:
8?+81j+?”15j +p15j+TT+w(Sj—Sj_1) < M- (p2+?‘2)(U—Sj__l) — (n"—j+1)82,

tedy

(T1 + +’LU)Sj < M+'LUSj_1 — 8(1} — Slj - TT — (pg +T2)(U - Sj_l) - (n—j + 1)82.

Algoritmus 4.4.1
O,) S{} =0
b) S1 = min{(M — &) — 83— 51 =TT — (pa + 12)U — ns3)/(r1 + p1 + w), U}];
fi=min{(M -8} — 83— s, =TT - (p2 + ro)U —ns3)/(r1 + p1 +w), U} = S;
er =1—-fi
c) For j =2 ton do
SJ' = me {(M + ij_1 - 8(1} - Slj - TT — (p';) + 7"2)(U - Sj_1)+
—(n—j+1)s2)/(r1+pr +w),U};
f=min{(M +wS;_1 — 8 — 815 — TT — (py + 72)(U = S;_1)+
—(n=Jj+1)s)/{ri+p +w), U} = 5
€ = 1 - fj
d) Je-li S, < U, pak
M :=M+ (ry + p1 + w) min{e;} a jdi do a);
Pokud S, = U, STOP.
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Pro prepravu a nezdvislé nastaveni musi platit (pro kazdou skupinu):
s?+51j+?"15'j+p15j-I-TT+'w(Sj-—Sj_l) < M—pg(U—Sj_l) —?‘Q(U'-Sj) —s2(n—73),
tedy
(?"1 — T2+ P1 +’LU)Sj S M—f—ij_l - S? — Slj —TT —pg(U - Sj-—l) - TQU - SQ(TL —'-_])

Soudasné musi platit

s$9+U(pa+1m)+nss <M

Z toho plyne néasledujici algoritmus:
Algoritmus 4.4.2
a) Sp:=0,M := 55+ Ulpg + r2) + ns,
b) For j:=1 ton do
Sj = Lmln{(M -+ ij—l - 8(1} - Slj - TT — pQ(U - Sj_1)+
—rU —sa(n—3))/(ri —ro+p1 +w), U},
fj = mln{(M + ’LUSj_l — &p — Slj - TT — (pg + Tg)(U - Sj_1)+
— (7’?, — 7+ 1)82)/(?‘1 + D1+ ’LU), U} — Sj,‘
e;=1-1;
d) Je-li S, < U, pak
M:=M+ (r, —ro+p; +w)min{e;} a jdi do a);
Pokud S, = U, STOP.

Rizné akoly Doposud jsme uvaZovali, Ze v8echny ukoly jsou stejné, jednalo se
tedy o jeden job sklddajici se ze stejnych Gkold. Obecnéji v8ak lze uvazovat vyrobu
s rdznymi joby, pfi¢emZ kazdy job se skldda ze stejnych tkold. Nagim ukolem je
stejné jako v pfipadé jednoho jobu nalézt optimdlni rozdéleni jednotlivych tkoli do
skupin, které se pak pfepravuji ke stroji 2. Budeme pfitom pfedpokladat, Ze vSechny
skupiny jednoho jobu budou zpracovdvany za sebou, coZ znamend, Ze nastavovani
provadéné jen pfed prvnim tkolem daného jobu se provede pouze tolikrat, kolik je
kold.
Definice 4.4.1 Pokud ezistuje stroj a dvé skupiny téhoz jobu, mezi nimiz je skupina
jineho jobu, hovotime o pre-emption.

Jednim ze zakladnich vysledkd tykajicich se tohoto problému je nésledujici véta.
Ta opraviiuje postup, kdy se hledaji optimdlni skupiny v modelu s ve vété specifi-
kovanymi omezenimi a s vice joby pro kazdy job zv1ast (viz [2]):
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Véta 4.4.1 Necht je din proces sklddajict se z q jobd J;,l = 1,....q, kaZdy se
skldda z U, stejnyjch tikoli, necht je ddno ny pro kazdy job, kritériem optimality celého
procesu je Craz, neuvasujeme pre-emption, doba nastaveni %), resp. sy miZe byt
jak nezavisld, tak zdvisld, doba pfepravy se sklddd z TT; a koeficientu wy.

Paok je optimdlni rozurh pro kazdy job J, vzhledem k optimalité celého procesu

urcen minimalizaci pres Sy vyrezu

2 = max(O, S?l - TT} — Sgt + 11<r}ca<x {(p“ + w;)Sk( - (pgg + 'U,-‘g)S(k_l)g}) (—117)
SRSTY

pro kazdy job J, zuldst bez ohledu na pofadi jobi nebo na rozvrh ostatnich jobi.
Poznadmky:
- optimalizaénim kritériem miZe byt libovolné reguldrni kritérium, tj. takové,
které je neklesajici vzhledem k dobam dokonéovani ukold
- lze uvaZovat i skupiny velikosti 0, takZe n je horni hranici.

Diikaz lze nalézt v [2], str.559-561.

K minimalizaci vyrazu (4.17) v8ak dochazelo vzdy pfi pouziti Trietschova algo-
ritmu ¢i algoritmi, které jsme od néj odvozovali pro uvedené piedpoklady. Zakladni
podminka vidy byla (ve své zakladni formé)

plsj <M “‘pz(U - Sj—l)a
coZ po upraveé vypada
P1S; — p2Sj-1 S M — pU.

poU je konstanta a M bylo miniméalni takové, aby mohl byt kol zpracovan.
Takze levé strana je opravdu minimalizovdna pfes viechna S;. D4 se tedy ocekavat,
ze se bude moci vyuZzit Trietschiiv algoritmus pro hledani optimalniho rozvrhu pro
jeden job i pro pfipad s vice joby. Ulohu optiméalniho rozdéleni kol jednotlivych
jobl do skupin vzhledem k ¢asu potfebnému na nastaveni a dopravu resi algoritmy z
ivodu této kapitoly, zbyva tedy nalezeni optiméalniho sefazeni job{ na jednotlivych
stojich.

Jednim z predpokladi véty 4.4.1 bylo no pre-emption, takze se viechny ukoly
kazdého jobu zpracovavaji po sobé (ne nutné bez prestavky). Tim se tiloha redu-
kuje na urceni pofadi jobl na stroji 1 a 2. Tento problém pro jednotlivé joby Fesi
Johnsoniv algoritmus a ukazuje se, Ze ho lze vyuZzit i v tomto p¥ipadé nasledujicim
zplsobem.

Definujme pro nezdvislé nastaveni

zf =M — 89+ s, +TT,

f

« 0 0
2 =R (Su — 8o; + puU; — poiUy)
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a pro zdvislé nastaveni
Zi* = M - Sgi — Py + S(l)l +TT, + py

Z =2 — (S?[ - ng + pulU; — palhy).

Na hodnoty 2z} a 2}, resp. Z} a Zt*’ pak lze jednoduse vvuZzit Johnsontv algo-
ritiaus (viz [2], str. 562).



Kapitola 5
TTi stroje

Bez prostojii  V této kapitole se nejprve zaméfime na situaci 3/V/NI1/DV', to zna-
mens, situaci s proménnymi skupinami mezi jednotlivymi stroji (V') a bez prostoji
(NI). omezeni plynouci z pfepravy ani zaddné jiné neuvaZujeme.

Priklad 5.0.1

Podivejme se na jednoduchy piiklad p; = 2,p, = 1,p3 = 3,U = 3,n = 2. Nasim
ukolem je opét stanovit optimalni rozvrh a pfislusné minimalni C,,.,.

Mame 4 moznosti déleni do skupin: 1-2&1-2,1-2&2-1,2—-1&1-2,2-1&2-1.
Z téchto moznosti vybirame moZnost 3, kterd ma minimalni C,,,, ze vSech (14). A

Nyni jde o to, jak tento rozvrh uréit obecné. Jak jiZz bylo feceno ([1]), tento typ
tloh se da fedit rozdélenim na dvé podilohy - vyfesi se zvladt optimalni rozvrh mezi
prvnimi dvéma stroji a pak mezi druhym a tfetim.

Na&§ ivodni pifklad by se fedil takto:

Piiklad 5.0.2 (pokradovani prikladu 5.0.1)
1. P = 2,p2 - 1,U= 3,?’?,: 2
Dle lemmatu 4.1.1 hleddme L; takové, aby min(Lip,, (U — L )p;) bylo maxi-
malni:
Li=1:min(l,6-2)=1L,=2:min(2,6 —4) = 2.
Optimalni rozvrh je 2 — 1.
11. P = 1,}93 :3,U=3,n=2
Li=1:min(3,2) =2 Ly =2: min(6,1) = 1.
Optiméalni rozvrh je 1 — 2.
Pokud obé spojime dohromady, ziskavame rozvrh 2 — 1&1 — 2. Ten jsme nalezli
uz pfi vyvhodnoceni vSech moznosti ptfikladu 5.0.1. A

Diivod pro tento postup je asi zfejmy a plyne z mozZnosti mit variabilni skupiny

a z poZadavku nepferuené prace na jednotlivych strojich (no-idling). Diky tomu
je kritickym kritériem poZadavek, aby se se zpracovavdnim na stroji 2 zacalo co

52
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nejdiive. Kdyby se totiZ na druhém stroji zapoéalo se zpracovavanim tkolt pozdéji,
nez by muselo pfi optimalnim rozvrhu feSeném jen pro prvni dva stroje pfi organi-
zacl skupin dle poZzadavku no-idling, da se doba zpracovani celého procesu zlepsit
pravé optimalnim rozvrhem feSenym jen pro prvni dva stroje mezi prvnimi dvéma
stroji. Rozvrh pro druhou dvojici stroji lze fe$it zcela nezavisle, nebot skupiny jsou
variabilni. Jiz jsme vidéli, Ze v piipadé dvou stroji je vidy moZné mit automaticky
splnén pozadavek no-idling.

S moZnymi prostoji Jak jiZ vime, v pfipadé dvou stroji lze ukoly zpracovavat tak,
aby nedochézelo k prostojim ani na jednom stroji za predpokladu, Ze neni omezujici
Cas navratu prepravniho zafizeni. Pokud by omezujici byl, a muselo by tedy diky
nému dochazet k prostojim, pak uz by vysledny model nebyl NI, ale s prostoji. Na
tento ptipad se podivejme nyni:

Zabyvame se modelem 3/V/II/DV, opét v zakladni verzi bez jakychkoli doda-
te¢nych omezeni. V ¢lanku [1] nalezneme tento rozbor situace:

Definice 5.0.1 MnoZinu stroji, které wkoly zpracovdvaji nepfetrzité, tj. doba, kdy
je tkol 1 zpracovdn na stroji, se rovnd dobé, kdy na ném zadind byt zpracovdvdn kol
i+ 1, se nazyvd rozkladova (partition) mnoZina.

Definice 5.0.2 Rozurh s viastnosti bez Cekani (no-wait) je takovy, Ze kaZdd skupina
je okamZzité zpracovdvina, jakmile je dokoncena na predchozim stroji.

Rozbor diskrétniho ptipadu 3/V/II/DV vychézi z pfipadu spojitého. Predpo-
klddejme, Ze rozkladova mnozina je {1,3}. Vychézi se ze skutelnosti, Ze v pripadé
vartabilnich skupin musi existovat optimalni rozvrh bez cekdni. Jedna z podminek
existence takového rozvrhu je

Zi41(p1 + p2) = (P2 + ps) (5.1)
Necht ¢ = (p2 + p3)/(p1 + p2). Z podminky (5.1) sestrojime geometrickou fadu

z;=qzj_1 =¢ i, > 2
Protoze Y z; = U, tak

nn=U(1-q)/(1-¢"),qg#]1

r1=U/n,qg=1.
Na stroji 2 must byt zajis§tén rozvrh bez éekdni, tedy

pi{z1+ 2o+ ..+ Zi41) 2 12y + pa(@ + 22+ .+ 2y).
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Po Gpravach dostaneme

(p2)? — pips < 0. (5.2)

Podminka (5.2) je kli¢ova i pro diskrétni pfipad. Pokud neni splu¢na, pak nebyl
splnén piedpoklad a rozkladovor mnozinou neni {1,3}, ale {1,2.3}. Tim se¢ vlastné
dostavame do situace 3/V/NI/DV, protoZe na stroji 2 zpracovavani probiha bez
prostojd. Jak jsme vidéli v paragrafu Bez prostoju, tento pfipad se da jednoduSe
reSit rozdélenim na podulohy nalezeni optimalniho rozvrhu mezi prvui dvojici stroji
a druhou dvojici.

Pokud (5.2) splnéna je, pak je rozkladovou mnoZinou {1,3}. V tomto piipadé
lze upravit algoritmus 4.1.1 pro dva stroje na pfipad tii stroji:

Musi platit

p1S; +p2L; < M —ps(U — Sj-1) (5.3)

Protoze L; = S; — S;_1, musi platit (i vzhledem k tomu, aby S; < U)

S, < min (M + p2Sj-1 — pa(U - 53—1);0,) | (5.4)
pr+ P2
Podobné jako v pfipadé dvou stroju je f; definovana jako
f; = min (M + p2S;_1 — p3(U — S;1) ; U) _s, (5.5)
D+ p2

a e; necht je 1 — f;. M se zvySuje dle potieby o (p; + p2) min{e;).
Trietschiv algoritmus pro tfi stroje pak vypada

Algoritmus 5.0.1

a) Sg =0

b) For j:==1 ton do
S; = min {(M 4 p2Sj1 — ps(U = S;_1))/(pr + p2), U} ];
fi =min{(M + p2Sj_1 = p3(U = 51))/(pr + p2), U} — Sj;
ej=1-F

¢) Je-li S, < U, pak
M := M + (p, + pz) min{e;} a jdi do a);
Pokud S, = U, STOP.



Kapitola 6
Zavér

Tato prace nejprve popisuje problematiku flow shop (kapitola 2}, pak specialné lot
streaming (kapitola 3), a to pro pfipad dvou strojti (kapitola 4) a t¥i stroji (kapitola
5). Nejvétsi pozornost je vénovana piipadu dvou strojf, a to v riznvch modifikacich.
Vychozim je Trietschiiv algoritmus, ktery je upraven pro riznd omezeni. Nejvice se
jedné o pfipad jednoho jobu. Kapitola 4.4 uvadi didlezity vysledek z literatury, ktery
umoziuje mnohé z piipadu jednoho jobu rozsifit na jobd vice. Podobné v pfipadé
tfi stroji byly uvedeny zndmé vysledky, které opét umoziuji rozsifen{ pro tfi stroje.
Jak pfipad vice jobt, tak pfipad vice stroji je uveden struéné a je jiZ na Ctendfi,
aby domyslel zavéry z pfipadu jednoho jobu a dvou strojd pro tato rozsifeni.

Prace kromé vlastniho textu obsahuje rovnéz pfiklady a pokud moZno nazorné
obrazky.

Celkové tato prace podava hlavné pfehled o popisované problematice. Hlavnim
zdrojem je ¢lanek (1), ktery sleduje a dopliiuje ¢i rozvadi tam, kde je to vhodné.
Prinos prace spocCiva predevdim v autorové prileZitosti zabyvat se zajimavym té-
matem, které pro néj bylo v takto zké specifikaci zcela nové, a pristoupit k nému
nesamoziejmym zptsobem. Snahou bylo latku pojmout, rozvést ji ¢i aplikovat a
vinést do ni vlastni Gsili. Vyznamnou soucéasti prace na této diplomové praci bylo
rovnéz navrzeni konkrétni problematiky z oblasti flow shop, ¢emuz predchdazel prii-
zkum literatury a ziskdni pfehledu o smérech, kudy se badani v oblasti flow shop
ubira.
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