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Abstrakt: Prace se zabyva simulaci kvantového vypoctu diagonalizace
maticové reprezentace hamiltonianu na klasickém pocitaci pro dva rizné rozvoje
vlnové funkce v ramci limited CI (LCI) metody pro popis vSech elektront molekuly
SbH vramci Dirac-Coulombova hamiltonidnu pro dva energeticky nejnizsi
elektronové stavy X 0" a A 1 pomoci Iterative Phase Estimation Algortihm (IPEA).

V simulacich je pouzita reprezentace evolu¢niho operatoru exp(i H At) pomoci
,compact mapping®, v teoretické ¢asti je naznaceno jakym zplsobem lze simulovat
,»direct mapping®. Je studovan vliv rizné metodiky volby vstupniho odhadu vlastniho
vektoru pro metody IPEA A a IPEA B pro které jsou rovnéz porovnany hodnoty
pravépodobnosti tspéchu p,, pro rizné¢ body disociacnich kifivek molekuly SbH. Je
ukdzano, ze pro pouzit¢é LCI rozvoje a pro vstupni odhady vlastniho vektoru
vychdzejici z LCI rozvoje oznacovaného jako ,,CISD(2)* Ize obé varianty metody
IPEA pouzit az do mezijaderné vzalenosti' R ~ 6 ay. Byla zkoumana zavislost

2
hodnoty p,, na ptekryvu vlastniho vektoru se svym vstupnim odhadem - ‘<l//0 |¢>‘ A%

ptipad¢ metody IPEA B a diskutovana pouzitelnost obou variant metody IPEA
v dalSich moZnych vypoctech.

Klicova slova: Konfiguracni interakce, Kvantové pocitani, Dirac-Coulombtv
hamiltonidn, TrotterGv rozvoj, Jordan-Wignerova transformace, Iterativni odhad faze
(Iterative Phase Estimation Algorithm)

"y znaéi v celé praci Bohriv polomér (viz seznam zkratek).
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Abstract: The topic of this study is the simulation of the quantum

algorithm for the diagonalization of the matrix representation of the all-electron
Dirac-Coulomb hamiltonian of the SbH molecule. Two different limited CI
expansions were used to describe both the ground state (X 07) and the first excited
doublet (4 1) by simulating the Iterative Phase Estinamtion Algorith (IPEA). In the
simulations numerically performed in this work, the ,,compact mapping* has been

employed for the representation of the evolution operator exp(i H Af); in the
theoretical part of the work, the ,,direct mapping® is described as well. The influence
of the metodics for choosing the initial eigenvector estimate is studied in both IPEA
A and IPEA B variants. For those variants, the success probabilities p,, are computed
for different single-points on the SbH dissociation curves. The initial eigenvector
estimates based on the ,,CISD(2)“ method are found to be sufficient for both studied
LClI-expansions up to internuclear distance R = 6 ay. The p,, dependence on the
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overlap between the eigenvector in question and its inital estimate - ‘<l//o|¢>‘ is

studied the for IPEA B method. The usability of the both variants of the IPEA in
possible later calculations is disscused.
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Uvod

Jak jiz uvedl R. Feynmann ve svém piispveku z roku 1982 [2], chceme-li
ptistroj (pocitac) schopny simulovat chovani kvantovych systému tak efektivng, aby
jeho vypocetni zdroje (velikost paméti, pocet pouzitych hradel) rostly linearné (nebo
alespont pomaleji nez exponencialné) s velikosti simulovaného systému, je tieba, aby
tento piistroj ke zpracovani informace sam vyuzival zakonl kvantové teorie.

Pak piijde spise o skutecnou ,,simlaci podobného podobnym* nez o ,,vypocet*
kvantového systému (ve smyslu aproximativni feSeni differencidlni rovnice na
klasickém pocitaci).

Existuji 1 dalsi Glohy pro které nejsou znamy klasické algoritmy feSici dany
problém efektivngji nez kvantovy algoritmus (Groverovo vyhledavani
v nestrukturované databazi, Deutsch-Jozstiv algoritmus, Shortv faktoriza¢ni
algoritmus, ...), ale i prace jinak velmi kriticka ke skute¢né vypocetni sile kvantovych
pocitacii [3] pripousti, ze pokud jde o simulaci jinych kvantovych systému, lze
pfedpokladat, Ze unikatnost a vhodnost kvantovych pocitacii nebude v budoucnu
zpochybnéna.

Moznosti efektivniho feSeni problému vlastnich ¢isel mnohacasticového
hamiltonianu se zabyvali D. S. Abrams a S. Lloyd v praci [4], V pfipad¢ aplné
konfiguraéni interakce (FCI) pro ab initio vypocty v kvantové chemii (ktera vede k
narokim na klasické vypocetni zdroje exponencidlné rostouci s velikosti
jednocasticové baze (a tedy i molekuly)) bylo v préaci [5] ukazano, Ze s pouzitim
kvantového algoritmu je na kvantovém pocitati mozné dosahnout pouze
polynomidlni zavislosti na (kvantovych) vypocetnich zdrojich - pln¢ v souladu s
predstavou prezentovanou v [2]. Podrobny rozbor priseciku kvantového pocitani a
kvantové chemie poskytuje J. D. Whitfield [6], prvni zminky o experimentalnim
vypoctu molekuly vodiku v minimalni bazi na redlném kvantovém pocitaci popisuje
prace Lanyona a kol. [7].

Tato prace si klade za cil prezentovat stru¢nou reSerSi problematiky
kvantového pocitani obecné, algoritmu Phase Estimation a jeho iterativnich verzi
(IPEA A a IPEA B), tedy cest k pouziti kvantovych pocitacli pro diagonalizace
unitarnich, nebo hermitovskych matic zvlasté a aplikaci na problematiku kvantové

chemie. Vlastni vypocty prezentované v praci na str. 130-178 — zkoumaji moznost



pouziti algoritmti IPEA A a IPEA B pro piipad vypoctu energetické separace dvou
energeticky nejnize lezicich elektronovych stavii molekuly SbH — X 0" a 4 1
(respektive zavislosti této energetické separace na mezijaderné vzdalenosti) pomoci
ctyfkomponentniho Dirac-Coulombovského popisu v rdmeci omezené konfiguracni
interakce. Simulace kvantového algoritmu pro diagonalizaci matice byla provedena
vramci programu napojeného na kvantové-chemicky program DIRAC [D].
Zkoumam vliv metodiky volby vstupniho odhadu vlastniho vektoru evolu¢niho
operatoru (odpovidajiciho hamiltonianu zkoumané molekuly) na pravdépodobnost
uspéchu metod a porovnavam ob& metody navzajem.

Kromé zjisténych zavéra (kritické hodnoty mezijaderné vzdalenosti nad které
se stavaji piimocaré metody volby vstupniho odhadu vlastniho vektoru
nepouzitelnymi, dobra pouzitelnost metody IPEA B, pokud se v ramci kazdé iterace
provede dostateCny pocet opakovani, odhady vztahii pro pravdépodobnost Gspéchu
metody IPEA B) povaZzuji za dilezity mezivysledek existenci programtl, které budou
po upravach schopny pokrocilejSich simulaci (zahrnujicich naptiklad simulaci
dekoheren¢niho procesu, kvantového Sumu, nepiesnoti v aplikaci kvantovych hradel,
Trotterovu diskretiza¢ni chybu pfi aplikaci evolu¢niho operatoru pomoci
elementarnich hradel (nikoli jako ,ordkula® jak vtéto praci), atd.) jak na

relativistickych vypoctech molekuly SbH, tak na jinych kvantovych systémech.



Motivace

Prace si klade za cil simulovat na klasickém pocitaci algoritmus pro kvantovy
pocitac slouzici k vypoctu energie molekuly v ramci vybrané varianty konfiguracni
interakce (relativisticka CI). Budou diskutovany rizné alternativy reprezentace
Hilbertova prostoru molekuly (a tomu odpovidajici reprezentace hamiltonianu)
pomoci qubitd (compact mapping, direct mapping) a stim souvisejici rozklad

kvantovych hradel v algoritmu pouzitych na elementdrni hradla.

Kvantové pocitace umoznuji vykonavat fadu algoritmli s dramaticky niz§imi
naroky na vypocetni Cas (respektive vypocCetni zdroje obecné) nez jaké by
odpovidaly nejefektivnéjSimu algoritmu pro klasicky Turniglv stroj. Mensi Cast
z vySe zminovanych uloh je zaloZzena na Groverové algoritmu pro vyhledavani
v nestrukturované databdzi. Vétsi c¢ast pak vychazi zkvantové Fourierovy
transformace (obdoba diskrétni Fourierovy transformace pro kvantové algoritmy) a
pfinasi exponencialni zrychleni oproti nejefektivnéjSim dosud znadmym klasickym
algoritmim. Nejjednodusim piikladem ztéto kategorie je Deutsch-Jozstv
algoritmus, jinym piikladem miize byt Shorova faktorizace cisel, nebo vypocet
diskrétniho logaritmu. Pro ucel prace dulezity algoritmus je metoda ,,odhadu faze*

(Phase Estimation), respektive jeji interativni verze (IPEA, Iterative Phase
Estimation Algorith). Vstupem pro néj je unitdrni matice (operator) U e C l2r.2)
(U: C* — C”)" avektor |y,), ktery je odhadem vlastniho vektoru U pro

ktery hledame vlastni ¢islo U (resp. jeho ,.fazi“, tj. vlastni cisla U jsou
parametrizovana jako A, = exp(2 m i (¢/2")), kde ¢ € <0; 2")). Vysledkem algoritmu
je pak racionalni ’ aproximace ,faze* vlastniho &isla A; (algoritmus je
pravdépodobnostni, ale vhodnou volbou |l;/0> a parametrti algoritmu lze dosdhnout,
ze bude poskytovat spravnou hodnotu ,,faze* s pravdépodobnosti vétsi nez p = 0,5,
coz umoznuje opakovanym pouzitim algoritmu tuto pravdépodobnost dale navySovat

azkp— 1.

* Respektive 2-té mocniny této matice/operatoru, kde p je piirozené ¢islo, nebo nula.

*(q/2"),kde g € {0, 1,2, .., 2"~ 1}.



Uplna konfiguraéni interakce (FCI) je (v limité zvétSujici se baze
jednocasticovych funkci (v limit€¢ poskytujici uplnou bazi daného prostoru
jednocasticovych funkci)) spolehlivd metoda pro nalezeni pifesnych energii
stacionarnich stavli vice-Casticového kvantového systému (tj. feSeni staciondrni
Schrédingerovy, Diracovy, Dirac-Breitovy, nebo jiné (integro-)diferencialni rovnice
(v kvantové chemii) pro molekulu). Exponencidlni nartst dimenze Hilbertova
prostoru ve kterém je hledano feseni vzhledem k poctu castic (velikosti molekuly) a
mocninny nartst vzhledem k velikosti jednocasticové baze (pro danou molekulu)
vSak u FCI vede k exponencidlni ¢asové sloZitosti pro implementaci na klasickych
pocitacich, coz znamena praktickou neskalovatelnost metody. Vhodna implementace
algoritmu IPEA na kvantovém pocitaci ma vSak vzhledem k velikosti molekuly
pouze polynomialni ¢asovou slozitost (hodnocenou podle poctu elementdrnich
kvantovych hradel potfebnych pro vykonani algoritmu) a vyzaduje vypocetni zdroje
0 poctu qubitl linearn¢ zavislém na velikosti pocitaného kvantového systému (napf.

poctu elektronti v molekule).



1 Teoreticka cast

1.1 Princip funkce kvantového pocitace

1.1.1 Teoreticky model kvantového pocitace

Kvantovy pocita¢ (v teorii informace pak jeho model — kvantovy Turnigiv
stroj, nebo také ,,Univerzalni kvantovy pocitac®) je zatizeni, které vyuziva vlastnosti
charakteristickych pro kvantové systémy (v této praci se omezim na kvantové-
mechanické systémy) ke zpracovani informace (popt. provadéni vypoctl). V SirSim
kontextu mizeme chéapat kvantovy pocita¢ jako jeden z mnoha ptipadid vyuziti
konkrétniho fyzikalniho modelu reality (kvantovda mechanika) pro zpracovani
informace, jinymi pfipady mohou byt klasicky pocita¢ (klasicka fyzika), nebo
naopak poéita¢ vyuzivajici komplikovangjsi fyzikalni modely”.

V knize [8] je model kvantového poéitae’ charakterizovan pomoci kvantového
jddra nesouciho kvantovou informaci a klasické ¢asti® obsahujici klasickou pamét
véetné kodu pro algoritmus popisujici jakd kvantova hradla (unitdrni operatory
pusobici na stav kvantového jadra) a jakd méfeni (méfeni na Casti nebo celém
kvantovém jadfe) maji byt provedena (provadéni téchto operaci a jejich

synchronizaci s prichodem kodu algoritmu jakoz i klasickymi operacemi nad

* Kvalitativng pokrocilej$i vypoéteni silu by napiiklad teoreticky mohly poskytnout:
kvantova teorie ve spojeni suzavienymi casupodobnymi smyckami v Casoprostoru, kvantova
gravitace [9], nebo riizné modifikace kvantové teorie (nelinearni, s hradly, které jsou invertovatelna,
ale neunitarni, s jinym pravidlem pro vypocet pravdépodobnosti nez-li p; = | ¥’ (napt. p; = | ¥ pro p
#2)[3], [10].

>V této [8] knize je takto ve skte¢nosti popisovéna architektura programovaciho jazyka QCL
(Quantum Computing Language) — meta-programovaci jazyk fungujici na (pravdépodobnostnim)
klasickém pocitaci, ktery kontroluje chod kvantového jadra. V nékterych ptipadech je za kvantovy
pocita¢ oznaCovano pouze kvantové jadro samo, poptipade jadro a sada instrukcei (nékdy obsahujicich
jen unitarni transformace, jindy i méteni). Takové definice jsou dilezité a ucelné z hlediska teorie
(kvantové) informace a jejiho zpracovani a jsou zajimavé napf. pro porovnani Klasického a
Kvantového Turingova stroje, nicméné nejsou Ucelné pro prvni seznameni stim jak kvantové
zpracovani informace funguje v praxi. Proto je uvadim az dale oznacené skutecné jako matematické
definice.

% Na obr 1 zndzornéné levym obdelnikem s pierusovanou hranici.



klasickou paméti ma na starosti interface). Vysledky provadénych méfeni pak
vstupuji do zpracovani klasické informace uvniti klasické paméti a mohou (a ve
vétSin¢ netrividlnich kvantovych algoritmi tomu tak je) zpétné ovliviiovat typ a
potadi aplikovanych kvantovych hradel i typ a potadi dalSich méteni provadénych na
kvantovém jadre.

Tento model je velmi dobie vystihnut v knize [8] v diagramu Fig. 2.1, ktery
jsem pievzal, graficky upravil a doplnil o popis zmény stavu kvantové jadra i

klasické casti kvantového pocitace — viz obr 1, kde kvantovym jadrem je kvantovy
systém X popisovany stavovym vektorem |l//>, respektive ‘l[/ j,k>. Stav |0> odpovida

pevné danému ketu tzv. ,,vypocetni baze* a a; oznaCuje kvantovy registr — tj. urcity

podsystém systému X.
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Obr. 1: Model kvantového pocitace. Béhem dané smycky (j = konst.) mlze

byt resetovani registrli pfeskoceno (odpovidd prazdnému registru) a;, unitdrnich
operaci miize byt vice nez jedna (pak je U ; soucinem jim odpovidajicich operatort),
nebo naopak ,,ani jedna“ (U ; pak odpovida identit€), meéfeni miize byt vynechano
(sada operdtori pro mefeni tak bud'to plsobi na prazdny registr, nebo sestdva
z jediného operatoru — identity). Vyhodnoceni méfeni mize probéhnout také trividlné
— pouze se zvysi index j o jednotku a pokracuje se na dalsi stav klasického kodu S.
Vyznam ,,Solution found* (feSeni nalezeno) je tfeba vnimat v zobecnéném slova
smyslu jako podminku, kdy ukoncit b&h vypoctu. S, je potom jeden z (v principu

mnoha) moznych koncovych stavii vypoctu.



1.1.2 Stav kvantového jadra, qubit

1.1.2.1 Hilbertlv prostor, Cisté stavy

Stav kvantového jadra |y) e C 2" (je-1i v &istém stavu), popiipade p e C* "
(pouzijeme-li pro popis stavu matice hustoty, coz je nezbytné, je-li ve smiSeném
stavu) nalezi do Hilbertova prostoru syst¢ému N  rozliStelnych kvantovych
subsystémi (qubitii), jejichz Hilbertovy prostory jsou izomorfni C° (a kanonickou

bazi oznacujeme v analogii s modelem klasického pocitace operujiciho v binarni
).

Pro jednoduchost se v teorii kvantové informace obvykle pracuje

soustavé jako {| 0> ,

s normalizovanymi stavy, tj. <1//|1//> =1 pro jednotlivé qubity a tedy i pro celkovy

stav (kvantového jadra)’. V takovém piipadé Ize obecny stav kazdého qubitu popsat

jako linearni kombinaci
o) = alo) + B[, (1)

kde a, B € C jsou komplexni koeficienty, které s ohledem na normalizaci spliuji

podminku

of + B = 1. 2)

Dvojici komplexnich ¢isel splitujicich (2) lze, ignorujeme-li globalni (absolutni) fazi,
parametrizovat pomoci vztahii o = cos(@/ 2) a P=esin (9/ 2), kde 6 € <0;

™ a ¢e<0;2n),tj.

|(p> = cos[%}|0> + e”"sin(%}h% (3)

7 Této normalizaci pro smiSené stavy odpovida podminka 77 /5 =1.



tato parametrizace umoznuje zobrazeni €istého stavu dan¢ho qubitu jako bodu na
povrchu jednotkové koule v R’ (v piipadé qubiti hovotime o ,,Blochové sféte”), kde

0 a ¢ jsou thly obvyklé pro sférické soutadnice (viz. obr. 2)

Obr. 2: Blochova sféra, statisticky Cisty stav qubitu |q/> je vyjadien jako bod na

povrchu jednotkové koule v R’. Navic lze ukazat, ze smér 7 do jakého miii jako

vektor v R’ je sou¢asné smérem ve kterém byl-li by méfen dvojnasobek spinu (t].

velitina® & -7 ), bude vysledné hodnota +1 s pravdépodobnosti 1.

Cisty stav kvantového jadra |q/> je stavem systému slozeného z N
rozliSitelnych qubiti a podle kvantové mechaniky je jemu odpovidajici Hilbertiv

. ; . e N 2 2N SR
prostor  izomorfni tenzorovému  sou¢inu  ®,_, C° = C . Kanonicka

N, , . , . v o . I3 r
(,vypocetni*) baze prostoru C*> je dana direktnimi souciny vektorti kanonické baze

pro jednotlivé qubity a lze tedy pro Cisty stav kvantového jadra |1;/> obecnég psat

A

® Kde G = (61 ,0,, 0, ) = (6x, 6y, 62) je vektor Pauliho matic plsobicich jako

operatory na Hilbertové prostoru daného qubitu (C2). Jejich tvary uvadim nize:

(01 (0 -i (10 )
Tl Tl o) T 0 - @



1

1 1
w) = ZO 2 2
N=

J2=0 Jn=0

j1>®|j2>®"'®|jN>a (5)

kde o, ; . jsou komplexni amplitudy pravdépodobnosti spliujici (7). Nebo

Js
alternativné, uvazime-li, ze j,, j>, ..., jy 1ze vnimat jako ¢islice binarniho zapisu jediné
celogiselné proménné ;| € {0; 1; ...; 2V - 1} (v opacném poradi nezli jsou uvedeny v

(5)) lze vyraz na pravé strané (5) zapsat jako
v) = X &l7) (6)

kde ‘7> =", | ji>. Pozadavek normalizace stavu jadra pak vede na nasledujici

omezeni pro amplitudy pravdépodobnosti
2Vl 2
> lal =1 (7)
j=0

Stav kvantového jadra tedy odpovida superpozici vsech 2V moznych
kvantovych analogli klasickych stavi N bitové paméti. Mnozstvi ,teoretické™
informace (odpovidajici mnozstvi rozvojovych koeficientl na pravé strané€ (6)), ktera
je tak vkvantovém jadfe obsazend tak spoctem qubitid roste nikoli linearng, ale
exponencialng. Informace skrytd ve 2" amplitudach pravdépodobnosti vsak neni
pristupna méteni a po méfeni (na vSech qubitech, ve vypocetni bdzi) se systém

nachazi vzdy v jediném ze stavii popsatelnych N bity’.

Definice 1: Kvantovy registr

Podobné jako u klasickych pocitaci, ma smysl zavést pojem registru.

Kvantovym registrem budu dale rozumnét libovolnou uspofadanou k-tici navzajem

’ Nicméng, jak bude pozd&ji ukézano, piesto lze §ikovnym zplisobem vyuzit paralelni
pritomnost viech 2V komponent a jejich paralelni zpracovatelnost pomoci kvantovych hradel, pokud
vyuzijeme interference a potfebnou informaci ,,shromazdime® s velkou pravdépodobnosti do jediné

amplitudy pravdépodobnosti (pro dany qubitovy registr).
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riznych qubith kvantového jadra (k€ Z,0<k < N), k pak budu nazyvat velikosti

kvantového registru.

1.1.2.2 Operator hustoty, smiSené stavy

Pfi studiu vlivu kvantového Sumu a dekoherence na vypocet kvantového
pocitace, ale o pro studium stavu kvantovych registri entanglovanych s qubity, které
nejsou jejich soudasti'® je nezbytné zavést pojem (stavové) matice (operatoru)
hustoty p stavu k-qubitového registru: operator hustoty p k-qubitového registru je
pozitivné-semidefinitni operator ﬁ:Czk —~C*, ktery ma jednotkovou stopu, tj.
Tr p =1. Z této abstraktni definice vyplyva, Ze existuje (nikoli jednoznaéné uréena)
baze b ortonormalnich Cistych stavi k-qubitového registru

b= {|q/l>‘ ie {0; I;...;2% —l}} takova, ze lze psat

pLE|

p = Zpi|V/i><Wi
im1

; ®)

kde p; > 0 odpovidaji pravdépodobnostem, ze dany k-qubitovy registr bude nalezen
ve stavu'' |l//i> , z pozadavku jednotkové stopy p tak plyne ptirozeny vztah pro

pravdépodobnosti p;

' Tj. stav kvantového jadra v takovém piipadé nelze napsat jako direktni soudin stavii

uvazovaného k-qubitového reistru a (N-k)-qubitového podsystému.
' Je tieba se vyvarovat omylu, e kvantovy registr popsany operatorem hustoty /5 je mozné

(po méteni provedeném na vSech qubitech registru) nalézt pouze ve stavech baze b, nebo, Ze tyto jeho

mozné Cisté stavy jsou n¢jakym zplisobem preferované. Kvantovy registr popsany operatorem hustoty

O muiiZe byt (v zavislosti na charakteru méfeni — uvazujme vSak jen ta provadénd na vSech qubitech

k
registru) nalezen v libovolném stavu |l;/> eC? , <l;/ |l;/> =1 s pravdépodobnosti

plw)l = (wlpw). (10)
je-li tato nenulova.

11



2 =1 )

Obsahuje-li suma nezapornych cisel (9) jediny ¢len (oznacme jej p;), tj. p; =1 (a
n . . , . v s 2k

tedy p = |l//><l//| ) je k-qubitovy registr v cistém stavu |y/>eC ,<y/|y/>=l a

matice hustoty tak predstavuje pouze alternativni zptisob reprezentace tohoto stavu'.

Obsahuje-li suma (9) vice nenulovych s¢itanct fekneme, Ze dany kvantovy registr se

nachazi ve smiseném stavu." Lze ukazat, Ze vy$e zminéna definice nezavisi na

zvolené béazi diagonalizujici'* matici hustoty p, podobné jako na bazi nezavisi

pojem stopy a tedy ani nasledujici definice €istého a smiSeného stavu:

Definice 2: Cisty a smiSeny stav

Bud p operator hustoty popisujici stav kvantové-mechanického systému.

Pak plati vzdy
Tr(p?) < 1. (11)

Plati-li vztah (11) s rovnosti, tj. Tr (ﬁz)z 1, pak p popisuje Cisty stav. Plati-li ve

vztahu (11) ostra nerovnost, tj. 7r (/32 <1, pak p popisuje smiSeny stav.

Operator hustoty pro jediny qubit

Lze ukazat, ze operator hustoty p pro jediny qubit lze zapsat ve tvaru

), (12)

Qs>

p = %(f+?-

"2 Narozdil od reprezentace stavovym vektorem zde neni volnost ve volbé globalni fize.

13 Popis smiSeného stavu pomoci jediného vektoru v Hilbertové prostoru narozdil od stavu
Cistého neni mozny.

' Cisty stav lze charakterizovat také jako stav, kterému odpovida operitor hustoty
s jednorozmérnym nosi¢em (tj. podprostorem na kterém je jemu odpovidajici kvadratricka forma
kladna pro nenulové vektory), kdezto smiSenému stavu odpovida operator hustoty s vicerozmérnym

nosi¢em.
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kde / je jednotkovym operatorem na prostoru C° a 7 € R* je vektorem realnych

¢isel, jehoz norma spliiuje
7| < 1. (13)

Lze ukéazat, Ze pro rovnost ve vztahu (13) ziskame p odpovidajici Cistému stavu,
ktery je az na piipadny faktor globdlni fdze popsatelny pomoci stavového vektoru
(3), kde thly 8 a ¢ maji vyznam sférickych uhli popisujicich orientaci vektoru 7

v prostoru tak jak je naznaeno v Obr. 2'°. Zobrazeni pomoci Blochovy sféry tak lze

' Lze ukazat, Ze operator hustoty [5 :C? = C? lze kromé tvaru (12) psat také ve tvaru
p = p, P [ﬁ] + p_ P [17], (14)

kde 13+ [l_i ] je projektor na vlastni funkci operatoru & [l_i ] = (L_l . é ) odpovidajici vlastni hodnoté +1
(ozna¢me ji ketem |G[L7 ]= +l> ), }A)_ [L? ] je pak projektor na vlastni funkci stejného operatoru
odpovidajici vlastni hodnoté -1 (ozna¢me ji ketem |G [z_[ ] = —1> ), vektor # je jednotkovy vektor
stejného sméru jako vektor 7 ve vyjadieni (12) (tj. u =7/ |l7 | ). Pro koeficienty p, a p. pak plati 0 <

p- < py <1 anavic:

1 - 1 -
p. = 5(1+|r), p. = 5(1_|r|)- (15)
To znamena, ze l1ze také psat
p = p.loli]=+1)cla]=+1] + p_[ol]=-1){cla]=-1| (16)

a koeficienty p. a p_ odpovidaji pravdépodobnostem v rozvoji (8). Pii odvozeni lze s vyhodou vyuzit
snadno prokazatelného faktu, Ze projektor na char.podprostor operatoru & [L? ] = (ﬁ -5) (pro vlastni

hodnotu +1) ma tvar pravé strany (12), kde namisto vektoru 7 figuruje jednotkovy vektor 1 .
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pfirozené rozsifit 1 na smiSené stavy s tim, ze smiSenym staviim odpovida vnitfek

Blochovy sféry'®, kdezto &istym staviim jeji povrch (hranice).

1.1.2.3 Qutrit a qudity

Tak jako teorie klasické informace znd jednotku trit — odpovidajici tfem
moznym klasickym stavim — 0, 1, 2 (popfipadé -1; 0; +1), lze v kvantové teorii
informace zavést analogicky pojem qutritu, tedy systému, ktery se mize nachazet ve
ttech navzdjem plné rozlistelnych (tzn. ortogondlnich) stavech (bdzi pro né¢ budu

tislovat podle vyvazené trojkové soustavy'’), tj. lze jej popsat normalizovanym

ketem ‘(p(a>> eC’, <(p(3) ‘(p(”> —1
“P(3)> = a,l-1) + o|0) + ay,[+1), (17)

kde a.;, ap a o+ jsou komplexni rozvojové koeficienty vektoru ‘(p(3 )> vzhledem ke

0),

kanonické (,,vypocetni) bazi {|-1),

+l> }, které s ohledem na normalizaci

spliuji

5 o[ = 1. (18)

j=-1

Podobné jako v klasické teorii informace, ani v piipadé kvantové teorie informace
nepiinds$i pouziti qutritd (popt. quditl pro vyssi d, viz nize) zadné kvalitativni
zlepSeni a jedna se tak pouze o jiny zpiisob reprezentace informace. Nicméné se
ukazuje, Ze praktické realizace qutritli byvaji robustnéjsi vzhledem k dekoherenci

[11]. Pfim& manipulace kvantovych hradel s qutrity vSak byvad naro¢nd (proto se

A

1 Vietng pocatku odpovidajici ,,maximalné smisenému* stavu qubitu /3 =1.
7 Také v souvislosti s jednou z moznych realizaci qubitii, qutriti a dalich quditd pomoci
projekce spinu rozlisitelnych mikrosystému do pevné zvoleného sméru (,,3. osa“), kdy qutrit odpovida

spinovym stavim ¢astice se spinem S'= 1.
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obvykle vyuzZiva entanglementu s qubitem na ktery dané kvantové hradlo ptsobi
[12]).

Podobnym zptisobem jako byly zavedeny qubit a qutrit mizeme hovofit
obecné o quditu, tj. systému s d moznymi ortogonalnimi stavy, tj. stavovém vektoru
v d-rozmérném komplexnim Hilbertové prostoru . Naptiklad ¢lanek [13] popisuje
experimentalni realizaci quditu pomoci supravodivé fadze pro d = 5. Pro qudity lze

odvodit podobné vztahy a podobnou reprezentaci jako v ptipadé qubitti.

1.1.2.4 Klasické a kvantové vypocetni modely

Turinguv stroj

V nasledujici definici popiSi Turinglv stroj. Pro pfiblizeni definice vSak
uvadim tento kratky avod — Turinglv stroj M si lze predstavit jako mechanické
zatizeni sloZené z Cteci/zapisovaci hlavy H, pasky P (na jednom konci ukonéené, na
druhém nekonecné) pro ulozeni informace ve formé symbolll z mnoziny I" (péska je
rozdélena na policka, kazdé policko obsahuje pravé jeden symbol'®). Specialnim
symbolem je ,,prazdny symbol“ b € I" odpovidajici prazdnému policku pasky.

Pod ,stavem* si lze ptedstavit pétice (n;, si, 52, m, n,), kde n; je pfirozené
Gislo &islujici stavy'’, s; € I' oznaduje ptipustny obsah na pasce pied vykonanim
zapisu, s, € G oznacuje obsah, ktery ma byt na pasce po vykonani zapisu, m € {L,
R} (popt. {L, R, N}) oznacuje jakym smérem se ma Cteci/zapisovaci hlava H
posunout (L = left — na policko vlevo od soucasného, R = right — na poli¢ko vpravo
od soucasného, popiipadé¢ N = no shift — cteci/zapisovaci hlava se neposune).
Konec¢né, n, oznacuje ¢islo nasledujiciho stavu po stavu n;.

Mnozina @, piipadné mnozina Q spole¢né s pifechodovou funkci O tedy
pfedstavuje/i seznam instrukci pro préci hlavy H na pasce P. Na zacatku je Turingv

stroj v pocatecnim stavu gy € QO s hlavou H na prvnim policku pasky. Na zakladé

' Mezi ,,symboly* timto fadim i prazdny symbol b € T, ktery oznacuje prazdné policko.
19 Ztejmé& bude mnozina Q pro dany Turingiv stroj obsahovat pro dané nl pravé ||S||+1 pétic,
aby byl Turinglv stroj pfipraven reagovat v daném stavu na vSechny mozné symboly, které mize

hlava H pftecist z obsahu pasky.
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kombinace obsahu pasky s a takové pétice (n(qo), s1, S2, m, ny), Ze s; = s provede
hlava zapis s, na soucasné (prvni) policko, posun m a z mnoziny Q se vybere
instrukce (pétice) s prvnim ¢islem rovnym n, a takovym druhym symbolem, jaky je
na soucasném policku pasky, ..., tento proces se opakuje az do okamziku, kdy je
aktudlnim stavem jeden z mnoziny F' < Q. Pak béh Turingova stroje konci.

Ptechod ze stavu do stavu nemusi byt zajiStén pomoci prvniho a posledniho
Cisla pétice z O, ale prvky O mohou byt trojice (s;, 52, m) a ptechody mezi nimy bude
definovat pfechodova funkce o, kterd kazdému stavu z Q, ktery neni finalni (nepatti
do F) pfifazuje jiny stav z Q. Popiipad¢ 1ze do defini¢niho oboru a oboru hodnot
funkce vlozit i informaci o symbolu na soucasném policku pasky pied vykonanim
instrukce, po vykonani instrukce a o ndsledném pohybu hlavy H. Pak stavy z O
nejsou trojice, pétice ani jinak strukturované objekty, ale Cisté navzajem rozliSitelné
prvky abstraktni mnoZiny (jako je tomu v definici 3).

Smyslem béhu bylo na zdkladé algoritmu rozepsaného do instrukci QO

(poptipadé instrukci ulozenych v Q a ) zménit informaci zapsanou na pasce P.

Program Finite State

" Control
—_— TN
r\ﬁ\____{_
Read/Write
Head
Tape
Dlo|1]1]1|0[1|0]0|1]1]0 cee —p

Obr. 3: Turinglv stroj. Tape = paska P, symbol P> € ¥ < I' oznaduje zadatek pasky,
»Read/Write Head* = hlava H, ,,Program* je seznamem instrukci (n;, si, 52, m, ny),
popsanym v druhém odstavci kapitoly ,,Turingliv stroj* a ,,Finite State Control* je
zafizeni, které instrukce vykondva. Ilstrace byla ptevzata z [14] (str. 123, kapitola

,Models for computation”).
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Definice 3: Klasicky Turingtv stroj (Hopcroft a Ullman, 1979)

(Jednopaskovy) Turingiv stroj M je usporadanou sedmici M = (Q, I, b, %, 9,
q0, F)a kde

O je konecnd, neprazdnad mnozina stavii

I' je konecnd, neprazdnd mnozina symbolii abecedy pro zaznam na pasce

b € I' je ,prazdny symbol“ (jeho vyskyt na pasce je pfipustny nekonecnékrat
v libovolném okamziku vypoctu)

2 < I' \ {b} je mnoZinou vstupnich symbola

qo € Q je pocate¢nim stavemTuringova stroje

F < O je mnozinou koncovych stavii

0 O\FxI'— QxIx{L, R} je,parcidlni funkci* nebo ,,pfechodovou funkci, kde

71z , 20
L odpovida posunu na pasce doleva a R posunu doprava“.

Poznamka 1: O ptechodové funkci 6

Pro dal$i zobecnéni definice Turingova stroje je vhodné definovat

ptechodovou funkei 6 jako zobrazeni

0. (Q\FxI')yx(QOxI'x{L,R}) —> 7, (19)

kde Y je v ptipadé odpovidajicimu pfedchozi definici 3 dvouprvkovou mnoZzinou {0,
1} a 0 zpoznamky 1 tak odpovida charakteristické funkci mnoziny dané jako
podmnozina kartézského soucinu defini¢niho oboru ¢ z definice 3 a oboru hodnot
funkce 0 z definice 3, tj. mnozinou vSech prvku tvaru (x, &x)), kde x € Ds, kde Ds je

definiénim oborem & z definice 3.

%% Existuji i varianty, pfipoustéjici instrukci ,,N* (,,No shift“, tedy ,,zadny posun ¢teci hlavy®).

Toto doplnéni vSak nevede k principidlnimu zvySeni vypocetni sily Turingova stroje.
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Definice 4:  Pravdépodobnostni Turinglv stroj

Bud' Ty Turingiiv stroj dle ptedchozi definice 3, pouze piechodova funkce
necht’ je definovana zptisobem uvedenym v poznamce 1, kde ov§em mnozinou Y
bud interval <0; 1>. Funkéni hodnoty ptechodové funkce pak maji vyznam
pravdépodobnosti ptechodu a béh vypoctu je pravdépodobnostni — piesun ze stavu

do stavu se déje nahodné s pravdépodobnosti danou funkci o.

Poznamka 2: Podminka lokalni pfipustnosti pravdépodobnosti

Aby byla existence T dle predchozi definice 4 realisticky pfipsutna, je nutné
predpokladat, ze (v dal$im pro jednoduchost ozna¢im Q\F = Qp) plati V(oy, q1) € Or
x I

> 5(c,,q,,0,q,d) = 1. (20)

(o‘, q, d)e OxI'x{L,R,N}

Tato podminka tik4, Ze soucet pravdépodobnosti prechodu z libovolného

nekoncového stavu do vSech ostatnich stavli musi byt roven jedné.

Poznamka 3: Pojem konfigurace

Kromé pojmu ,stavu® pouzitého v definici Turingova stroje a uzite¢ného
k praktickému popisu vykonavani instrukci hlavou H na péasce P Turingova stroje je
vhodné zavést pojem stavu odpovidajiciho celému obsahu pasky (resp. té jeji
nejkratsi Casti, kterd je béhem dané tfidy vypoctl zaplnéna symboly z QF), pozici
cteci hlavy na pasce. Takovy ,,stav budu oznacovat (v souladu s terminologii v [15])

jako ,.konfiguraci®.

Definice 5: Kvantovy Turingiiv stroj

Kvantovy Turingtiv stroj lze definovat zobecnénim funkce 6 z definice 4.

Uvazujme piechodovou funkci o
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o: (O\FxT)x(QxTx {L,RY) = Cepso, 21)

kde C<j.;> je mnozinou vSech komplexnich Cisel z € C, Ze jejich absolutni hodnota
|lz| € <0; 1>, tedy lze psat z =r exp(i ¢), kde ¢ € Ra 0 <r < 1. Hodnoty pfechodové
funkce a tentokrat neuddvaji pravdépodobnosti prechodu mezi stavy, ale amplitudy
pravdépodobnosti. Pravdépodobnosti ptfechodu pak odpovidaji ctverci absolutni
hodnoty odpovidajici amplitudy. Pravdépodobnost nalezeni Turingova stavu v dané
konfiguraci je vSak dana nikoli souctem pravdépodobnosti riznych cest k této
konfiguraci (v ramci stejné hloubky zanofeni ve vypocetnim stromu [15]), ale
ctercem absolutni hodnoty sou¢tu pravdépodobnostnich amplitud. To vytvaii pole
pro moznost vzniku konstruktivni i destruktivni interference a stim spojenou
moznost feSeni vypocetnich tloh efektivnéji nez v ramci klasického Turingova stroje
(at’ jiz deterministického, nebo pravdépodobnostniho) a jemu ekvivalentnich zatizeni

(klasicky pocitac) [15], [16].

Klasické a kvantové logické obvody

wevr

Turinglv stroj, nebo vypocetni strom [15], [16] model logického obvodu [14] (str.
129). V klasickém ptipadé logicky obvod sestavd z vodorovnych car (,,vodic¢t‘)
jdoucich v diagramu zleva doprava a odpovidajicich logickym bitim (prvkim
dvouprvkové mnoziny {0, 1}), pfes n¢ jsou v diagramu obvodu nakresleny odelniky
(,,boxy*) odpovidajici logickym hradlim, tedy boolovskym funkcim s obecné k-
vstupnimi bity a /-vystupnimi bity (viz nize (22))

£ o1} - {o,1}. (22)

V ramci klasickych logickych obvodi obvykle pozadujeme, aby obvod byl
sacyklicky“, tedy aby se ,vodi¢e* ,nevracely (pokud budeme vnimat chod
logickym obvodem zleva doprava jako chod (pfi zpracovani informace) v Case). Je
vSak umoznéno, aby vodice koncily v ur¢itém hradle, nebo aby byly v urcitém bodé

,rozvétveny* (operace FANOUT ma charakter boolovské funkce f(x) = (x,x) (f: {0,
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1} — {0, 1}%) a zajistuje pravé toto). Na pocatku vodi&t (zcela vlevo v diagramu)
lze vepsat oznaceni, které odpovida vstupnim bitovym hodnotam a na vystupu (zcela
vpravo) pak ocekévat vystupni bitové hodnoty.

Kvantové logické obvody se lisi od klasickych logickych obvoda absenci
,mrtvych konci®, absenci operace FANOUT (viz ,,No cloning theorem* [14], [15]) i
charakterem logickych hradel — kvantova logickd hradla odpovidaji pouze
bijektivnim operacim a tedy pro né vzdy plati k£ = / (kvantova logicka hradla maji
také obecnéjsi charakter nez jen bijektivnich boolovskych funkci — jde o unitarni
operatory na prostoru daného poctu qubitll). Zvlastnosti kvantovych logickych
obvodl je dale fakt, Ze jednotlivé vodi¢e v nich nemuseji v daném misté vypoctu
(charakterizovaném polohou na pravolevé ose) nést pouze informaci ,,0° nebo ,,1%,
ale libovolnou superpozici téchto dvou hodnot odpovidajici stavu qubitu. A jelikoz
stav N-qubitového systému je v obecném piipad€ neseparabilni, tj. nelze jej vyjadrit
jako jediny direktni soucin stavl jednotlivych qubitli, pro plny popis stavu v ramci
kvantového pocitani bychom si museli pfedstavit superpozici obecné vétsiho
mnozstvi kopii daného logického obvodu s riznymi oznacenimi pro vodi¢e v daném
,misté¢ vypoctu” (charakterizovaném polohou na pravolevé ose). Dalsi zvlaStnosti
kvantovych logickych obvodl

Ptiklady logickych obvodu lze nalézt v [14], [15], [16], ale i1 dale v této praci.

1.1.3 Operace na kvantovém jadfe

1.1.3.1 Casovy vyvoj, interakce a unitarni transformace

1.1.3.1.1 Schrodingeriv obraz

Schrodingertiv, Heisenbergeriv a Interakéni (Diracliv) obraz jsou rizné
formulace kvantové teorie, které poskytuji stejnou statistiku vysledki méfeni (danou
souciny operatori pisobicich na hilbertové prostoru H a stavovym vektorem ze
stejného prostoru (operatorem hustoty na stejném prostoru)), pouze se lisi rozdélenim
casového vyvoje popisu fyzikadlniho stavu (tj. stavového vektoru, popf. operatoru
hustoty) kvantového systému a popisu operatorti fyzikalnich veli¢in. Mezi symboly

pro operatory, stavové vektory a matice hustoty v jednotlivych obrazech budu
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rozliSovat hornim indexem ,,(S)“, ,,(H)* a ,,(I)*, pouze v ptipadé¢ Schrodingerova
obrazu budu horni index vynechévat.

Ve Schrodingerové obrazu jsou operatory explicting casoveé nezavislych
fyzikdlnich veli¢in Casové nezavislé a stavovy vektor se vyviji v Case unitarnim
zplisobem (tj. mezi stavovym vektorem ve dvou riznych Casech lze piejit pomoci

unitarni transformace).
X , , . v s , , e .1 21 -
Casovy vyvoj uzaviené¢ho kvantového systému v Cistém stavu |1;/> je

popsan pomoci (nestaciondrni, Casové) Schrodingerovy rovnice
oly)

ih—' = H
ot

V), (23)

kde 7 = 1.054 571 726(47)-10°* I's je redukovana Planckova konstanta, i je
imaginarni jednotka, ¢ je Cas a H hamiltonian studovaného systému (linearni
hermitovsky operator odpovidajici klasické hamiltonové funkci (coZz pro vétSinu

systémll znamena zaroven ,,celkové energii®)) s poc¢ate¢ni podminkou
w=1)) = |w,) € H, (24)

kde obvykle pozadujeme, aby |w0> byl navic nenulovy (nulovy vektor vektorového
hilbertova prostoru H nepopisuje zadny fyzikalni stav), popiipadé¢ dokonce
normalizovany (normalizace zjednodusuje fadu vyrazl).

Ekvivalentem pro uzavieny kvantovy systém ve stavu (Cistém ¢i smiSeném)
popsaném operatorem hustoty p (pozitivné semi-definitni operator s jednotkovou
stopou pusobici na hilbertové prostoru H studovaného kvantového systému) je

kvantova Liouvillova rovnice

in2P - a5 (25)

1 Kde |l;/>=|l//(t)>eH Vte<t0 ;+OO) , kde H je Hilbertdv prostor daného

kvantového systému.
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kde lﬁ , ;SJ = Hp-pH je komutitor operatori H a p . Casovy vyvoj podle
rovnice (23) lze zapsat také pomoci unitdrniho evolu¢niho operatoru U (z‘l,l‘2 ), ktery

ma dva parametry — Casy ¢#; a ¢, a popisuje tak transformaci stavového vektoru v case

t; na stavovy vektor v Case f, podle rovnice (26). Je ziejmé, ze evolucni operator

musi splnovat (27), kde I je operator identity na H a podminku tranzitivity (28), ze

které pak plyne (29).
Ul.0)v() = |win). (26)
Ult,t,) I, (27)
Ult,,t,) Ult,ot,) = Ult,,t,), (28)
Ult,,t,) = U™ (1,.1,). (29)

Vzhledem na poZzadavek zachovani normy stavového vektoru bchem casového

vyvoje
<‘l/(t2)|‘//(t2)> = <‘//(t1)|0+(tlatz)l}(tptz)h//(tl» = <l//(t1)|l//(t1)>a (30)

musi také platit
U (t,t,) = U'(t,.t,), (31)

tedy U (t,,2,) musi byt unitarni pro libovolnou dvojici ast #; a . Plati-li, Ze

hamiltoniany H zrovnice (23) pro rizné casy komutuji (pfipoustim tak ptipad
explicitné ¢asoveé zavislého hamiltonidnu), 1ze pro evolu¢ni operator napsat explicitni

vyraz

<

(i) = T exl{_%j ﬁ(f)dt], (32)



kde T je operator Gasového uspoiadani ** . Pro Gasové explicitnd nezavisly
hamiltonian H se pak vztah (32) redukuje na

O(t,.1) = exp(_ ﬁ.(f_to)j. (33)

1
h

Analogicky vztahu (26) (vychazejicimu zrovnice (23)) lze formulovat podobny
vyraz také pro Casovou zavislost operatoru hustoty p (odpovida pak rovnici (25)),

tedy

plt,) = Ult,t,)p(t,) U (1.1,). (34)

1.1.3.1.2 Heisenbergeruv obraz

V této formulaci kvantové teorie jsou stavové vektory staciondrnich stavi
Casov€é nezavislé, tedy ‘W(H)(t» = ‘W(H)> = konst. Vt , ale operatory

jednotlivych fyzikalnich veli€in z&viseji na ¢ase podle rovnice

04"
ot

Lao) = [mar] +

(1), (35)

kde & A"/ ot odpovida explicitni Casové zavislosti operatoru. Podobné jako
v piipad¢ Schrodingerova obrazu i zde lze s vyhodou pro popis asového vyvoje (zde
operatort fyzikdlnich veli¢in) pouzit evolu¢niho operatoru (ktery spliiuje podminky

linearity, unitarity a vlastnost (27)) a lze pak psat

22

7:(121(1‘1)2[(12)) = 0 (Zl _tz)"a(tl)"a(tz) * 9(12 _tl)"’a(tz)"’a(tl)’ (36)
kde 6(x) je Heavisideova funkce (skokova funkce), ktera je nulova pro zaporna x, rovna jedné

pro kladna x a jeji hodnota v nule je povétSinou irlevantni s ohledem na to, Ze je pouzivana obvykle

jako disktribuce. Pro ucely nasi definice ji pro x = 0 polozme rovnu 1/2. Znaménko zavisi na

charakteru operatoru A , jde-li o operator fermionicky, pouZije se dolni znaménko, pro bosonicky se

pouzije horni znaménko.
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A = U'(ty,0)- A () Uty 1), (37)

snadno se ukaze, Ze ¢asovy vyvoj stfednich hodnot operatoru A, stejné jako Casovy
vyvoj pravdépodobnosti zméfeni moznych hodnot jemu odpovidajici fyzikalni
veli¢iny jsou stejné ve Schrodingerové i Heisenbergerové obrazech (a také
v Diracové€ obrazu, viz niZe), tj. plati

) -

A

y ll/> _ <W(H)

ANy ), (38)

v (i), (39)

pouze v piipadé Schrodingerova obrazu evolu¢ni operator U v (39) vystupuje na

pravé strané jako disledek vyvoje ketu i bry |w>, kdezto v ptipad¢ Heisenbergerova

obrazu vystpuje evolu¢ni operator U v (39) jako dusledek casového vyvoje

operatoru A podle rovnice (37). Pokud si zvolime referenc¢ni €as ¢y, pak lze psat
(@) = Ulet)y™), (40)
AN = U (t,,0)A U (t,,1). (41)

1.1.3.1.3 Interakcni (Diraciiv) obraz

Interakéni obraz je formulace kvantové teorie ve které je Cast Casové
zavislosti zahrnuta do vyvoje stavového vektoru a ¢ast do vyvoje operatori pro
fyzikalni veli¢iny. V limité nekone¢né slabé interakce pak prechdzi Interakéni obraz
v Heisenbergliv obraz. Uvazujme rozdéleni hamiltonianu ve Schrodingerové obrazu

ve tvaru

A9 = B9 4+ A9, 42)
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kde If]és ) je ¢ast, ktera je vzhledem k naSemu popisu ,,trividlngj$i (napf. explicitné

casove nezavisla, popisujici ,,volny systém®, apod.), H ) pak odpovida ,,interakéni
¢asti“ (odtud nazev). Vzhledem k tomuto rozdéleni je pak definovan Interakéni obraz

takto — stavovy vektor v interakénim obrazu je dan vztahem

7 (S)
‘\If %) (t)> = exp [i H}‘; t} v (1)), (43)

kde |y (¢)) je stavovym vektorem ve Schrodingerové obraze. Odtud (43) plyne, Ze

pro ¢asovou zavislost operatorti musi platit

A a® . Jagsl
AV @) = exp[i 7‘2 t}A(t)-exp[—i ]; t}, (44)

kde 4 (t) je operator ve Schrodingerové obraze a tedy jeho ¢asové zavislost znamena
moznou explicitni ¢asovou zavislost (napiiklad zévislost na vné&j$im klasickém
Casoveé zavislém elektrickém nebo magnetickém poli). Specialné pro ¢leny rozdéleni

hamiltonianu (42) poskytuje vztah (44)

. I:[(S) . I:[(S) .

Hél) = exp[iTotJ.HéS) ~exp[—i ;l t| = HéS), (45)
. lj[(S) . ]:[(S)

HI(I) (t) = exp (1’ TO tJ.HI(S) -exp [—i 7(; ¢, (46)

coz vytva explicitni €asovou zavislost i v piipadé, ze H'!® na Case pivodné

nezavisel (pokud ¢leny rozdé€leni (42) spolu nekomutuji).
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1.1.3.2 Unitarni transformace kvantového jadra

1.1.3.2.1 Vyznam unitarity kvantovych hardel

Jak bylo ukazano v ptfedchozi kapitole, uzavieny kvantovy systém se mezi
libovolnymi dvéma Casy vyviji unitdrnim zplsobem (stavovy vektor v jednom cCase
je dan unitarni transformaci stavového vektoru v druhém c¢ase). Tento unitarni vyvoj

miZze byt teoreticky ,.kontrolovan® naptiklad aplikaci vhodného vnéjsiho pole, t;.
hamiltonian odpovidajici kvantovému jadru bude obsahovat &len H'" (¢), ktery bude

prendsoben funkci Casu s kone¢nym nosicem.

Digitalni kvantové pocitace funguji praveé timto zpiisobem — stav kvantového
jédra je podle souboru instrukci podrobovan unitarnim transformacim daného typu (a
méfenim v kanonické bazi), viz obr. 1. V pfipadé¢ analogovych/adiabatickych
kvantovych pocitacii se stav kvantového jadra méni spojitou zménou hamiltonidnu
odpovidajicitho kvantovému jadru (a méfenimi v kanonické bazi). Déle se v textu
zabyvam pouze problematikou digitalnich kvantovych pocitact.

Unitarni transformaci kvantového jadra o N qubitech odpovidd unitarni

operator

U. ¢ - c¥, (47)

je vhodné zavést také unitdrni operatory na podprostorech mensi dimenze (nez 2)
odpovidajici n-qubitovym registrim (v souladu s terminologii pouzivanou v teorii
informace budu tyto operatory oznacovat jako ,,hradla®). Piisobi-li unitdrni operator

na n-qubitovy kvantovy registr a (pak jej ozna¢im n-qubitové hradlo, kde n € {1; 2;

3; ...; N}), mohu psat
O,: € - C7, (48)

odpovidajici unitarni transformace kvantového jadra pak je

A

Uu = U[a]®i[ac], (49)
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kde 7 [»] Je operator identity piisobici na kvantovy registr b. Registr a® pak oznaduje

»dopln€k* registru a, tedy pravé vSechny qubity kvantového jadra, které nejsou

zahrnuty v kvantovém registru a.

1.1.3.2.2 Pseudoklasické funkce

Pro kaZzdou bijektivni boolovskou funkci f :{0; 1}" - {0; l}" Ize definovat
odpovidajici n-qubitové hradlo (aplikovatelné na libovolny n-qubitovy registr)

vztahem?*

U, i) = |foH), (50)

takové n-qubitové hradlo oznacuji ,,pseudoklasickou funkci“. Restrikce na bijektivni
boolovské funkce neni nezbytna, pokud uvazime moZznost operatoru pusobit na veétsi

pocet qubitdt. Pak lze implementovat libovolnou boolovskou funkci

g: {0;1}" - {O; l}k pomoci n+k-qubitového hradla U .2 spliyjiciho

U210, ®10), = 1)), ®lg()), (s1)

kde nt+k qubiti je rozdéleno na mn-qubitovy kvantovy registr a ,,vstupni registr
operatoru U c2 @ k-qubitovy kvantovy registr b ,,vystupni registr operatoru U g2 -
Operator podle vztaht (51) a (52) ponechava obsah kvantové registru a neménny.

Jedna z moznosti jak ,doplnit* plsobeni U,, na stavy odpovidajici nenulovym

bitovym hodnotdm registru b je
Uealh), ®l6), = 1)), ®lk®g(),, (52)

kde @ mezi dvéma Cisly méa vyznam s¢itani po jednotlivych bitech modulo 2.

 Kazdy linearni operator 1ze pIné charakterizovat pomoci jeho ptisobeni na bazové vektory.
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Dale budu pro pusobeni hradel na kvantové registry pouzivat vypocetni
model kvantového logického obvodu, kde jednotlivé qubity jsou znazornény
vodorovnymi carami a hradla na né ptlisobici pomoci obdelnikii pfes (nckolik)

vodorovnych ¢ar a pomoci spojeni mezi vodorovnymi ¢arami jiného typu. Obecné n-

qubitové hradlo U tak znazornim nasledujicim zptisobem uvedenym v obr. 4.

‘jn>n _— — U jn>n
]yl
‘j1>1 ﬁ j1>1

Obr. 4:  Obecné n-qubitové hradlo plisobici na n-qubitovy registr (tfi tecky
znéazornuji n-3 vodorovnych ¢ar odpovidajicich ptipadnym dal$imu qubitim. j,, j,.;,
... j1 mohou ¢islovat kety kanonické baze stejné tak jako mohou oznaovat néjaky
jiny normalizovany vektor z C°. Schéma zahrnuje i stavy, které nejsou produktové
tim, Ze plati obecné pro vSechny kombinace stavii jednotlivych qubiti a pouzité

operace jsou linearni.

1.1.3.2.3 Vyznamna hradla

1.1.3.2.3.1 1-qubitova hradla

Pro dalsi ucely podstatna 1-qubitova hradla jsou Pauliho matice (5) spole¢né

s identitou 7 (53)-(56)

Q>
M1l

R X 0 1
XENOTEGIE( J (53)

Q>
M1l
M1l
Q
M1l

Y 5 0 —i 54)
v ;o) (
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5 Lo 55)
z o 0 _1 > (

. (1 oj
I = o, = , (56)

Q>
IIl
N>
IIl

IIl

operatory rotaci (57)-(59)

R > /2)  —isin(¢/2
R, (¢)Ee><p(—i§6x} = cos(¢p/2)- 1 —isin(p/2)-6, = [_‘;"Sjr(l‘/’(d)/)z) cosslr(l¢)((//)2) )J

(57)

cos(p/2) —sin(p/2)
sin(¢/2) cos(¢/2) )’
(38)

éy (¢)56Xp(—i%6yj = cos(¢/2)-f—isin(¢/2)-c§y = (

N S

exp(—i¢/2) 0
0 exp(iqb/Z)}

(59)

Iéz (qb)zexp(—i 62} = cos(¢/2)of—i sin(¢/2)~éz = (

a dalSimi vybranymi operatory, jako je Hadamardlv operator/hradlo H (60)
(plisobeni Hadamardova hradla na vektor kanonické baze |x>, X € {0; 1} popisuje
vztah (61), ktery je velmi vyhodny pro zobecnéni pro vice qubitt), n/8 hradlo T (62)
a fazové hradlo S (63), obecngjsi varianta ptredchozich dvou hradel pak ma tvar

vV (¢) (64) a lze ji oznacit jako ,,podminénou zménu faze*:

1 (1 1
_ E(l _J, (60)

q

), 61)

Y o= XD
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oo ! 0 62)
B (0 exp(in/ 4)} ’ (

n 1 0

$ = (O J (63)
\ 10 o

70 = [y one)) = 0EIR0) (64

Lze ukazat, Ze libovolnou unitarni 2x2 matici lze zapsat ve tvaru

A

U = Ula,By,8) = €°R.(a)R,(B)R.(y), (65)

kde realné proménné «, 3, y a 0 jsou uhly z intervalu <0;27r). Rovnice (65) se ¢asto

oznaCuje jako Z-Y rozklad 1-qubitového hradla. Analogicky se hvoii o Z-X

rozkladu, nahradi-li se
R,(B) = R.(x/2)-R.(B)-R. (-7/2), (66)

pak lze po substituci (a ndleZitém pfejmenovani nové proménné na jeji ptivodni

oznaceni :-)) a — o+ /2, y — y— n/2 psat

A

U = U.,(0.py.8) = € R ()R (B)R() (67)

dokonce lze ukazat, Ze libovolné 1-qubitové hradlo 1ze psat ve tvaru

A

U = Uﬁrﬁ(aaﬂ”}/’S) = eiﬁfeﬁ(a)'ém(ﬁ)'kﬁ(?’)a (68)24

**V souladu se vztahy (57)-(59) pokladam

>
=)
—
=
~
IIl

exp[—i%(ﬁ-é)j = cos(¢/2)-1 - isin(¢/2)~(ﬁ-é), (69)
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kde 7 a m jsou libovolné nerovnob&zné jednotkové vektory v R’ (tj. libovolné
navzajem riizné sméry). AZ na (pro stav nepodstatny) fizovy faktor e’ % mohou byt
vSechna jednoqubitova hradla vniména jako operatory rotaci qubitového stavu
(popsaného vektorem 7, viz obr. 2) na Blochov¢ sfére.

Vsechny vySe zminovand hradla maji stejné schématické znazornéni pomoci
obdelniku pfes jedinou vodorovnou ¢aru odpovidajici 1-qubitovému registru na ktery

pusobi (v obdelniku je napsdno oznaceni hradla (viz leva strana (53)-(68)), viz obr. 5.

~ ~

v)— U — U

V)

Obr. 5: Schématické znazornéni 1-qubitového hradla U namisto symbolu ,,U zde

muze byt oznaceni libovolného 1-qubitového operatoru (53)-(68).

1.1.3.2.3.2 2-qubitova hradla

2-qubitova hradla lze rozdélit na separabilni a neseparabilni. Separabilni 2-
qubitova hradla jsou ta, ktera lze zapsat jako soucin 1-qubitovych hradel. Pro ucely
dalsi diskuze jsou zajimava pouze neseparabilni 2-qubitova hradla (také lze o nich
hovotit jako o ,entanglujicich hradlech”, nebot jejich plisobenim na vhodné
produktové stavy vznikaji stavy entanglované).

Velmi obecnym hradlem je ,kontrolované U* nebo také ,podminéné U*.
Piisobi na dva registry — 1-qubitovy ,,podminkovy* nebo ,.kontrolni* registr ¢ a 1-
qubitovy registr ¢ ,,cilovy“. Jeho funkci lze popsat tak, ze je-li registr ¢ ve stavu ,,0

je na registr ¢ aplikovana identita, je-li registr ¢ ve stavu ,,1“ je na registr ¢ aplikovana

1-qubitova unitarni operace U,na registr ¢ je aplikovana vzdy identita.

A

Ucjie]

¥, 8)y), = |x), ®0"

y),, xe{0:1}, (70)*

kde é je vektor Pauliho matic (4).

»V tomto zépise samozieimé x=0= U' =1, a x=1 = U"'=U .
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U = 10).00L.®1 + ).(1,®U, (71)

O i er < (2] 0) _ jlik o o foy
clr.e 2 - ol U “ o o iUn U, ‘10>
O O i Dr2] br22 ‘— > (72)26

x), . x),

— o |—o

»),

Obr. 6: Schématické znazornéni 2-qubitového hradla ,,podminéné U “ namisto
symbolu ,,U* zde mlze byt oznaceni libovolného 1-qubitového operatoru (53)-(68).
Uvazujeme-li pro qubit registru ¢ vstup ve tvaru kanonické baze, 1ze pak vystup

snadno formulovat tak jak je uvedeno vyse.

Specidlnim ptipadem je pak hradlo A (¢, a, 0) pochazejici z praci [17, 18], to
je samo o sob¢ postacujici pro konstrukci Deutschova hradla D (0), parametry ¢, o a
0 jsou uvazovany jako iraciondlni ndsobky m a iraciondlni ndsobky ostatnich

parametrl (to umoziuje pomoci sklddani operatorti vygenerovat celou fadu hradel

pro rtizné hodnoty parametri).

10 0 0
. 0 1 0 0
Y| 0) = A A , 73
(¢.,6) 0 0 e“cos(d) —e*sin(6) (73)
0 0 —ie®sin(0) e cos(0)
A (¢0,a0,90) = zgl(d)o,nao mod 27, n6, mod 27r), (74)

¢ Cervend jsou vyznateny ptipady, kdy je kontrolni registr ve stavu 0 a aplikace hradla

neprobiha, zelené pak ptipady, kdy je kontrolni registr (jemu odpovidajici index je barevné podtrzen)

ve stavu | a hradlo U je aplikovano na cilovy registr.
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Jinym specidlnim piipadem ,podminéného U* hradla je CNOT
(,,kontrolované not®, ,,podminéna negace*), kde U = NOT = X a tedy jej v kanonické
(,,vypocetni) 2-qubitové bazi lze zapsat jako (75), kde kvantovy registr odpovidajici

prvnimu qubitu je kontrolni a kvantovy registr odpovidajici druhému qubitu je

cilovy.

00) [01)[10)[11)

I 00 0)]00)

_ _ iep - [LEo) _ |lo_1fo offon

CNOT = XOR = [[®X = 05 = {67050 o)

0 0ol1 ol|i1) 75)
), ? . — % i %),
=1 =2, ),

Obr. 7: Dvé ruzna schématickd znazornéni 2-qubitového hradla CNOT. Tradi¢né se

pouziva spise to vpravo.

DalSim dilezitym 2-qubitovym hradlem je ,,SWAP* hradlo, které, pisobi-li na
dvojici kvantovych registrii provede vymeénu jejich obsahtl (nejen jsou-li v kanonické
bazi), tedy spliuje (76), ma v kanonické bazi tvar (77) (pro vétsi ptehlednost
neuvadim nékteré nulové elementy matice) a schématicky se zndzorfiuje dvéma

alternativnimy zptsoby uvedenymi v obr. 8.

swap(y)®8)) = |#)®ly)  vw)lg)eC?, (76)

SWAP = |00)(00|+|11)(11]+]01)(10] +[10)(01| = (1) (1) . ()

33



x) [») x)
) ) ) — s

Obr. 8: Dvé rizna schématicka znazornéni 2-qubitového hradla SWAP.

1.1.3.2.3.3 3-qubitova hradla

Za vyznamna 3-qubitova (neseparabilni) hradla lze povaZovat Deutschovo

hradlo D (0) (80) jehoz specialni variantou je Toffoliho hradlo T, ' (81) a podminény

SWAP (Fredkinovo hradlo) F (82).
Bud' n=j =1, pak:
D)

n,j>®il%x(9}k> = icos(6/2) n,j,k>+sin(0/2)

n,j,k)= n,j,1-k) (78)

V jiném piipadé (n nebo j = 0), pak:

H(o)

i,jk)y="|i,j.k), (79)

neboli

D) = 1) (11| ®iR.0) + (-|11) (1] )7, (80)
Deutschovo hradlo je jednim z obecngjSich podminénych hradel s 2-qubitovym
kontrolnim registrem ¢ a l-qubitovym cilovym registrem. Toffoliho hradlo je

pseudoklasickou analogii Toffoliho hradla pouzivaného v klasické boolovské logice

a odpovida mu Deutschovo hradlo pro 6 = 7, tedy
T = D) = )1 @x + (i-|i) (1] )e], (81)

jde tedy o podminéné NOT-hradlo s 2-qubitovym kontrolnim registrem.
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F = [, ®swap = ______1}0 0 0 o] 01y
R I N R 100)
000 0| 01 101
00 00| 10 110}
000 0 1 \111>’ 82)
‘a>cl ‘ > ‘a>c1 ‘a>cl
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), —i RO R.®)"|c), e, & X e,
Obr. 9: Deutschovo hradlo D(6) Obr. 10: Toffoliho hradlo Tf
), ’ a),
‘b>rl ‘b>t1(a=0) ‘C>“( =
o), €)a(a=0) |b)(a=
Obr. 11: Fredkinovo hradlo F
1.1.3.2.3.4 n-qubitova hradla

Za vyznamné v této kategorii povazuji jen produktové hradlo ,,Hadamardovo

n-qubitové hradlo®. Je dano direktnim soucinem n 1-qubitovych Hadamardovych

hradel H (60), (61)

Hyy = ®L, Hypps (83)

35



g9 - Oen = 1----

1 [=1] [=T]

[+1][-1] [=1] [+1 ’ (84)
(1 (1 (23] [+1] [+1] [+1]
T =] (1] =1 [+ =
1] (1] [=1 (=1 [+1] [+1] I_ll
09 - AepO® - L----HH 1] [=1][+]]
V2
] C] E1 50 B B ED, )
H" = ®/_ H, (86)
1) = 3 )
AY]x) = D™ |), (87)
\/2_ny=0
kde x e y je nadsobeni dvou bindrnich rozvoju ¢isel x a y ,,jako skalarni soucin®
xey = 2y (88)
j=1

kde x; a y; jsou j-ta binarni cifra ¢isel x, resp. y (indexované od nejmén¢ vyzanmného

bitu po nejvice vyznamny).
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1.1.3.2.4 Mnoziny univerzalnich kvantovych hradel

Definice 6:  Univerzalnost mnoziny hradel pro vypocty na kvantovém pocitaci:

Kone¢nd mnozina unitdrnich hradel G se nazyva ,kvantové vypocetné
univerzalni“ (KVU), pokud kazdy kvantovy Turinglv stroj mize byt efektivné (v
polynomidlnim ¢ase vzhledem k délce svého programu) simulovén s ptedem pevné
danou (libovolné velkou) presnosti pomoci logického kvantového okruhu slozeného

z hradel vyhradné z G.

Cislo ptikladu G Dtikaz, reference
: (Tf,H } Y. Shi in 2002 [19]
: {A(p,0,0)} Barenco [17]"

Tabulka 1: Ptiklady KVU mnozin hradel G

Definice 7:  Evolu¢né univerzalni mnoZzina (hradel):

Koneé¢na mnozina unitarnich hradel G se nazyva evolu¢né univerzalni (EVU),

pokud pro kazdé unitarni hradlo®® U e C*" a kazdé & > 0 existuje posloupnost hradel

u, u,, .., 4, €Gapomocny stav |a> e C*" tak, aby platilo

x [O(y))®la) - 0,0,..0,(y)®a)| < e, (89)

ma
[lw)[=1

kde U ; je direktni souc¢in hradla #; plsobiciho na cilovy (z-qubitovy) registr a

odpovidajicich operatorti identity na zbylych n + p - ¢ qubitd. Po pomocném stavu

*" Deutsch, Barenco a Ekert [18] a Lloyd [20] navic ukézali, Ze ,,téméf jaké-koli“ 2-qubitové
hradlo je univerzalni.
** Definice hovoii o nekoneéné (konkrétné navic nespodetné) mnoziné hradel U vzhledem ke

v§em moznym konecnym hodnotam poctu qubitti na které ptisobi.
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|a> e C*" pozadujeme, aby byl efektivné (v polynomialnim ¢ase® vzhledem k p)

ptipravitelny z |0> = |00. . .0> e C* pomoci hradel z G.

EVU Mnoziny G se obvykle sestavuji z 1-, 2- a/nebo 3-qubitovych hradel. 2-
qubitova hradla jsou pro konstrukci EVU mnoZiny nezbytnd, ale ukazuje se, Ze
vhodné kombinace 1- a 2-qubitovych hradel jsou postacujici (3-, 4-, ... qubitova

hradla nejsou nezbytna).

Cislo ptikladu Gj Dtikaz, reference
1 {f)(@)} Deutsch [21]
2 { g(¢, a, 9)} Barenco [22]
3 (T, S, H} Shor [23]
4 { C(S) ) Kitaev [24]
5 {CNOT, H, T} Boykin et. al [25]
6 {cNoT, H, T, S} [16]

Jsou dan¢ EVU mnoziny G slozeny z hradel které mohou operovat ve fault-
tolerant rezimu. Napiiklad rotace o iraciondlni nasobky m tuto vlastnost nemaji,
nicméné, Shor ukazal, Ze mnozina G3 a CSS opravné kody mohou tolerovat O(1/log*
t) mnozstvi neptesnosti a dekoherence na hradlo (¢ je mald konstanta, ¢ pocet hradel)
za cenu polylogaritmického nariistu velikosti obvodu [26], [27]. MnoZiny G; pro j >
3 jsou fault-tolerant také. Zejména dilezita je v tomto ohledu posledni mnozina, kde
byt T2= S je hradlo S pfiddno nezavisle pro sniZzeni nakladi pifi implentaci
opravnych kodl na kvantovy Sum.

Lze snadno ukdzat (pomoci Gaussovy eliminace a Givenovych rotaci), Ze
libovolné n-qubitové hradlo lze zapsat jako slozeni ne vice jak O(n°4") 1- a 2-

qubitovych hradel.

1.1.3.3 Obecna méfreni v kvantové mechanice

Pro problematiku kvantovych pocitacii je vhodné zavést obecnéjsi varinatu
postulatu o méfeni v kvantové teorii. Tak, aby tento zahrnoval i situace, kdy jsou

méfeni neopakovatelnd (pravdépodobnost zméteni dané hodnoty na stavu po jejim

** Tim se mysli s pouzitim maximéalng polynomialniho poétu hradel z G vzhledem k p.
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prvnim zméfeni je mens$i nez 1) a kdy kety odpovidajici rliznym zméfenym
hodnotdam dané pozorovatelné nejsou ortogonalni (dalezité napiiklad pii feSeni

otazky rozlistelnosti neortogonalnich stavil).

Postulat 1: O méreni

Bud’ |l//>EH normalizovany *° ket zhilbertova prostoru H. Bud

M = {]\;I .| me y} mnozina operatort (linearnich a puasobicich na hilbertové

prostoru H) méteni pozorovatelné M, jejiz mozné (navzdjem rizné€) hodnoty r,, jsou
indexovany indexem m probihajicim neprazdnou indexovou mnoZinu .

Pozadujeme, aby platilo (,,relace Giplnosti pro operatory mefeni®)

ZM;Mm = 1, (90)*!

me

pak jsou pravdépodobnosti zméfeni hodnoty r,, dany vztahem

p() = (V) 1)

systém se po zméteni hodnoty 7, odpovidajici indexu m nachazi ve stavu

v,) = —=£, (92)

protoze po méfeni se systém miZe nachdzet jen ve stavech odpovidajicich
vysledkiim méfeni s nenulovou pravdépodobnosti, je vyraz (92) definovan pro

vSechny ptipady, kdy ma praktické pouziti.

“yly) = L. (94)

31 Operator I je identita na prostoru H.
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Poznamka 4: Pravdépodobnosti jsou nezaporné a s¢itaji se do jednotky, nebot’ plati

2

; (93)

v)

i)
~

s

N—
Il

<W\M;Mm

) - .

]

i

o
|

> MM,

me

Y (v, at,

me me

w> = <w w> = (yly) = 1,

(95)
Poznamka 5: Stavy po méfeni jsou dle (92) normalizované.

Poznamka 6: Postulat pro stavy popsané operatorem hustoty p €e H ® H
(Trp=1, <% |;3| X> >0, ‘v’| X> e H )>*. Pravdépodobnosti p(r,) jsou nyni dany

vztahem (96) a stav po zméteni hodnoty odpovidajici indexu m je dan vyrazem (97).

() = S pll) - 3
_ = 3wl )
plr, ; pl\r, i IZ:; Pi <W,‘ m M|V , (96)
= nloi s, p) = i, pai;)
v . . oAy
lsm = Z p(l rm )Mm ll/1><l//’ |M’; = Mm pMm (97)

1.1.3.4 POVM méreni

V situacich, kdy pro néas navic neni pfili§ podstatny stav systému po méfent,
ale pouze pravdépodobnosti moznych vysledki méteni lze proces méteni definovat
pomoci sady pozitivné-definitnich (tj. spliujicich (98), odtud nézev ,,Positive-

Operator Valued Measurement, prostor stavll bud’ hilbertliv H) operatort { Em| m e

u} takovych, Ze splituji relaci uplnosti POVM-elementt (99).

N
** Dale budu uvazovat v odvozenich zipis P = Z D; |l// i><l// [| pro libovolnou bazi
i=1

diagonalizujici P .
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x) = 0, Vy)eH, (98)

SE o= (99)

Pak pravdépodobnost zmeétfeni hodnoty odpovidajici indexu m pro stav

popsany normalizovanym ketem |q/> € H je dana vztahem (100) a pro stav popsany

pozitivné-semidefinitnim operatorem hustoty (s jednotkovou stopou) pe H ® H

dana vztahem (101).

(v

Tr(E, p). (101)

A

E

m

p(r,) w> : (100)

()
1.1.3.5 Projektivni méreni

Projektivni méfeni jsou ta méfeni popsand postulatem 1, kde operatory M ”
jsou ortonormalni bazi projekénich operatorit na H (proto je budu dile oznacovat

jako 13m ), tedy splituji

PP = 5,P, (102)
jsou hermitovské, coz zjednodusuje relaci (90) na (103) a (91) na (104)

> pho=1, (103)

me

plr) = (v|2v). (104)

kde p(7,) je pravdépodobnost, ze vysledkem méfeni pozorovatelné M bude hodnota

rm. Stavy po projektivnim meéteni jsou pro rizné hodnoty indexu m na sebe navzajem
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kolmé. V souvislosti s projektivnimi méfenimi se zavadi také piimo operator
pozorovatelné M, ktery je hermitovsky a ma tvar (105), 7, jsou jeho vlastni ¢isla a

projektory 13m jsou projektory na jeho charakteristické podporostory.

M = > rP. (105)

Pro stavy popsané operatorem hustoty p (pozitivné-semidefinitni, s jednotkovou

stopou, na H) pak plati zjednoduSend varianta (96), respektive (97)

A

plr) = 17(B,5), (106)

5, = . (107)
S Y

1.1.3.6 Vztah projektivnich a obecnych méreni

Snadno se ukéaze, Ze obecnd méfeni popsand v kapitole ,,1.1.3.3. Obecna
méreni v kvantové mechanice® jsou simulovatelnd (popsatelnd) jako méfeni
provadéna na slozeném systému (jeho hilbertliv prostor oznaéme H’) z ptivodniho
systému (odpovidajici hilbertiiv prostor bud’ H) a (,,pomocném®) subsystému jehoz
hilbertiv prostor Hy ma tu vlastnost, ze ur€ita jeho ortonormalni baze ma kardinalitu
odpovidajici kardinalit¢ mnoziny up a lze tedy jeji elementy pfiradit moznym
hodnotam indexu m.>> Pfed samotnym méfenim je pak na sloZeném systému jests

provedena obecnd unitarni transformace U mapujici stavy podle vztahu (111)

3 Tedy plati
H' = H®H,, (108)

Hy, = ({m)mepu}). (109)

kde <N > oznacuje linearni obal mnoziny vektora N.
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U: lv)®[0) — ZMm

me

y)®|m), (111)

pak lze ukazat, Ze projektivni méteni na prostoru H, charakterizované projektory

, (112)

tedy projektory I ®13m , kde ] je identitou na prostoru H. Unitarni transformace
(111) Ize také vnimat jako popis interakce métené¢ho a méficiho systému (jeho stavy
jsou pak praveé kety |m> ), respektive této interakci odpovidajiciho ¢asového vyvoje.
Béhem zminéného casového vyvoje dojde k entanglementu stavli méfeného a

méficiho systému a tak méfenim na méficim systému lze ziskat dany stav méteného

systému.

1.1.3.7 Méreni ve vypocetni bazi

1.1.3.7.1 I-qubitovy registr

Pozorovatelna piirozené spojend s qubitem (1)-(3) je ,,bitova hodnota qubitu®,

odpovida ji pak operator hermitovsky operator na hilbertové prostoru jednoho qubitu

-NeC*®C?, jeho maticova reprezentace v kanonické (nebo také ,,vypocetni‘) bazi

{|0>, 1>}métvar
vo= [0 (113)
o 1)
neboli
N = o-o)o] + 1] = [1)1], (114)
lw)eH, (yly)=1, U,M,cH®H, P, cH,. (110)
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vlastni vektory N jsou tedy vektory kannonické baze a vlastni ¢isla odpovidaji jejich
ozn¢eni — n = 0 a n = 1. Tato pozorovatelnd je uzce svazdna s pozorovatelnou
dvojnéasobku spinu ve sméru osy z (popisuji-li qubity spinové stavy Castice se spinem

1/2 ve standardni reprezentaci), respetive pozorovatelnou odpovidajici tfeti Pauliho

matici 6, = &, = Z,kterd mav kanonické bazi tvar
7 = [1 Oj =1 - 2N, (115)
0 -1
tedy
Z = |oyo| - |1y, (116)

)

Obr. 12: Schéma odpovidajici modelu kvantového logického obvodu znazoriujici
vodorovnou linku odpovidajici qubitu, nasleduje méteni a z méfici aparatury vychazi

linka odpovidajici bitu klasické informace (jeho hodnota je m)

1.1.3.7.2 n-qubitovy registr

Uvazujme nyni n-qubitovy kvantovy registr a. Pak pro né& zavadim

13

pozorovatelnou ,bitovd hodnota kvantového registru a s operatorem

Y

Ny, € H,® H|,j, kde H, je hilbertiv prostor odpovidajici kvantovému registru a

(tj. izomorfni C? ) jejiz vlastni vektory odpovidaji vektorim kanonické

(,,vypocetni®) baze registru a, tedy mnozing vektora

1) el.)®..e)

jako binarni Cislice jediného C¢isla j a pak bazi registru interpretovat jako

je{O;l}"}, kde j=(j,, 7, »..-»Jj,)» jk mizeme vnimat

{|J'>a‘f'e {0;1;..;2 —1}}, kde j = Z 27, » tedy
k=1
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i), =

Ju)®

Ju1)®...®j), (117)

Operator pozorovatelné lze pak psat ve tvaru

(118)

2"-1
N[a] = Z‘j.|j>a<‘ja'
j=0
Pfirozené, na obecném n-qubitovém registru a lze zavést pozorovatelnou
odpovidajici libovolnému hermitovskému operdtoru plisobicimu na tomto registru.
Jeho vlastni vektory mohou odpovidat direktnim souciniim jinych bazovych vektorii

pro jednotlivé qubity (napt. vlastni vektory Pauliho matic o, nebo o) nebo mohou

odpovidat entanglovanym staviim vice qubitl (napt. Bellova baze, GHZ baze, atd.),
apod. V praxi vSak postacuje provadét méteni vzhledem ke kanonické (,,vypocetni®)
bazi a je-li potieba, pfed mefenim provést unitarni transformaci odpovidajici Zddané
zméné baze (takto lze nahradit méfeni vzhledem k libovolné bazi métenim ve

vypocetni bazi).

1.1.4 Kvantovy algoritmus a klasicka ¢ast pocitace

Uspésnost kvantovych algoritmi spocivd v kombinaci tii dilezitych aspektd,
kterymi se kvantové zpracovani kvantové informace lisi od klasického zpracovani

klasické informace:

1. Superpozice

2. Kvantovy paralelismus
3. Entanglement
4. Interference

1.1.4.1 Superpozice
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Jak jiz bylo zminéno v ¢asti,,1.1.2  Stav kvantového jadra, qubit*, stav
kvantového jadra (kvantového pocitace) o N qubitech je obecné popsan superpozici
viech moznych 2" binarnich rozvoji odpovidajicich vypodetni bazi (direktni soudiny
kanonickych bazovych vektort jednotlivych qubitll), to umoziluje exponencialné
vetsSi prostor pro mozné zpracovani informace (v kvantovém jadie) v porovnani

s klasickym pocitacem.

1.1.4.2 Kvantovy paralelismus

Zakladem programovani je podminéné vétveni. Klasicky program si lze
predstavit jako strom (tj. cyklt prosty graf zobrazujici mozné stavy>* jako vrcholy a
pfechody mezi nimy jako orientované hrany (sméfujici od kotene)), zatimco klasicky
(deterministicky) pocitac¢ (jehoz modelem miize byt klasicky Turinglv stroj (TM))
prochazi jedinou vétvi a pravdépodobnostni Turinglv stroj (PTM) vpodstaté takeé,
kvantovy pocita¢ (reprezentovany Univerzalnim kvantovym pocitacem, t;.
Kvantovym Turingovym strojem (QTM) jako modelem) prochazi vice (nebo
vSechny) vétve soucasné. Je to déno linearitou operatorii v kvantové mechanice.
Kvantové n-qubitové hradlo (unitdrni operator plsobici na n-qubitovy registr N-

qubitového kvantového jadra) U tak pusobi na |l//> (5) podle vztaht

oN-n_y on_g

v) = 2 2 au

j=0 k=0

k), (119)

. 2N gng . N gn 2"
Uly) = 2 2 a,Ulik) = Z Z[Za,kUH]lJ, ),(120)

j=0 k=0

kde

Js k> oznacuje stav vypocetni baze odpovidajici n-bitovému registru nesoucimu
binarni zapis Cisla ka N-n-bitovému registru nesoucimu bindrni zapis ¢isla j,

A

U, , € C jeelement matice operatoru U ve vypocetni bazi registru na ktery pisobi.

** Je-li tentyz stav navitiven vice-krat je piesto zobrazen pokazdé novym vrcholem

vypocetniho stromu.
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Rozdil oproti klasickému vypoctu se snadno nahlédne, uvazime-li specidlni
ptipad unitdrniho operatoru U ato operator permutujici bazové vektory (takovy pak
implementuje uréitou reveribilni®> boolovskou funci f:{0;1}" — {0;1}"), ten pak

oznacime U PE

U, :

Jky = i f), (121)

restrikce na invertovatelné funkce lze obejit naptiklad s vyuzitim registru zbylych N-

n qubitl, uvazme N-n = p jako pocet bitl proménné obecné boolovské funkce
g:{O; 1}” - {O; 1}" , pak lze zavést unitarni operator U . Jeho akei na bazovych
vektorech jako

U -

g

ik) = |ik®g()), (122)

kde operator @ umistény mezi dvojici Cisel o n binarnich &islicich znaci jejich

sou¢et modulo 2" a tedy specialné plati

U -

g

70 = |, g())). (123)

Plisobime-li operatorem U . na jediny bazovy vektor | j, 0> dojde k vy¢isleni funkce

g pro jedinou hodnotu proménné j tak jako v piipadé€ klasického algoritmu (a tedy
k prichodu jedinou vétvi vypocetniho stromu). Pisobime-li ale na superpozici (124)
(pro jednoduchost uvazuji v linearni kombinaci jen stavy odpovidajici ,,resetovaném®
stavu  ®7_, |0> ,vystupniho* kvantového registru pro U . (dale, vramci

programovaciho jazyka QCL také oznacovany jako ,kvantova funkce®)), obdrzime

stav (125)

7, 0), (124)

21
v) = 2 a
j=0

** Bijektivni, tj. invertovatelnou.
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2P -1

n . 271
Uly) = Zoaj,ovglj,0> = Zoa,,olj,gu», (125)
j= j=

kde doslo jedinou aplikaci hradla U ¢ K,,vyCisleni hodnoty**® funkce g pro viech 27

moznych hodnot jeji proménné. Jedna se tak o paralelni prichod 27 vétvemi
vypocetniho stromu odpovidajiciho klasického programu.

Jinou ukdzkou kvantového paralelismu je aplikace podminénych kvantovych
hradel. Podmin&né hradlo U - pusobi opét na dva kvantové registry (nesdilejici
zadny qubit) — kontrolni (,,control, budu uvazovat, ze ma velikost a qubiti a
indexovat stavy jeho vypocetni baze indexem j € {0; 1; ...; 2“ - 1}) a cilovy (,,target®,
necht je b-qubitovy a indexovany k). Nejjednodussi varianta hradla U c Jje
definovéna tak, ze pravé tehdy kdyz obsahuje kontrolni a-qubitovy registr (a > 0)
samé jedniCky (tj. binarni zapis j = 2“ — 1) je na cilovy b-qubitovy registr aplikovan
operator U.c* > c¥, jinak je na cilovy b-qubitovy registr aplikovana identita,
identicka operace je vkazdém pfipad¢ aplikovana na kontrolni registr. Pro

podminéné hradlo U ¢ lze tedy psat

0. = (i, - QX0 )&, + [0),X0),|e0, (126)

*® Jedno vyhodnoceni funkce g v klasickém zpracovani informace vede k zjisténi funkéni
hodnoty pro jedinou hodnotu proménné j, pfi kvantovém zpracovani informace mizeme pomoci
jediného vyhodnoceni funkce g (jediné aplikace ji odpovidajiciho kvantové hradla) vytvofrit
superpozici stavli odpovidajicich vy¢isleni funkce g pro vice, popfipadé vSechny mozné hodnoty jeji
proménné. Uvozovky v textu jsou uvedeny z toho divodu, Ze piimocary piistup ke vSem funkénim
hodnotam neni mozny, nebot’ zméfenim p-qubitového registru pro proménnou j, nebo n-qubitového

registru pro vystupni proménou g(j) ziskdme vzdy jen jedinou funkéni hodnotu. Jak vSak bude
ukazano dale, je mozné, diky interferenci amplitud pravdépodobnosti piezasobujicich kety | j, g(Jj )>

shromazdit (aplikaci nevelkého poctu kvantovych hradel) nékteré informace obsahujici v sobé vice
(popf. ,,mnoho*) funk¢nich hodnot g do jediné amplitudy pravdépodobnosti a méfenim poté tuto

informaci extrahovat.
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kde f(n) je operator identity pusobici na n-qubitovy registr a |(l)a> je ket

odpovidajici stavu j = 2“ -1. Pro |1;/> e C”" vetvaru analogickém (119), tj.

W) = 3 3 aulielk), 121
Ize psat

Ucly) = jZijZaij /) ®|k), (128)

Ucly) = ZZ_MZ a,|)®k) + 2"—l>®jz_:aza_l,kl}|k>, (129)

j=0 k=

odkud je patrné, Ze narozdil od klasického algoritmu, kdy je tfeba smyckou

prochdzet postupné rizné hodnoty kontrolniho registru a podle jeho hodnoty

aplikovat nebo neaplikovat hradlo U na cilovy registr, v piipadé¢ kvantového

algoritmu neni smycky potieba, nebot aplikace podminéného hradla na vSechny

varianty zajist'uje tvar vinové funkce (127) a linearita operatoru U c-

1.1.4.3 Entanglement

Definice 8: Entanglement subsystémii A a B (Cisty stay sloZzeného systému).

Bud’ X,p kvantovy systém a 4 a B jeho jediné podsystémy. Hilbertlv prostor
Hyp odpovidajici systému X, bud separabilni, stejné jako Hilbertovy prostory
odpovidajici subsystémim A4 (H4) a B (Hp). Samoziejmé plati

H, = H,®H,, (130)
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Cisty stav systému X,z (popsany normalizovanym ketem|\y ) B> € H ;) oznac¢im jako

produktovy (nebo také separabilni), existuji-li stavy subsystémi 4 a B (popsané

normalizovanymi kety |1// A> eH,a |q/ B> € H ) tak, ze plati:

Vi) = [v)®lvs). (131)

Takové stavy systému Xyp, které nejsou produktové (vzhledem k subsystémim A a

v /3
B) ozna&im entanglované®).

Poznamka 7:  Charakterizace produktovych/entanglovanych stavli vzhledem ke

kanonické (vypocetni) bazi:

Bud’ |\V AB>€H 4z Stav sloZzeného systému dvou qubiti 4 a B. Ten lze
vyjadiit pomoci kanonické baze b vzniklé z direktnich soucini vektori kanonické

baze subsystémi: b = {|0) ®0); |0)® [1);]1) ®|0); [1)®|1)},

) = X Y al)elk). (132)

k=0 j=0

(4)
0

pak je stav |l// AB> produktovy pravé kdyz existuje Ctvefice komplexnich ¢isel f

B, B, B takova, ze o, = BB pro viechna (j,k)e {051}
Pozndmka 8: Entanglement jako fyzikalni fenomén

Entanglement stavli a vice subsystémli daného systému (v ramci n&jakého
jeho stavu) znamend, Ze méfeni na nich provadeéna jsou statisticky korelovana. To je
typicky ptipad v ptipad€, Ze subsystémy daného systému interaguji (hamiltonian
vnitinich stupiili volnosti daného systému obsahuje Clen zévisejici soucasné na

proménnych dvou a vice subsystému).

*7 Také hovoiim o entanglovani subsystémil 4 a B (tj. jedna se nejen o charakterizaci stavu

slozeného systému X3, ale také o vztah (stavil) podsystémt A a B v daném stavu Xz (|l// 4B > )
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Atom heliového typu

Jako priklad slozeného systému a jeho entanglovaného stavu uvedu libovolny
stacionarni stav vnitfnich stupniti volnosti atomu heliového typu (dvouelektronového
atomu). Tento systém se od systémil pouzitelnych jako kvantové jadro kvantového
pocitace lisi pfedevsim v tom ohledu, ze oba elektrony atomu heliového typu jsou
nerozlisitelné, coz by znemoznovalo aplikaci kvantovych hradel na konkrétni
subsystém. Druhou odliSnosti je, Ze niZze popisované Hilbertovy prostory
odpovidajici moznym staviim subsystémii ( L*(R’)®C? ) jsou nekone¢né-
rozmémé>® (narozdil od koneéného poétu stavii qudittl). Koneénd tieti odlisnosti je
pomérné silnéd interakce subsystémt, ktera brani dobré vnéjsi kontrole nad stavem
systému (coz je pozadavek pfirozeny pro kvantové systémy pouzitelné jako jadra
kvantového pocitace). Pfesto tento piiklad ukazuje, ze entanglement neni nic
exotického, ale naopak v ptirod¢ naprosto bézny jev.

Uvazme tvar plné nerelativistického hamiltonidnu vnitinich stupnid volnosti
atomu heliového typu v Born-Oppenheimerové ptiblizeni (133) a tomu odpovidajici

Stacionarni Schrodingerovu rovnici (134),

H = —AI—A2—£—£+3, (133)
n 7, ns
Hy,(7.7) = E v, 7), (134)

lze snadno ukazat, Ze operatory celkové energie H, permutace poloh elektront 11,

kvadratu celkového momentu hybnosti I, jeho tfeti komponenty iz , kvadatu

r . 39 & . v .7 O ros N v
celkového spinu™ S*, jeho treti komponenty S. a prostorové inverze P vsechny

¥ Teoreticky by vak bylo mozné zabyvat se jen spinovymi stavy kazdého elektronu. Prostor
téchto stavil je C° pro kazdy elektron. PouZitelnosti pro kvantové poéitani viak brani nerozlisitelnost a
silna vzajemna interakce.

% Operétor spinu k-té ¢astice do sméru i-té osy ma v bazi vlastnich funkci z-komponenty

spinu tvar poloviny Pauliho matice ptisobici na prostor spinovych stavi k-té ¢astice, t;.
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navzajem komutuji. Rovnici (134) mizeme vnimat jako obecnéjsi rovnici obsahujici
vlnovou funkci zavislou také na spinovych proménnych dvou elektronti (s, 52 € {-
172, +172}) -y, (171, Ty, S, ,sz) pies tyto prom&nné vyintegrovanou™.

Na vice-Casticovou vlnovou funkci zdvisejici na proménnych vice
nerozliSitelnych castic je tfeba jeSt¢ klast podminku (anti)symetrie vzhledem
k vzdjemné zadméné prostorovych i spinovych soufadnic dvou nerozliSitelnych

bosontl (fermiont). V tomto ptipadé¢ tedy pozadujeme
W_/(?l”_;z’sl’sz) = = W_/(?zaflasz,ﬁ)- (138)

. “ . . 41 -
VInovou funkci pozadujeme normalizovanou™ , tj.

+1/2 +1/2

vy - ¥ 8 [fwarsferar -1 am

sy =-1/2 s;=-1/2 p3p3

S ohledem na vy$e popsanou UMKO (Uplnou mnoZinu komutujicich

operétor) lze hledat vektory ‘y/ j> € Antisym (L2 (RH®C*®L* (R’ )®C2) tak,

= (k) gy alm)y [ _ = g(n) ¢ — o 4 2@
o, [Sj ) Sy ] = 006,,&u5", S, =58, +s87, (137

* Integrace pies diskrétni proménnou probihd jako soucet. Riizné hodnoty dvouhodnotové
spinové proménné odpovidaji indextim komponent vektoru v C° (prostor spinovych stupiiti volnosti

Castice se spinem s = .

<r1’r2’sz,1=sl’ Sz,2=s2‘ll/j> = Wj(rlar2a51asz)a (135)

(Alv,) =
**+1+1 1®1 + VLT 1+1 0®1 136
| sy sT™—st— |° il sy T |* 5
Vil e 0 ) o Vil o755 0 o (136)
- 1 1 1 0 T T | 0 0
+ Wj[rlgrz;'i'za_zj‘(oj@(lj + Wj(rlgrz,_za_zj'(lj@)[lj

41 . . , , , . oL . .
coz je ekvivalentni podminka podmince normalizovatelnosti, tj. konecnosti a nenulovosti normy.

Nebot je-li norma nenulova a kone¢na, lze jejim vydélenim ziskat normalizovanou funkeci.
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Hly,) = E ly,). (140)
Cly,) = L(L+D|y,), (141)
Lily,) = Mlw,). (142)
$’lw,) = 5,5, +D|y,). (143)
S.fv,) = Mg, lv,), (144)

Snadno nahlédneme, Ze S; = 0 (pro singletni stavy) nebo S; = 1 (pro tripletni stavy),
Ms; € {-S;; 0; +S;}. Lze ukazat, Ze vlnovou funkci lze pro ptfipad dvou elektrond a
spinové-nezavislého hamiltonidnu (133) psat jako soucin prostorové a spinové Casti
(145). S tim souvisi akce operatoru permutace castic, kterého jsou feSeni vlastnimi
funkcemi s vlastnim ¢islem +1 (symetrickd prostorova cast, antisymetrickd spinova
¢ast, tj. S; = 0, (146)) nebo -1 (antisymetrickad prostorova ¢ast, symetrickd spinova
cast, tj. Sy =1, (147))*.

ll/j(;:l”_;z,sl’sz) = ¢j(’71afz)'%(51,52)’ (145)
S, =0 = I¢,G.5h) = ¢,(.5) = +¢,F.5). (146)
S, =1 = I1¢,G.7) = ¢,G.5) = —¢,(,5). (147)

42 . T P v 7 ; , . P
Pro spinové ¢asti se s pomoci komutacnich relaci pro operatory spinu snadno odvodi:

S,=0, Mg, =0 = |y,) = %(mm - W), (149
S, =1 Mg, =0 = |x,) = %(mm + W) (149
S;=1 Mg,=-1 = |g,) = [\{). (150)
S;=1 My, =+1 = |g,) = |T)T). (151)

ze zapisu téchto spinovych ¢asti je patrné, Ze ty na pravé strané (148) a (149) odpovidaji
entanglovanym staviim (Ize snadno dokazat sporem), kdezto ty na pravé strané¢ (150) a (151)

produktovym staviim.
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Nyni ukézi, ze jak pro tripletni, tak pro singletni stavy plati, ze jejich
prostorovd C¢ast je nezbytné entanglovanym stavem vzhledem k podsystémim
nelektron 1 a elektron 2 a to kvili elektron-elektronové repulzi (tj. vzéjemné

interakci subsystému).

Lemma 1: Pokud pro prostorovou ¢ast dvoucasticové vinové funkce plati (146) ¢i

(147) a (152) a je normalizovanou vlastni funkci hamiltonianu (133)

lim ¢(7,7) = 0 V7 eR’, (152)

n—n

pak ¢ neni jedinym soucinem dvou jednocasticovych funkci (tj. produktovym

stavem) @i(7,) (7, ).

Diikaz: Sporem. Necht' ano, pak z podminek (146) ¢i (147) a nenulovosti sou¢inu
plyne, Ze ¢; a ¢, by musely byt a? na multiplikativni fazovy faktor shodné® a tedy
vysledkem limity by byl vyraz [¢:(7, )] (az na fazovy faktor), ktery by byl nulovy
v celém R’. Pak by oviem byla funkce ¢; nulova v celém R’ a tedy i ¢ by byla

identicky nulova — pak by ov§em nemohla byt normalizovanou vlastni funkci (133).

Pro tripletni stavy plyne splnéni pfedpokladu lemmatu 1 piimo ze vztahu
(147) a spojitosti vinové funkce. Pro singletni stavy je tieba splnéni piedpokladu
lemmatu 1 ukdzat dosazenim (133) do (134) a diskuzi limity jednotlivych clent

vzniklé rovnice pro 7, — 7, :

{—AI—2—Z}wj<a,?z>+{—Az—z—z}w,@,a) {i—E,}w,(a,fz): 0,(153)
7, V.

1 2 12

prvni a druhy ¢len budou v této situaci a pro nenulovy vektor 7, obecné urcité

konec¢né hodnoty zavislé na 7, ale tfeti ¢len je dan soucinem vyrazu, ktery v limité

.7 ’ . v ’ S roxz e DI ’ r o v
* Kuriézni alternativa, Ze ¢, bude nenulova pravé v té &asti R’ ve které bude ¢, nulova miize

byt vyloucena s poukazem na symetrii rovnice (134) a oscila¢ni vétu.
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nabyva hodnoty +oo a vlnové funkce. Je tedy patrné, Ze aby rovnice platila i v limitg&,
je tieba, aby platilo (152) (pro ¢ = P), tj. byla spInéna podminka lemmatu 1.

Z uvedeného plyne, Ze vSechny stacionarni stavy atomu heliového typu
odpovidaji entanglovanym prostorovym castem vlnové funkce. Entanglement je

béznym rysem vSech stacionarnich stavll v kvantové chemii.

Obecna molekula

Pro nejhrubéjsi ab initio aproximaci vlnové funkce (elektronového problému)
se zpravidla uvazuje ,nejoptimalnéj$i“ antisymetrizovany produktovy stav
jednoelektronovych funkci (Hartree-Fockova metoda). Dfive pouzivand Hartreeho
metoda uvazovala pouhy soucin jednoelektronovych funkci, tj. pfimo produktovy
stav.

Ukazuje se, Ze pro zjisténi (pro ucely praktického vyzkumu dostatecné
pfesné) energie stacionarniho stavu (jeji ,,absolutni® hodnoty), ale i1 fady dalSich
vlastnosti (a pfedevsim pak energetickych rozdili riznych geometrii molekuly, nebo
soustav molekul) je nezbytné jit za rdmec Hartreeho, 1 Hartree-Fockovy metody a pfi
feSeni stacionarni Schrédingerovy rovnice se neomezovat na aproximaci vlnové
funkce vySe popsanym zplisobem. Hovofime o nutnosti zahrnout ,.elektronovou
korelaci“ a rozdilu pfesné nerelativistické energie (skutecné hodnoty vlastniho ¢isla
(elektronové ¢asti) nerelativistického hamiltonidnu molekuly) a energie ziskané
Hartree-Fockovou aproximaci fikdme ,,Korelacni energie®.

Entanglement je tedy v kvantové chemii dlouho zndm jako jev elektronové

korelace a pozorujeme jej u vSech studovanych systémii.

Entanglement a kvantové algoritmy

Entanglement je nezbytnou soucasti kazdého kvantového algoritmu
vyuzivajiciho vice nez 1 qubit, ma-li tento poskytnout n&jaké relevantni urychleni

vypoétu oproti klasickym algoritmim pro dany problém™.

* Prace [16] (str. 40, Lemma 3.2.4.) ukazuje, e kvantovy Turingiv stroj bez entanglementu
mize byt simulovan na klasickém Turingove stroji v linearnim case (vzhledem k Casu po ktery trva

vypocet na kvantovém Turingove stroji).
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Entanglement umozniuje distribuci informace uloZené v amplitudach
pravdépodobnosti mezi jednotlivymi subsystémy kvantového jadra kvantového
pocitace a stoji za exponencidlnim mnoZzstvim amplitud pravdépodobnosti a jejich
sdileni vSemi entanglovanymi qubity (proto Ize danou informaci ziskat méfenim
libovolného z dané mnoziny qubiti). Jak-koli je hlubsi vyzkum entanglementu teprve
v zacatcich ([14], [15], [16]), divody, pro¢ hraje tak velkou roli v kvantové teorii

informace jsou (alesponl v hrubsich obrysech) snadno intuitivné formulovatelné.

1.1.4.4 Interference

Spole¢né s moznosti superpozic, kvantového paralelismu a entanglementu je
interference zdrojem mozného piekondni vypocetni efektivity klasickych pocitact
jejich kvantovymi analogy. Interferenci se v této souvislosti rozumi fakt, Ze soucet
pravdépodobnosti, ze dand konfigurace (odpovidajici v ptipad¢é kvantového pocitace

kombinaci stavu kvantového jadra |1;/> kvantového pocitate a stavu vypocetniho

procesu (konkrétni fadce vseznamu instrukci odpovidajicich kvantovému
algoritmu)) ¢, bude dosazena z riznych vypocetnich cest / (pro /-tou cestu oznacim
tuto pravdépodobnost p'’ e <0; 1> (a bude pro ni platit (154), kde a!” € C<y.1>) je
komplexni amplituda pravdépodobnosti piechodu) je obecné jiny nezli celkova
pravdépodobnost dané konfigurace v daném okamziku vypocetniho procesu, kterou

oznacim p,, plati pro ni vztah (155).

2

P = o, (154)
2
p. = |2 o) (155)
1
Pokud plati
: 2
a2 D>, (156)
1 1
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w45

hovotime o ,konstruktivni interferenci“™, pokud naopak plati (157), hovotfime o

,,destruktivni interferenci‘.

2
2

< Z ‘af)

li

(157)

5o

Jak je poznamenano v [16], jev konstruktivni interference lze pozorovat i
v pfipad¢ pravdépodobnostich Turingovych stroji (pokud pfifadime jednotlivym
pravdépodobnostem jim odpovidajici amplitudy rovné odmocnindm, obdrzime ve
vztahu (156) pro pfipad pravdépodobnostniho Turingova stroje rovnost)).
Destruktivni interference je, nicméné, pro kvantové algoritmy (a jim odpovidajici
kvantové Turingovy stroje) charakteristicka a je jednim ze zdrojii potencidlné vétsi
vypocetni ,sily* (schopnosti feSit nckteré ulohy v dramaticky krat§Sim case)
kvantovych pocitact oproti klasickym pocita¢tim.

Ukazkou destruktivni interference miize byt naptiklad dale podrobné
studovany algoritmus Phase Estimation (ve své neiterativni verzi, kdy je destruktivni
interference snadnéji nahlddnutelnd, vtéto praci viz ¢ast ,,Algoritmus PEA I,
presnéji jde o krok ,,3)“, kdy je aplikovana kvantova Fourierova transformace na m-
qubitovy registr a a v pfipad¢, ze pfed zahdjenim algoritmu druhy v algoritmu

uvazovany kvantovy registr b (o / qubitech) obsahoval dostatecné piesny odhad

., , . I Al . . v o
vlastniho vektoru studované unitirni matice U € C**’, bude distribuce &tverct

absolutnich hodnot amplitud v rozvoji m-qubitového registru do vypocetni baze
velice uzkd, v optimalnim ptipadé (kdy se vychazi z pfesného vlastniho vektoru a
faze odpovidajici jemu odpovidajicimu vlastnimu ¢islu je pfesné€ popsatelna ve tvaru
y/2™) pijde o ,,1* pro jediny vektor vypocetni baze a ,,0° pro vSechny ostatni).

Dalsi ukdzkou destruktivni interference je krok ,,7)“ v kapitole ,,Deutschiiv-
Jozstv algoritmus®, jak bude popséno dale. Destruktivni interference umoziuje
,»shluknuti* informace z mnoha pravdépodobnostnich amplitud do jediné¢ (k ¢emuz

obvykle slouzi kvantova varianta (diskrétni) Fourierovy transformace, coz ptfimocare

* Neostrou nerovnost jsem pouzil v souladu s [16], pochopitelng, nastava-li ve vztahu (156)
rovnost, jde o zvlastni pfipad, kdy se interference v tom smyslu jak ji vnimame obvykle ve fyzice

nekona.
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vyplyvéa z vlastnosti, které Fourierova transformace md), ktera je v nasledujicim
procesu zmétena. Destruktivni interference tedy zchrafiuje jinak nepiijemny fakt, ze
ackoli kvantové pocitace umoziuji pracovat na vSech vétvich vypocetniho stromu
soucasn¢, po provedeni méfeni (coz je jediny zpusob jak ziskat vysledek vypoctu) se
nevratn¢ piesuneme do jediné znich. Nastésti, jeSt¢ pifed ndmi vynucenym
,kolapsem vilnové funkce* je mozné zachranit informaci z ostatnich vétvi vhodnou
transformaci (v ptipad¢ Phase Estimation Fourierovou v ptipadé Deutschova-Jozsova
Walls-Hadamardovou [28]-[30]) vedouci k destruktivni interferenci na vétSin€, nebo

vSech vétvich vypocetniho stromu.

1.2 Programovaci jazyk QCL

Programovaci jazyk QCL (Quantum Computing Language) je meta-jazyk
strukturou podobny jazyku C++ pro vypocty na klasickych pocitacich, avsak, navic
(oproti C++) obsahuje instrukce pro praci s kvantovymi registry a jejich méteni. Lze
tedy programy/algoritmy napsané v QCL pro tcel simulace kvantovych algoritmil na
klasickych pocitacich snadno pifepsat do kodu jazyka C++ s tim, Ze v ramci jazyka
C++ vytvotime objekty a metody odpovidajici kvantovym registrim, kvantovym
hradlim a méfeni ve vypocetni bazi. Podobng, QCL miZe slouzit pro piedstavu
jakym zpusobem budou programovany univerzalni/€jsi kvantové pocitate a jako
zaklad pro tvorbu programovacich jazykl pro tyto zafizeni.

Jazyk QCL je podrobné a Citeln€ popsan v publikaci [31], jak-koli uznavam, ze
by to bylo vhodné, z technicko-¢asovych diivodi zde podrobnéjsi popis jazyka QCL
neuvadim. Nicméné na vSech mistech v mé praci, kde se vyskytuji ptikazy z tohoto
jazyka jsou zaroven uvedena vysvétleni téchto piikazii ve smyslu kvantové teorie
(unitdrni operdtor, méfeni na kvantovém registru, pfiprava stava) a matematicka
formule popisujici zménu stavu kvantového jadra, pravdépodobnost ziskani urcitého
vysledku, atd. Pro lepsi nahled i na konkrétni ptikazy (uvedené obvykle modrym

pismem Courier New tuéné) odkazuji Ctenafstvo této prace na literaturu [8],

[31].
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1.3 Kvantové algoritmy

1.3.1 Vypocetni modely

Klasicky logicky obvod

V kapitole ,,1.1.2.4  Klasické a kvantové vypocetni modely* jiz byl zminén
model Turingova stroje. Jemu ekvivalentni a Casto daleko uzite¢néj$i je model
logického obvodu. V klasickém pftipad€ jsou v tomto modelu bity paméti pocitace
(odpovidajici polickliim na pasce Turingova stroje pro tu jeho variantu, kdy abeceda
2 ma 4 znaky — zaatek pasky P, 0, 1 a prazdné policko b) znazornény jako
vodorovné linky (¢i ,,vodice*) vedouci z pocatecniho mista, kde je jim pfifazena
vstupni (pocatecni) hodnota az do koncového mista, kde lze nalézt vysledek. Mezi
témito misty jsou zakreslena hradla (obdelniky s n¢kolika vstupnimi vodi¢i a
nékolika vystupnimi), vodice jsou vzdy navzdjem rozliSitelné a nevytvafeni zadné
cykly (nicméné, mohou byt vétveny operaci ,,Fanout”, nebo naopak spojovany
hradly jeZ maji menSi pocet vystupnich nez vstupnich vodicl). Lze ukazat, ze
s pomoci kombinace n€kolika malo univerzalnich hradel a vhodného poctu vodict
lze efektivné simulovat béh libovolného Turingova stroje a tedy libovolného

klasického algoritmu.

Kvantovy logicky obvod

Analogicky lze zkonstruovat model kvantového (logického) obvodu. Rozdil
spociva v tom, Ze jsou povolena pouze unitdrni (a tedy invertovatelnd) hradla a tak
pocet vystupnich vodic¢l (reprezentujicich tentokrat jednotlivé qubity) musi byt
shodny s poctem vstupnich vodicd. Dalsi odliSnost je v charakteru hradel a
nemoznosti vétveni vodi¢l u kvantovych obvodi — viz ,,No cloning theorem* nize.
Kromé reverzibilnich hradel je v pfipadé kvantovych obvodi pfipustna 1
nereverzibilni operace ,,méfeni, zndzoriovana v kvantovych obvodech ,,budikem*.
Tato operace ma vSak obecné za nasledek ovlivnéni stavu vSech qubitii, nikoli pouze

toho, ktery byl pifimo zméten. Za vstup do kvantovych obvodil lze bez Gjmy na

obecnosti uvazovat N qubitli ve stavu |0> , avSak, nelze tento, nebo jiny stav ur¢itému
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qubitu béhem vypoctu znovu ,,vnutit”. Kvantové obvody, na rozdil od klasickych,
nemohou obsahovat , mrtvé konce*.

Protoze hradla v kvantovych obvodech neodpovidaji boolovskym funkcim,
ale unitarnim maticim, existuji jiné mnoziny univerzalnich hradel nez v klasickém

piipadé.

1.3.2 P¥iklady kvantovych algoritmu

1.3.2.1 Deutschiv-Jozsuv algoritmus

Je dana n-bitova boolovska funkce f:{0;1}" —{0;1}, kterou dokaZeme
vycislit pro kazdou hodnotu proménné, ale nic dal$iho o ni nevime, jen to, ze mize
byt bud'to konstantni, nebo ,,vyvaZena* (rovna 0 na poloviné¢ domény a 1 na doplitku
A% {O; l}" ). Ulohou je rozhodnout mezi témito dvéma moznostmi. Klasicky algoritmus
potiebuje O(2") krokt, kvantovy pouze*® O(1).

Uloha mize byt formulovana jazykem obvyklym pro teorii

komunikace/kryptografii:

Algoritmus sestava z nasledujicich kroku:

1) Reset: |1;/> = |00-~-0>
2) Alokace n-qubitového registru a a 1-qubitového registru b:

qureg a[n]; qureg b[l]:

) = [00..0), ®]0),
3) Not(b):
) = [00..0), @D,

4) Hadamardovo hradlo na oba registry (Mix (a) ; Mix (b)):

v) — (®';:1 ﬁ(a[j]))(®ﬁb)|‘l’>

W) = o 1, @)1,

* T&chto O(1) kroku je viak vyjadieno pomoci O(n) elementarnich hradel/méfeni. Pocet

vy¢isleni funkce f samotné (obvykle se povazuje za nejvic naro¢nou operaci) vsak je O(1).

60



5) Vypocet funkce f pomoci ,oracle“ (realizace pifimého mapovani stavl

%), y® f(x)),) (£(a,b))

v, = [¥),

R 1 2" -1
U = x) Ol f(x)—|1® f(x
) > Ulv) = = X ), ol re)-[te sw)

W) = o 2 1), (o)~ ),

6) Dealokace registru

b (dale neuvadén)

W) > ) = =3 (),

7) Hadamardovo hradlo na registr a (Mix (a) ).

1 2"71 2”71 (x) + (xe
W) > Sttl) < 5 2 30,
¥ x=

=0

8) Méfeni na registru a (Meas (a,p))

Pravdépodobnost zméfeni hodnoty registru a = 0 (00...0) je dana vyrazem

: (158)

ktery je roven 1 pro f{x) konstantni** a 0 pro f(x) ,,vyvazenou“*’. To znamena, je-li

vysledek méfeni roven ,p = 0° algoritmus rozhodl pro variantu ,f konstantni®,

" Vyraz x e Y ma vyznam skaldrniho soucinu vektort bindrnich (bitovych) rozvojt (zapist)

celych Cisel x a y interpretovanych jako vektory. Tedy, bud x = Z X, 277 y= z Y; 2/ ,
Jj=1 j=1

pak xoy=z Xy
j=1

* Sumace obsahuje soudet 2" stejnych hodnot (+1 nebo -1) a p(0) je tak druhou mocninou
absolutni hodnoty (-1) nebo (+1).

* Sumace obsahuje stejny pocet hodnot +1 jako hodnot -1 (2" v obou piipadech) a jeji
vysledek je tak 0.
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v opaéném piipadé (je-li vysledek meéteni jaka-koli nenulova hodnota registru a)

Leece

algoritmus rozhodl pro variantu ,.f ,,vyvazend*.

I na prikladu takto jednoduchého kvantového algoritmu si lze ukazat principy

funkce efektivnich kvantovych algoritmi:

Krok 4 wvyuzivajici Hadamardovy transformace na n+1 qubitd (druh
zobecnéné diskrétni Fourierovy transformace) vytvari superpozici stavi (s

koeficienty stejné absolutni hodnoty).
Krok 5 vyuziva linearity unitarniho hradla U, : C* ®C* - C* ®C’ a

tedy umoznuje nalézt ,globalni*“ vlastnost funkce f pomoci jediné aplikace

kvantového hradla ji odpovidajiciho — tomu fikdme ,kvantovy paralelismus*. Tento

krok zajist'uje, Ze pocet volani funkce /" je v kvantovém algoritmu O(1), nikoli O(2").

Soucasné je po aplikaci hradla U , stav kvantového jadra v entanglovaném

stavu, ktery umoziuje sdileni informace z kvantového registru b v kvantovém
registru a.

Krok 7  vyuzivd destruktivni _interference ktomu, aby amplitudy

pravdépodobnosti bud'to u vektoru |00...0>a a nebo souCasné¢ u vSech ostatnich

vektorli vypocetni baze registru a nabyly nulovych hodnot. V nasledujicim kroku je

pak méfenim zjisténo, kterd z téchto dvou alternativ nastala.

Jak je patrné, Krok 7 vpodstaté provadi fourierovu analyzu funkce 2™*(-1Y®
a amplituda pravdépodobnosti pro hodnotu registru a = 0 tak odpovida fourierovu

koeficientu funkce 272(-1Y™ stojicimu pfed konstantni funkci z abstraktni fourierovy
bize B = {g,(x) = 27" [yelot.;2" ~1ff funkei A:{0;1) SR.

Je-li tento roven jedné (tj. ,,100%“ pro normalizované funkce), pak musi byt
konstantni funkce 2™*(-1Y", coz pro boolovskou funkci f znamena, ze musi byt
sama f konstantni. Je-li vySe uvadény fourierovsky koeficient nulovy, musi se
realizovat druhd moznost.

Deutsch-Jozstiv algoritmus je tedy algoritmem provadéjicim fourierovu

analyzu funkce.
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1.3.2.2 Kvantova diskrétni fourierova transformace

Definice 9:  Diskrétni Fourierova transformace (DFT) funkce

Bud’ zobrazeni »° f :{0; I;..;N —1} — C , pak diskrétni fourierovou
transformaci f, kterou ozna¢im F(f) nazvu zobrazeni F ( f ): {0; I...N —1} — C

pro které plati:

1 N-1 ] k
F(f) = — > f exp[—Zni—J. (159)
( )k \/ﬁ jZ() J N
Poznamka 9: Transformace f — F(f) je linedrni a zachovavéd skaldrni soucin
(definovany pro komplexni funkce nad N bodovou mnoZinou jako v prostoru C").
Lze ji tedy ptitadit unitdrni matici Uppr tak, ze plati (F(f))r = (Uprr f)i, kde na pravé
strané mé f vyznam sloupcového vektoru v CV s komponentami &islovanymi od & =

0. Pro elementy matice Uppr plati:
1 Jk 51
U = —exp| —2mi—|, 160
( DFT )k, \/ﬁ p( N j (160)

S ohledem na unitaritu’> Uppr lze pro matici inverzni diskrétni Fourierovy

transformace psat

% Pro snadngjsi znazornéni analogie s unitarni transformaci komplexnich vektori budu
oznacovat funkéni hodnotu f v bod€j € {0; 1; ...; N-1} jako f; a podobné& funk&ni hodnotu F(f) v bodé
k €{0;1;...; N-1} jako ((F(f)x

1V této souvislosti definuji komplexni funkce diskrétni proménné x € {0; 1; ...; N-1}
vztahem (161), kde N € Z" je kladné celé &islo a parametr f'(,,frekvence®) je zpravidla racionalni ¢islo
tvaru f'= p/N, kde p € {0; 1; ...; N-1}, poptipad¢ /= -p/N. V nekterych piipadech jsou dale pouzity i
funkce tohoto typu s redlnym parametrem f € <0; 1), poptipadé -f € (-1;0>.

Yy, () = ﬁ exp(2mix- f), (161)

>* Snadno se nahlédne, Ze plati
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_ 1 Jk
(UDIFT )k_/ = ﬁ CXp [4‘ 2 ]Tj ) (162)

Poznamka 10: Pro N = 2 odpovid4a matice diskrétni Fourierova transformace

matici Hadamardové transformace pro jeden qubit.

Definice 10: Kvantova Fourierova transformace (QFT) kvantového registru o n

qubitech.

Bud’

l;/> e C* (normalizovany) stav n-qubitového kvantového registru . Pak

Kvantova Fourierova transformace tohoto registru znamena piisobeni operatoru,

jehoZ maticové elementy odpovidaji vztahu (160) pro N = 2", tedy plati:

Ugrr| %), \/— Z exp[ ,,yjly% (163)
Pozndamka 11: Uvazujme, Ze plati

= 1 ¢ k(-1

kz;) DFT )k/ (UDFT kKl szo exp[— 2ni (5\7 )ja (164)

pokud j = [, je vyraz roven jedné. Pokud j # [ pouziji vztah pro ¢asteCny soucet mocninné

posloupnosti, tj. (165) a nasledn¢ fakt, ze 1iSi-li se j a /, 1iSi se o celé ¢islo (jsou to cela ¢isla). Tedy

plati (166)
. N
A 1- [exp [— 2r I(J_I)H A
« Jj#l 1 N j-leZ

N-1
z (UDFT)k_‘.(UDFT)kl = ; = 0, (165)
k=0 : N l—exp[— 27ri(]_l)j
N-1 .

DFT DFT)kl
k:O

; (166)

|
T =
|
S L
—
g~ T

S

o

|

[\

)
‘PV‘
N—
S’
—

1 Kkl
-Eexp[+27rzWJ} = 9,
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21
I WALE (167)
x=0
pak lze ukézat, ze
. 21
Ugrlv) = 2 (F(N), [¥), (168)
y=0

tedy: Kvantova Fourierova transformace znamena diskrétni Fourierovu transformaci

vektoru rozvojovych koeficienti do vypocetni baze.
Poznamka 12: Soucinovy tvar QFT

Jedno z moznych vyjadieni linearni transformace (163) je tzv. ,,soucinovy

tvar (175), kdy je vysledek piisobeni unitdrniho operatoru U orr D@ bazovy vektor

|j> = |j1,j2,...,jn> = |jn>® jn_1>®...®|j1> zapsan ve tvaru direktniho soucinu

stavil n-qubitového registru (Kvantova fourierova transformace neni produktové
hradlo (vyjadfitelna jako direktni soucin k-qubitovych hradel pro (obecng) rizné k <
n), ale jeji pstobeni na vektory kanonické baze vede k produktovym, nikoli
entanglovanym staviim registru na ktery pisobi).

Soucinovy tvar se snadno odvodi postupem niZze — bazové vektory kanonické
baze n-qubitového registru maji tvar (169), plisobeni operatoru inverzni kvantové

fourierovy transformace U é}T pak lze psat ve tvaru (170), kde Cislo £ ma binéarni

rozvoj (171) a sumace s oznacenim k; € {0;1}" znamena soucet pres viechny mozné

usporadané n-tice Cisel (k, ko, ..., k,) z mnoziny {0;1}.

J) =@ = Ugkrlj). (169)

/)= s dasees ) =] 1) ®1 1) ®...®

- S 'k 1 :
I e I P L e )
%, I=1

e{o0;1}”

(170)
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n

ko= > k2" = kk..k, (171)
=1

Sumand v (170) — tedy komplexni ¢iselny prefaktor 1 vektor kanonické baze
lze rozdélit na soucin (v piipadé vektoru direktni) ¢lent pro riizné / (oznacujici fad
v binarnim rozvoji (171)), to vede na vztah (172), ktery po dosazeni do (170) a
dosazeni obou variant (k; = 0 1 k; = 1) ve vSech soucinitelich mé tvar (173). Dale
uvazim, Ze pro hodnotu vyrazu exp(27 i P) je podstatnd jen zlomkova ¢ast P (tedy ,,P

minus celd ¢ast P*) a ze plati (174), odtud jiz ptimo plyne vztah (175).

exp[27rijzn: k, 211|k> = &, exp(27rijk] 2’1)|k1>, (172)
=1

Uge /) = 0, ([0) + explemij-27)1)), (173)

]"271 :j1 jz --------- jn72jn71 'jn

J 2= e, Jor e o

S ' , (174)

| isdasens i) = 2720V +exp (2700.5,)|1))@(0) + exp (27 0.5, ,j, 1)) ®---
®(|0) +exp(27i0.jj, ... j,)|1)) ’
(175)

Poznamka 13: Kvantovy algoritmus implementujici QFT a jeho realizace

pomoci jazyka QCL. Kvantovy logicky obvod odpovidajici QFT.

Ze soucinového tvaru QFT (175) se snadno odvodi potiebna sekvence 1- a 2-
qubitovych hradel jednoduchého tvaru (tj. Hadamardovo 1-qubitové hradlo,
kontrolované rotace okolo osy za SWAP operator). Je ziejmé, Ze pii konstrukci této
sekvence (resp. jejiho vyjadreni v podobé kvantového logického okruhu) je tieba

nejprve ,,zaCit odzadu (a pak sérii ne vice jak n/2 SWAP operaci prohodit potadi
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qubiti), tj. od posledniho qubitu napravo (175), ktery se tak vytvaii aplikaci hradel
na vstupni qubit | j1>. Ten se nejprve uvede do superpozice pomoci Hadamardova

hradla, (uvazime-li, ze plati (61), je dil¢i transformace (176)).

.o . AL . 1 o . .
|]1,]2,...,]n> — H[I]]I,]z,...,]n>= F(|O>+exp(27r10.]1)|1>)|]2,]3,...,]n>,

(176)
Nyni zavedu hradlo Iék (Vk € {2,3, ..., n}) vztahem
- 1 0 A -
R, = = w,) = Rz-27""). 177
k [0 exp(27rl/2k)j z( k) z(n- ) ( )

Tato unitarni transformace odpovida rotaci o 2m-2* radiand okolo osy z (na
Blochové¢ sféte) v kladném smyslu. Aplikace kontrolovanych lék prok=2,3,..,n

na stav (176) (kontrolni registry jsou 1-qubitové a to po fadé 2., 3. az n-ty qubit n-

qubitového registru na ktery uvazujeme aplikaci QFT).

H[l] Rz,[l,z] é3,[1,3] . '1%”71,[1,,171]1%,1,[1,”]

1
rall0) + e @m0, )

jlyj27-~j,,> =

D) s i)

: (178)

Podobnym zpisobem  na misté 2.qubitu vytvofim superpozici

l>) (Pro odvozeni na levé stran¢ (178) pouze zménim

1
$(|0>+6Xp(27fl.'0'j2"'jn)

13

cilové registry z ,,1 na ,,2“ a kontrolni registry posunu o jednotku k vys$§im

hodnotam), neboli

A A A A A

H[z] Rz,[2,3] R3,[2,4] . 'Rn—Z,[Z,n—l]Rn—l,[Z,n]

1 Con . .
F |X>®(|O>+exp(2m-0.]2]3...]n)

X’jZ’jB""jn> =

NI

(179)
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kde X zastupuje libovolny stav 1.qubitu vetné superpozic (stavi kanonické baze).

53

Na mist¢ k-teho (kK < n) qubitu  pak vytvofim  superpozici

1) ) pomoci posloupnosti hradel

1
ﬁ(|O> +exp(27i-0.,jiny- 7))

A A

Hy, Iéz Tio] B o) R w1 Rt o]

)?’jk’jk+l""jn> =
, (180)
>)|fk+1’ >

21/2 ‘X> |0> +exp (27” 0.ji Jia --

X zastupuje libovolny produktovy stav prvnich -1 qubitil. Zajimavé pozorovani je,
ze operace vykonavané na k-tém qubitu nezaviseji na operacich ani hodnotich

pfedchozich qubitli (naopak ale ano). Na n-ty qubit se aplikuje pouze Hadamardovo

hradlo pro vytvofeni superpozice (|0> + exp (27rz 0. ]n) > ), tedy
A= 1 |-
H[,,]\X,jn> W‘X>®(|O>+exp(Ziri-O‘jn)|1>), (181)

kde X zastupuje libovolny produktovy stav prvnich n-1 qubitl. Vysledkem popsané
posloupnosti hradel tedy je

A

H H[k] RZ,[k,k+1] R3,[k,k+2] . 'Rnfk,[k,nfl]Rnkarl,[k,n]
k=1

272 (|0) + exp (270, jy ... j, )]1))® (0) + exp (27 0., ... j, )
®(0) +exp(27i0.j, ,/,)|1))®(0) + exp (27 0.7, )|1))

jl’jZ""’jn> =

..., (182)

K vytvoteni pozadované¢ho stavu (175) je nyni zapotiebi jeSté invertovat
pofadi qubith vcelém registru. To lze nejsnaze realizovat posloupnosti
(komutujicich) SWAP operaci na registry [1,7], [2,n-1], ... je-li n sudé, konci tato
posloupnost [n/2, n/2+1], je-li n liché, kon¢i [(n-1)/2, (n+3)/2] ponechavajic stied n-

qubitového registru (tj. qubit pofadového cisla (n+1)/2) na misté (bez aplikace

>3 Ve viech vztazich plati, Ze je-li index kontrolniho registru vétsi neZ n, nebo dolni index k u

operatoru R, mensi nez 2.
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SWAP hradla). Celkovy pocet hradel tedy nepiekraduje® n(n+2)/2, odtud vyplyva
casova slozitost QFT rovna @(nz). Pro porovnani — provedeni Rychl¢ fourierovy
transformace 2"-slozkového komplexniho vektoru na klasickém poéitaci je potieba
@(n-2”) hradel. Tim kvantovy algoritmus poskytuje exponencidlni urychleni (za

cenu nemoznosti dosdhnout v jediném méfeni zjisténi vSech komplexnich amplitud
pfimo — to vSak v fadé¢ aplikaci diskrétni fourierovy transformace neni zapotiebi, jak

bude ukdzano v kapitole o diagonalizacnim algoritmu)

s} _{E|‘ Ry L "P—?«n 1 E - e m— | SR LU TR G
Fa) - _ J. R — __Iﬂ _IE Hﬂﬂ SR e 0) 4 @m0z 1)

-[ v HH Ry p—— [0) + 2011}

-..f.ﬂ 'I;' =

i
fuf — —— S . s i I 0y + ™01

A

Obr. 13: Kvantovy logicky obvod reprezentujici U Q}T aZ na inverzi poradi qubitl

registru na konci algoritmu. Ilustrace pievzata z [14]

Odpovidajici QCL k6d’® pak m4 tvar

operator invgft(qureg q) ({

const n=#q; // n = velikost g-registru
int i; int j; // iteracéni indexy

for i=0 to n-1 { // ptes vsechny qubity ”i”>°
Mix (q[i]) // Hadamard

for 3j=i+l to n-1 ({
CPhase (2*pi/2” (i-3j+1) ,qlil&q[jl) ;

> Uvézime-li, e 1-qubitova hradla jsou ,levna“, popi. mame k dispozici libovolné 1-
qubitové hradlo a CNOT pro doplnéni na univerzalni mnozinu hradel (1 SWAP lze ziskat slozenim 3
CNOTH), pak opét vychazi asymptoticka sloZitost © (nz ) Vyraz u linearniho ¢lenu v neasymptotické
slozitosti se mize podle zpisobu vypocétu casové slozitosti/naro¢nosti liit, ale asymptoticka slozitost
je nezéavisle na ném © (n2 )

> Struktura programu byla prevzata z [8], ale obsah kodu byl pozménén tak, aby odpovidal
algoritmu z [14].

%% Qubity jsou ¢islovany od 0.
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} // CPhase (phi,creq) je ”“podminény
fazovy posun” a tedy aplikuje Rz (phi) na jeden z qubitd
creg, jsou-li vSechny (ostatbi) qubity creq |1>*’

}
flip(q); // Operator prohazujici pofadi
qubitd
}
Poznamka 14: Kvantové Fourierova transformace vyuzivajici méné qubiti —
(inverzni) mQFT
Motivace: Je-li to mozné, je vyhodné tadu ,,jednoduchych® pocetnich

operaci vykonavat pomoci klasické ¢asti pocitace a redukovat nezbytny pocet qubiti
ucastnicich se vypocti kvantového jadra (s ohledem na ,ndkladnost* kvantovych
zdroji je tento pfistup pochopitelny). V ndsledujicim bude uvedeno schéma
umoziujici redukovat pocet qubitli nezbytnych pro provedeni kvantové fourierovy

transformace az na jeden jediny.

" Neboli: CPhase(¢,[c]) je operator I}[C] (¢) spliyjici

Vgt = €*f11...1) (183)

Ma@lv), = |w).. (184)

kde ¢ je kontrolni kvantovy registr, |11. ..1>c je jeho stav odpovidajici direktnimu souc¢inu vektorti
|1> pro viechny qubity registru a |l//>c je libovolny stav ortogonalni k |11...1>c. Formulace

operatoru V[C] (¢) ukazuje, ze tento ma 0-qubitovy cilovy registr a piesto ovliviiuje tvar vinové

funkce — fazovy posun, ktery vytvati je totiz podminén stavem kontrolniho registru ¢, jehoz stav mize

byt entanglovan s ostatnimi qubity kvantového jadra kvantového pocitace. CPhase(¢,[a&b]) (kde a, b

jsou l-qubitové registry a a&b je jejich spojeni) je tak ekvivalentni jak operatoru Rz,[a,b](¢) .

rotaci qubitového registru a podminéné stavem registru b okolo osy z), tak operatoru RZ,[ b.a] (¢), kde

jsou role cilového a kontrolniho registru prohozeny.
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Jak bylo uvedeno v ptfedchozi pozndmce 13, respektive v poznamce pod
carou 57 vyse, lze v ptipadé¢ podminénych rotaci Iéz,[a,b] (¢) okolo osy z o libovolny
thel ¢ volné zaménit qubit cilového registru a za libovolny qubit kontrolniho registru
b, nebo celou operaci ekvivalentné povazovat za podminény fazovy posun I}[a &5] (qS)

s kontrolnim registrem ve tvaru sjednoceni registrii @ a b. Bud'te a 1 b 1-qubitové

registry, pak plati:

1 00 0
Rin®) = Town®) = Rpa@ = |0 o) 0 | 089
0 00 exp(iqS)
tedy specialné pro operatory Iék,[a,b] z poznamky 13:
Rips) = Ripa- (186)

Vztahy (185), respektive (186) umoznuji schéma na obr. 13 efektivné nahradit
schématem z obr. 15, na obr. 14 je pak ukazana ekvivalence hradel (185)-(186).

o . o R, —] @ (& @) ), _
M. —— &) RO, . »), o
_ ‘x>b t p— e”']lﬂx}b ‘x>.b

— BT ey

Obr. 14: Ekvivalence hradel (185), rtiznd alternativni oznaceni v rdmci kvantovych

logickych obvodu.

J”_‘_HP T_ —— 7y Mp
N [ ey mpa
oy —— ol eI R O

) — —— _ﬁfj _-[Hﬂl_d_ {Em_@}:m1

Obr. 15: Soubor jednoduchych 1- a 2-qubitovych hradel k provedeni kvantové

fourierovy transformace. Ekvivalentni ndhrada schématu zobr. 13 podle vztahu
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(186), namisto SWAP operaci je zafazeno méfeni s interpretaci vysledki méfeni

v obraceném potadi.

Clanek zabyvajici se ,,semiklasickou QFT je zaloZen na stejné ivaze s tim,
ze dale vyuziva ekvivalentni nadhrady casti kvantového ,,vodice* kontrolujiciho
rotace jinych qubitii za operaci méfeni zafazenou ihned za Hadamardovo hradlo a
kontrolu hradel klasickymi signdly — viz obr. 16, coZ naznacuje moznost provedeni

celé kvantové fourierovy transformace za pomoci jediného qubitu, jsou-li vstupni

Ja) s wees [ u) s

mist¢ zminovaného jediného qubitu (uvazujme, ze transformaci |0> - | jk>

'n> pfipravitelné nezavisle na sob¢ pravé na

stavy qubit | j1>,

provadi ,,ordkulum* U ,)—Viz obr. 17.

INEie .
. . n-1
i) 1& — - e
_ Iy
‘J’n l> @] . T ’_”:} _HI_ m
‘ Jn) - - ‘mn - .ﬁnfl} _____ R"’ E’_@
Obr. 16: Upravené schéma inverzni °° kvantové fourierovy transformace

spojené s méfenim vysledného stavu (vysledek méfeni je mms...m,, tedy m = 2""'my,

-2 0
+2"my+ ...+ 2°m,).

—~JB
‘ O> 'k R (Qk) H /\»—JT
k-2
‘ Jk> = 2 2!_‘{( mn—f
1=0
Obr. 17: Schéma inverzni kvantové fourierovy transformace spojené

s naslednym méfenim stavu n-qubitového registru vyuzivajici jediny qubit a
informaci z pfedchazejicich k-1 méfeni k vypoctu thlu @y o ktery se provadi rotace

okolo osyz. Platik € {1, 2, ..., n-1, n}, ax = ox(my, my.y, ..., Myi+2).

58 v . . : x : r 1 Y
Doptedné kvantové fourierové transformaci odpovida vztah pro @, s opacnym

zmanénkem.
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1.3.2.3 Diagonalizaéni algoritmus

1.3.2.3.1 Algoritmus Phase Estimation

Algoritmy pouzivané pro diagonalizaci matic jsou zaloZeny na rtznych
variantdch algoritmu ozna¢ovaném jako ,Algoritmus odhadu faze* (Phase
Estimation Algorithm, PEA).

Jeho ulohou je pro zadanou unitdrni matici U (realizovanou operatorem

(,,oracle®) piisobicim pfimo na prostor n-qubitového registru ¢) a jeji zadany vlastni
vektor |W> e C? nalézt (racionalni) odhad ,faze“ f e <0; 1) vlastniho cisla
A = exp (27ri f ) Jak bude déle ukazano, pouzitym algoritmiim postacuje na
vstupu odhad vlastniho vektoru pro hledané vlastni ¢islo |1;/0> alespon tak dobry, aby

2
platilo ‘<l//|l//0>‘2 > lﬂ—z 0.62 . Popisované algoritmy  jsou

pravdépodobnostni a tak ,,spravny vysledek* (nejpfesnéjsi racionalni aproximaci faze
pro dany pocet binarnich cifer) neposkytuji s jistotou, ale surcitou hodnotou
pravdépodobnosti (vétsi nez 1/2 za podminky vySe). Zptesnéni vysledku pak lze
dosdahnout opakovanim algoritmu. Jedna z moZznych alternativ diagonaliza¢niho

algoritmu navic ponechavd kvantové jadro ve stavu odpovidajicimu ponékud

zptesnénému odhadu vlastniho vektoru |1;/> (ale za cenu udrZeni koherence

v systému po celou dobu vypoctu). Druha alternativa naopak umoznuje pracovat

v kazdé elementdrni iteraci se znovu pfipravenym odhadem |l//0> a tak je vhodna 1

pro piipad malych dekoherencnich casli (za cenu nezptfesnéni odhadu vlastniho

vektoru). Odhad vlastniho vektoru piimo vyextrahovat z kvantového pocitace nelze
(tak jako nikdy nelze jedinym méfenim systému ve stavu |l//> e C* zjistit viech 2"

komplexnich amplitud), ale existuje celd tada praci zabyvajicich se dalSim

zpracovanim tohoto stavu ke ziskéni informaci uzitecnych v kvantové chemii i jinde.

Uzite¢nost algoritmil ,,odhadu faze* pro kvantovou chemii vylyva z faktu, ze

pro casové explicitné nezdvisly hamiltonian (studovaného kvantové-chemického

73



systému) H tento hamiltonian komutuje s evolunim operéatore®® U pro libovolnou
dvojici ¢ast ¢y a t (187), respektive libovolny rozdil A¢ (188) mezi nimy. Ze tvaru

(187) je dokonce patrné (evolucni operator je aZz na konstantni faktor Az/# dan

imagindrni exponencialou z hamiltonidnu), ze plati: vektor |1;/> je vlastnim vektorem
H pravé kdyz je vlastnim vektorem U a navic plati, ze vSechna vlastni cisla
operatoru U (k-té znich oznagim jako Ay) lze vyjadiit ve tvaru (189), kde Ey je

odpovidajici vlastni ¢islo operatoru H .

U = exp[—i%}, (187)

At =t — 1, (188)
E At

A, = exp[—i kh j, (189)

V kvantové chemii na klasickych pocitacich je diagonalizovan pifimo
hamiltonian H , protoze je jednak zpravidla jednodus$si jej zkonstruovat (at’ uz
explicitné, nebo jeho akci na dany vektor) a navic klasické algoritmy pro
diagonalizaci hermitovské/symetrické matice jsou srovnatelné dobie, ne-li 1épe

propracovany nezli klasické algoritmy pro diagonalizaci unitarni matice. V kvantové

> Evolu&ni operétor je unitarni operatorova funkce dvou realnych proménnych (¢ast) — ¢y a ¢,
té vlastnosti (190), (191), ze aplikujeme-li ji na stavovy vektor (z hilbertova prostoru H) daného
systému v ¢ase ¢, bude vysledkem stavovy vektor daného systému v ¢ase ¢ (192). Popisuje tedy vyvoj
(,,evolution®) stavového vektoru v ¢ase. Analogicky jej lze aplikovat na popis vyvoje operatoru

hustoty r v ¢ase, kdy plati rovnice (193)

U: R?° > H®H, (190)
U: (t,,1) = Ultynt), (191)
Uty (@) = |w(), (192)
p@) = Ult,.t) plt,)U* (t,.1). (193)
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chemii na kvantovych pocitacich vSak potiebujeme na Hilbertov€é prostoru
kvantového jadra pocitace pracovat pomoci unitarnich hradel a tak jako jedno z nich
v algoritmu pouzijeme pravé vhodnou aproximaci (v kone¢né béazi a pro dany model
hamiltonianu) evolu¢niho operatoru (187) studovaného systému (pro jednoduchost

v jeho zapise opét pouzijeme atomové jednotky, kde 7 =1 (194))
U = expl-i f A1), (194)

Volba ¢asového intervalu je na nas a tedy je rozumné jej zvolit tak, aby
mozné hodnoty ,,faze“ f € <O; 1) odpovidaly celému intervalu energii ve kterém
o¢ekavame, Ze bude nalezena energie hledaného stavu.

Lze snadno ukézat, Ze tomu odpovida bud’to volba V1, kde A¢ navrhuji ve
tvaru (195) a Gpravu hamiltonianu ve tvaru®' (196), respektive tomu odpovidajici

uprava operatoru U ve tvaru (198). Pak plati mezi fazi f a hledanym odhadem

vlastniho ¢isla £ vztah (199).

2n
. Emax_Emin ( )
Hy, = H - E, 1, (196)

8 Alternativné je mozné vychézet z operatoru hermitovsky sdruzeného k 0 (194) .

Z operatoru

A

U+ = exp(iHAt), (197)

pouze je potfeba poté pouzit v algoritmech PEA (resp. IPEA) dopfednou kvantovou fourierovu
transformaci namisto inverzni kvantové fourierovy transformace (resp. mQFT namisto inverzni
mQFT). Dopfednd mQFT ma ve vztazich pro @, opacné znaménko nez je uvedeno ve vztazich (246)-

(252) a vztahu z obr. 16.
81 Kde I je operator identity ptsobici na hilbertové prostoru H ve kterém hledame vlastni

vektor operatoru H .
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U, = ep(iE, AU, (198)
EVI = Emin + f(Emax _Emin)' (199)
Alternativni volbé V2 odpovida Az ve tvaru (200), tedy prediprava operatoru

U ve tvaru (201). Pak plati vztah mezi fazi /' a hledanym odhadem vlastniho ¢isla £
vztah (202).

2r
At , 200
" Emax Emin ( )
U.,, = exp(iE, AU, (201)
EV2 = Emax - f(Emax _Emin)' (202)

Algoritmus PEA I:

Jak-koli bude v praci provedenych simulacich pouzita vyhradné iterativni
verze PEA (IPEA) (respektive jeji rtizné varianty), uvadim niZze schéma jeji
neiterativni verze, nebot piiblizuje ideu algoritmu PEA a je na ni lépe patrna

souvislost s QFT.

1) Piiprava stavu
1.1)  Resetovani stavu kvantového jadra
Reset: ly) = ]00---0), (203)
1.2)  Alokace kvantovych registrii a, b a c:

kvantovy registr a (m qubitl) ... ur€eny k extrakci informace o

hledaném vlastnim ¢isle matice U. Chyba vurceni ,faze”“ f

parametrizujici vlastni ¢islo klesa jako O(2™)
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1.3)

1.4)

kvantovy registr b (/ qubitl) ... slouzi k uloZeni informace o

diagonalizované unitarni matici (rozméru ne vétsiho ** nez 25,
: o r s e . 1
respektive pasobeni jejich mocnin na vektor zprostoru C> (2

rozmérny Hilbertv prostor)

kvantovy registr ¢ (w qubi‘u‘i)63 ... pomocny registr pro

QFT a dalsi dil¢i operace
qureg a[m]; qureg b[l]; qureg c[w];
) = [0), o).
(204)
Pfiprava po&ateéniho odhadu vlastniho vektoru U odpovidajiciho hledanému
vlastnimu ¢islu (|1;/0>) v kvantovém registru b

operator UO (qureg b0O) {..} ; 64

U0 (b) ;
lv) - U,blly) = [0),® U,l0),, (205)
v) = [0), ®lw,),, (206)

Vytvofeni ,,vyvazenené* (a se stejnou fazi) superpozice v kvantovém registru

a pomoci aplikace Hamadarova hradla na kazdy qubit registru a

Mix(a);: |y) - @7 H,,|v), (207)

62 Algoritmus diagonalizuje pouze operatory piisobici na qubitovych registrech, tedy unitarni

. v ! .1 s . , . . L, e .
matice rozméru 2' pro n¢jaké /. Je-li vSak ulohou diagonalizovat unitarni matici, jejiz rozmér nelze

vyjadiit jako mocninu 2, pak je mozné matici doplnit direktnim souctem s jednotkovou matici

patficného rozméru tak, aby vysledna matice méla pivodni matici za submatici , jeji rozmér jiz byl

vyjadiitelny jako 2’ a byla ve tiidé takovychto matic matici s nejmensim moZnym rozmérem (tj. 2/,

kde I =[log,(p) )

63 £ r . r 1 v ’ . . DY
V zapisech stavového vektoru registr ¢ neuvadim, protoZe se s nim manipuluje nanejvys

uvnitt rutin, které zde zastupuje jediny symbol, nebo fadka kédu QCL.

% Odhad vlastniho vektoru U odpovidajiciho hledanému vlastnimu cislu (|l//0>) obvykle

i
odpovida projekci na hilbertiv podprostor C * nizké dimenze generovany Casti kanonické baze

i
C? a lze jej tak ziskat z vektoru |00...0>b pomoci nevelkého poctu 1- a 2-qubitovych hradel

(CNOT a podminéné rotace okolo osy z, nejcastéji).
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v) =

S Jeb)am

x=0

N

2) Podminéna aplikace mocnin U

for z=0 to m-1 {U(z) (b,a[z+1])};
kde U(z) (b,y) provede podminénou aplikaci operatoru U* (4. 2°-té

mocniny operatoru U) na kvantovy registr y (a[k] je k-ty qubit registru a,

vicequbitové stavy registru a maji index a = > j, 2", kde ji je index k-
k=1
r . .. Aokl
tého qubitu). Tedy transformaci: | y>a[k] ®|¢> , | y>a[k] ®U” ¢>a.
Vysledkem for-cyklu je pak stav
V) = = 3 ), 00, @)
v) = x) QU y,). ,
2m = a 0/p
3) QFT na m-qubitovy registr b
Kvantova Fourierova transformace provedena na registr a
qft(a) ; w) = Ugralv), (210)
1 2"
W) = = 3 Donlx), 00" ),
(211)
Po rozepsani akce operatoru U oFT "
1 2"-12"-1 xX-y R
W) = 55 3 2 o[- 20 52 1y), ©0°Iv,), 212
2 x=0 y=0 2
4) Méreni (ve vypocetni bazi) na m-qubitovém registru a
Meas (a,p); |1;/> - |p>a®|wl>b, (213)

(Raciondlni) aproximace faze je nyni dédna vztahem (214) a stav registru b

odpovida zpfesnénému odhadu vlastniho vektoru operatoru U odpovidajiciho

hledanému vlastnimu ¢islu.
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f;),ap(p) = 2% - ij.2k7”171 = O‘jmjm—ljm—Z"'ijl’ (214)
k=1

Abychom nahlédli pro¢ (a za jakych podminek) mizZe algoritmus fungovat
uvézime rozvoj odhadu vlastntho vektoru |y, ) e C? operdtoru UeC* ®C? do
baze (ptesnych) vlastnich vektort tohoto operatoru (215). Rozvojové koeficienty
oznadim ¢, = (¢, |w,), kde |¢,) je k-ty vlastni vektor operatoru U (spektralni

rozvoj a rovnice pro vlastni &isla viz (216), respektive (217)%).

vo) = Tela). @13)
U = 2 exp(27rifk)|¢k><¢k , (216)
) = expl27if o). 217)

Po dosazeni (215) do (212) lze psat

W) - 3 8 oo~ L)), 00 Fale) ) aw

x=0y k

nyni vyuZijeme linearity operatoru U (219) a znalosti rovnice pro jeho

vlastni ¢isla ve vhodné parametrizaci (217), coz vede na vztah (220),

V) = o ZIZZGXP[ jly) [ZcU ¢k>b], (219)

=0 y=0

|1//> = 21m 2 Z exp[—Zm X )|y> [z ckexp(27rix'fk)|¢k>bJ .(220)

% Faze byly opatieny vinovkami, aby byly odliSeny riizné hodnoty fizi odpovidajicich

riiznym vlastnim ¢islim U od riiznych cifer binarniho rozvoje hledané faze f; .
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Vztah (220) ukazuje nésledujici:

Zatimco krok 1.4 zajistil superpozici v registru a,

krok 2 vytvoril v registru b pro kazdé k superpozici stavii s komplexnimi
amplitudami odpovidajicimi riznym (dle riznych hodnot indexu x) diskrétnim

funkénim hodnotim imagindrni exponencialy®® ¥, ; (x)s frekvenci f,, v tomto
Sk

kroku jsou registry a a b entanglované.

Krok 3 pak provadi fourierovu analyzu funkce ¥, ; (x) , tj. diskrétni

fourierovou transformaci této funkce. Nemélo by néis mast, ze tato analyza je

provadéna operatorem pusobicim na registru a, protoze diky entanglementu oba
registry sdili informaci obsazenou v komplexnich amplitudach (a operator UQFT

provadi diskrétni fourierovu transformaci na komplexni amplitudy stavového
vektoru, jak bylo ukdzano v (...)). Diky s¢itani ptes index x (211), (212), (218)-(220)
pak dojde k destruktivni interferenci u vétSiny komplexnich amplitud (vzhledem
k indexovéani podle obsahu registru a) a pouze u ne vice jak dvou komplexnich
amplitud odpovidajicich dobfe hodnoté hledané faze se uchova dostatecné vysoka
hodnota. Tento fakt vyplyva ze vztahu diskrétni fourierovy transformace k funkcim
typu (221), jejiz funkéni hodnoty vytvoril krok 2.
Upravou vztahu (220) tedy obdrzime

] 2= X-y 2 -
v) = 2 Zexp(‘z”’ X j|y>a® Y ceexplrix-7)a), |
k=0

x=0 y=0

(222)

1

) = e Z [21"1 Z exp[27rix-(j7k— 2ymm|y>a ®¢),,  (223)

=0 x=0

uvazujme, ze ndmi hledanym vlastnim cislem je to, které odpovida indexu £k = 0 a

podle toho byl piipraven i vstupni vektor (tedy ¢, velikosti prevazuje®’). Pak lze

1
66 4 z. =
Tedy hodnotim zobrazeni: x > W, 7 (x) = \/—

2”‘[

exp(27rix-/7k) ,

(221) definovaného na mnozing X € {0; L...;2" = 1}.

67 px Ve w v v -
Presngji feceno spliuje ¢y > 0.62.
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ukazat, ze je-li jN“O piimo raciondlni tvaru 0.f,f..; ... ff1, pak existuje ys dané

vztahem
Ys = szkila (224)
k=1
tak, ze
1 2" —1 - y
> > exp(27rix-(f0— 2}} =1 < y=y,, (225)
x=0
1 2" —1 - y
o > exp(zmx.[fo— 2D =0 &  yzys. (226)
x=0

Uvedené (225)-(226) plyne ze vztahli pro exponencidlni funkce (221). Neni-li 170
tvaru 0.f,fn-s ... fof1, tj. ma-li 2’"]70 nenulovou zlomkovou ¢ast (dale ji budu
oznacovat jako 0), pak zavedu cislo f_0 (dolni m-bitova aproximace 170) vztahem

(228) a ¢islo foT (horni m-bitova aproximace jN‘O) vztahem (229)

fo = fo + 827, (228)
fo= fy o+ o2, (229)
fo = 0 fofuroifofis (230)

Cislo 8 (0 < § < 1) uréuje soudet pravdépodobnosti pro zjiiténi jedné z fazi
(227)-(228).

Uvazujme déle zjednoduSeny piipad, kdy ¢y = 1. Pak posledni krok algoritmu

— méfeni na m-qubitovém kvantovém registru a vede ke stanoveni binarniho rozvoje
", ktery odpovida binarnimu rozvoji odhadu faze f,. Nize uvedu vztahy pro

vypocet pravdépodobnosti pro ocekdvané hodnoty y odpovidajici dolni i horni m-
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bitové aproximaci 70 . Pravdépodobnost zméfeni hodnoty ,)“ na m-qubitovém

kvantovém registru a je

’ 1 sin? (7r (2”17‘0 —y))
2% ip? (71' (]N‘O —y /2" ))
,(231)

a

v -

2" -1
z exp(27ri X [fo — LD
= 2m

o= [ o

coz specidlné pro 1 > 6 > 0 poskytuje vztah (231) pro y odpovidajici dolnimu odhadu
faze, tj. y, = 2" j_‘o hodnotu p, (232) a pro y odpovidajici hornimu odhadu faze, tj.
vy =y, +1 hodnotu p, (233). Ob¢ tyto pravdépodobnosti i jejich soucet p,(9) jako

funkce & jsou zobrazeny v grafu 1.

_ _ 1 sin” (2" 7, -, ) _ 1 sin’(zd) 232
Pu= Py = 22m sinz(n(fo—yﬂf”» oo sin2(7I6/2'”), (232)
= p - 1 sin’ (7: (2’”]70 — Vs » _ 1 sin’ (z(1-9)) L (233)

2% sin® [ (f, -y, /27) 2% sin® (z(1-6)/2")
Lze snadno ukéazat, ze p,,(0) je zdola omezena svym minimem pro 6 = 1/2. A toto

minimum je zdola omezené hodnotou, kterou nabyva pro m — oo, tedy

. 8
p,8) = p +py 2 p,(1/2) > lm p, (1/2) = — (234)

m— +oo

V obecngjsim piipads, kdy |co* < 1 lze (na zakladé vztahu (223)) psat

analogicky k (231) pro distribuci pravdépodobnosti méfeni hodnot proménné y:

- ~

_ = 2 1 sin” (71'(2'"%{—)/» 73
b kz=0 e 2% sinz(n(fk —y/2'”» ’ (233)

konkrétné pro hodnoty y, a y, pak
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|2 1 sinz(n(S) N zi Sinz(ﬂ(fmfk—m»

2 1
2% sin2(7r5/2’") s |Ck| 2°" sin? (n(fk —y¢/2’"»’

pPL= Py = |Co

(236)

|2 1 sinz(n(1—5)) N 2IZ~‘71|1€|2 1 Sinz(n'(2’”]7k—yT»

~

pr= Py = |Co 22m gin? (71_(1_6)/2;7,) ~ ¢ n2m sin? (n(fk _yT/2’"»’

(237)

Cleny odpovidajici sumam ve vztazich (236) a (237) obvykle k hodnotam
pravdépodobnosti pfispivaji zcela zanedbateln¢ (nicméné vzdy nezdporné), pokud
nejsou bindrni reprezentace ostatnich vlastnich c¢isel (nez je studované) velmi
podobné, ¢i shodé a tak je lze v dal§im ignorovat. Podobné jako v ptipadé kdy |cg| =

1 budu definovat funkci p,(8) proménné 6 € <0; 1> s parametrem m € {1; 2; ...}

vztahem
p.6) = p,+pp, (238)
plati
1 sin (76) sin’ (7 (1-6))
5) = ’. ; 239
Pu (0) |c0| 2% (sin2 (7r5/2'”)+ sinz(ﬂ(1—5)/2m) (239)

s vyuzitim ptedchozi analyzy pribéhu funkce p,,(8) pro ptipad |cg| = 1 lze nasledné

odvodit pro dolni mez k pravdépodobnosti p;s nezavislouna 6 im vztah

8
pm(S) 2 P = _2'|Co
T

2

, (240)

snadno se nahlédne, Ze horni mez k vyrazu na pravé stran¢ (239) (oznacme ji pyz) je

dana vztahem
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2
P = leol - (241)
Jak jiz bylo zminéno v odstavci pod vztahem (237), dolni mez v (239) je v drtivé

vétsing piipadd velmi dobra (tedy nezaklada v drtivé vétsing€ piipadi na velké nadgje,

ze by skute¢né hodnoty p,,(J) mohly byt vyssi), je proto realistické psat

P (5) < <pLB; pUE> ) (242)
neboli

2
s

p,(6) € <%-|co c0|2>, (243)
T

coz ve spojeni s pozadavkem, aby pii praktické aplikaci algoritmu platilo®®
1
p,(0) > > (244)

vede na pozadavek na hodnotu kvadratu absolutni hodnoty sklarniho soucinu®

vstupniho odhadu |l//0> vlastniho vektoru s hledanym vlastnim vektorem |¢0>

uvedeny v druhém odstavci této kapitoly (,,Algoritmus Phase Estimation*)

2
(woldo)| = %z 0.62, (245)

o | =

V kapitole 3 zabyvajici se praktickou simulaci kvantovych vypoctd,
konkrétné¢ na ptipadé numerické simulace algoritmu IPEA A na tlohu studia

energetické separace stavi X 0" a A4 1 molekuly SbH pro riizné mezijaderné

8 Algorimus zalozeny na P opakovani algoritmu jehoz pravdépodobnost uspéchu
(poskytnuti spravného vysledku) je vétsi nez 50% ma sam pravdépodobnost uspéchu 1 — & kde
volbou dostate¢né velkého P 1ze ucinit e libovolné malé.

%V technickém slangu kvantové chemie tedy ,,prekryvu® (poptipadé kvadratu (absolutni
hodnoty) ,,prekryvu).
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vzdalenosti R pro zkouméni splnitelnosti této podminky uvadim zavislosti

,prekryvu® definovaného levou stranou (245) na mezijaderné vzdalenosti R a pro

rizné metodiky stanoveni vstupniho odhadu |l//0> studuji (kritickou) mezijadernou

vzdalenost Ry, nad kterou jiz podminka (245) splnéna neni.
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Obr.18: Logicky kvantovy obvod pro metodu PEA. Sikmé pieskrtnuti dolntho vodiée a pismeno _JI* ozmaéuji #e tento vodi¢ odpovidi I-
qubitovému kvantovému registru &, nikoli pouze jedinému qubitu. H oznatuje 1-qubitové Hadamardove hradlo, H hamiltonidn. kterv je
v uloze diagonalizovan (nebo obecné jakou-koli hermitovskou matici), m“..mh_..q oznatuje m-qubitové hradlo odpovidajici kvantoveé fourierové
transformaci bez poslednich »/2 (poptf. (m-1)2 v piipadé lichého m) SWAP operaci (tv jsou nahrazenv interpretaci vysledlnl méfeni na mi-
qubitovém registru a v obraceném potadi, tedv = Q1. 2. Bit f; se ¢asto omacuje M5B (Most Significant Bit), f7 pak jako LSE (Least
Significant Bit).
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Graf 3, 4: Distribuce moznych vysledkii méfeni na kvantovém registru a pro m = 4
a riizné hodnoty fo (ys=1+2>=9)apro m =8 a riizné hodnoty (ys = 173).
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7 = 0.34990925117745064 — %logg((ff)%fuf) = -L68-0518m

Graf 5, 6:  Zavislost absolutni chyby < f0>— fo a odmocniny z variance

o(f,) = < f02>—< f0>2 na poctu (m) qubitl registru a. Pro dostate¢né velké m

klesaji obé veli€iny na logaritmické Skale linedrné (viz legenda ke grafu 6).
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Algoritmus IPEA (Iterative Phase Estimation Algorithm):

Moznost provést kvantovou fourierovu transformaci za pouziti jediného
qubitu (mQFT) naznaCend v pozndmce 14 nastifiuje moznost snizit pocCet qubitl
kvantové registru a z algoritmu PEA (optimaln€ az na jeden jediny) — odvozeni je
nasledujici: Budu vychazet z logického kvantového obvodu pro metodu PEA ve

kterém je explicitné rozlozeno hradlo (0 éFT )71 az na 1- a 2-qubitova hradla a to dle

schématu pro poloklasickou kvantovou fourierovu transformaci (viz obr. 16), tento
obvod je znazornén na na obr. 18. Ze kter¢ho je patrné, ze pusobeni jednotlivych
hradel na qubity registru a je nezavislé az na ,klasickou provazanost* spocivajici v
tom, Ze parametr @y 1-qubitového hradla R (w, ) plisobiciho na -ty qubit zavisi na
hodnotach méteni na vSech predchozich k-1 qubitech vztahy (respektive vztahem

(249) jehoz jsou vSechny vztahy (246)-(251) zvlastnimi ptipady)

o, =0, (246)
w,=0,(f,)=r-2"f =21-0.0f, (247)
o, =, (/. f,)=n-Q7f,+27 f,)=27-00/,, (248)
0, =, (ﬁ,fz,...,fk1)=n~22”‘ﬁ =271-0.0f,  fory---frs (249)

a)m—l :a)mfl (-f‘l’fZ""’fmfZ):ﬂ.2217”1+1f‘l =27r ‘O'Ofm—z n1—3"'-fi’ (250)
=1

m—1

a)m =a)m (f‘l’fZ""’fmfl)zﬂ.2217”1ﬁ :271' .O'Ofmfl m—2"'f‘1’ (251)

=1

Vysledny odhad faze f* je pak dan vztahem

fo= N2 = 0SS (252)

To naznacuje mozZnost ,,oddéleni” jednotlivych kvantovych vodi¢l v obvodu z obr.
18 a pouziti jediného 1-qubitového kvantového registru a  zastupujiciho role
jednotlivych qubitl pivodniho m-qubitového registru postupné shora dold tak jak
jsou uvedeny vobvodu zobr. 18 — viz kvantovy logicky obvod metody IPEA

(Iterative Phase Estimation Algorithm) zndzornény na obr. 19.
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Obr. 19: Kvantovy logicky obvod odpovidajici algoritmu IPEA (Iterative Phase
Estimation Algorithm, iterativni odhad faze), respektive jeho A-tému kroku (k-té
iteraci). Algoritmus postupuje pro k€ {1, 2, .., m} a na konci kazdé iterace se
méfenim stanovi hodnota A-t¢ho nejméné vyznamného bitu bindrniho m-bitového
zapisu odhadu faze f (viz vztah (252), tj. algoritmus urcuje bity binarniho rozvoje
faze ,,0odzadu*). Hodnoty parametru «y jsou dany vztahem (249). Kvantovy stav /-

qubitového registru b bude diskutovan nize v textu (za obr, 18).
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Obr. 20: Logicky kvantovy obvod odpovidajici pfechodu mezi PEA a IPEA (ij. odpovidd poloklasické fourierové transformace) Sikmé
preskrtnuti dolntho vodice a pismeno [ ozmacuji, Ze tento vodi¢ odpovidad /-qubitovému kvantovému registru b, nikoli pouze jedinému qubitu.
H omacuje 1-qubitové Hadamardovo hradlo, parametr o hradla »MM m_.c.u pisobiciho na kt¥ qubit zdvisi na hodnotdch méfeni pfedchozich &1
qubiti (od kvantového _vodiée” nejviie (odpovida LSB) po ten nejnize (MSB)), = 0.fuf1.. 2.
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Ptes zna¢nou nenaro¢nost algoritmu IPEA (vyzaduje pouze /+1 qubitd, nikoli
[+m a presto pro dosateéné velky pocet iteraci mize poskytnout presnost v urceni
faze/vlastniho Ccisla odpovidajici libovolné¢ velkému m (t. chyba v ur€eni
faze/vlastniho ¢isla fadu O(2™))) je tieba si uvédomit, ze stav kvantového jadra
kvantového pocitace neni mozné udrzet koherentni (tj. neentanglovany s okolim)
libovoln¢ dlouhou dobu a ze proces dekoherence (entanglement s okolim, ztrata
schopnosti nést a zpracovavat kvantovou informaci) probihéd kontinualné. To v praxi
omezuje hodnotu m. Navic fakt, Ze zjiStujeme bity binarniho rozvoje odhadu faze f
,»odzadu“ zplsobuje, Ze nejdulezitéjsi ¢ast informace je zjiStovana nejpozdéji a tedy
zatizena nejvetsi chybou v disledku nepiesnosti a dekoherence. Podobnou roli pak
pii simulacich kvantového zoracovani informace na klasickych pocitacich hraje
akumulovana zaokrouhlovaci chyba, ktera pro m vétsi nez nékolik malo desitek

wewvr

hledaného vysledku budou zatiZeny chybou natolik velkou, Ze jejich vypoctené
hodnoty budou bezcenné (uz velké mocniny maticové reprezentace hradla U mohou
predstavovat velky vypocetni problém). Proto jsem se ve své praci ve vypoctech
omezil na presnost m = 20, coz odpovidd 20 bitim bindrniho rozvoje faze f a tedy
zhruba 6 ¢islicim desetinného rozvoje.

V kvantovém logickém obvodu na obr. 19 je jako vstupni stav kvantového

registru b uveden ‘l;/ék)>b , c0Z naznacuje zavislost na iteraci (pfi pfesném piepisu

algoritmu PEA by meélo platit (254), tedy vystupni stav ‘wl(k’l)>b (k-1)-té iterace je
vstupem od k-té. Vstup do iterace k = 1 pak odpovidd pivodnimu vstupu do

algoritmu PEA (oznacovaném |\V 0 > ,) (253) a naopak vystup z posledni iterace k = m

odpovida vystupnimu stavu kvantového registru b (oznacovaném v piipadé PEA jako

lv,),) (255).

") = v, (253)
i), = ) vke{2,3,..,m}, (254)
™) = ), (255)
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Existuje vsak alternativa umoziujici ¢astecné se vypotadat s problémem
poklesu koherence v priib&hu iteraci algoritmu IPEA — vstupni stav ‘y/ék)>b se pro
kazdou iteraci ptipravuje zvlast. V nejjednodussim piipadé pak jako stdle tentyz
odhad vlastniho vektoru |y ), (256). Nevyhodou tohoto postupu jsou (vétSinou

nepatrné) niz$i pravdépodobnosti méteni pro spravnou hodnotu odhadu faze f nez

v ptedchozim ptipadé, kdy platilo (253)-(255).
) = ), Vhell2..m), (256)

Alternativu definovanou vztahy (253)-(255) budu v dalSim oznacovat jako
»IPEA A%, alternativu definovanou vztahem (256) pak ,,IPEA B*.
Vztahy pro vypocet pravdépodobnosti zméfeni jedné ze dvou nejvice

presnych m-bitovych aproximaci faze f(232)-(234) (a samoziejmé také jejich soucet)
jsou pro piipad |c0|2 = Kq/o |l[/>‘2 =17 stejné pro IPEA A, IPEA B i PEA.

Je-li projekce (1—|w><u/|)|w0> nenulovym vektorem, je tfeba vztahy pro

vypocty pravdépodobnosti zméfeni spravné hodnoty odhadu faze (232)-(234)
upravit. Je zfejmé, Ze uprava, ktera bude pouzita pro metodu PEA bude pouzitelna (v
identickém tvaru) i pro metodu IPEA A (ta z ni vznikla ekvivalentnimi ndhradami
v kvantovych logickych obvodech), ale pro metodu IPEA B si vyzadéa drobné upravy
(mezi jednotlivymi iteracemi IPEA B se méni neunitdrnim zpisobem stav

kvantového registru b — viz (256)).

~ 1 1
0 Ket |l;/> oznacuje vlastni vektor U : C T 5 C? odpovidajici hledanému vlastnimu

¢islu 2m i f; respektive jeho fazi £, ket |l;/0> pak jeho odhad vstupujici do algoritmu odhadu faze. Oba

kety ptedpokladame normalizované.
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Algoritmus IPEA"!
(OCL kod)

procedure ipeaiter (qureg a, qureg b, boolean fvec[], int

k, int m) {

real freq; real omega; int 1;
freg=0;
for 1 =1 to k-1 {f = £ + fvec[l]*(2**(1-k))}
omega=2*pi () *freq;

reset a;

Mix (a) ;

CU(b,a,m-k) ;

CPhase (omega,a) ;

Mix (a) ;

measure a, fvec[k]; }

procedure ipea(qureg a, qureg b, int m, real phase,

boolean ver) {
phase=0; boolean fvec[m];
for k=1 to m {
ipeaiter(a,b,fvec,k,m) ;

if ver {preppsiO (b)}

" Algoritmus je popsan procedurou ipea“, jejiz &tvrty parametr ,ver je boolovska

proménna. Ma-li hodnotu ,true“, provadi procedura algoritmus ,IPEA B*“, ma-li ,,ver* hodnotu

false, provadi procedura algoritmus ,JPEA A*“. Odhad |l//0> vlastniho vektoru operatoru

n i i
U:C* »>C? vytvari v kvantovém registru b procedura ,,preppsiO®, v dalsim popisu této proceduie

odpovida ptisobeni operatoru U o hastav ,,00..0° kvantového registru b, tedy
vo), = Usl0),. (257)
Procedura vSak registr b nejprve resetuje a tim dokaze pfipravit stav |l//0> z libovolného piedchoziho

stavu kvantového registru b. Stav celého kvantového jadra je pted volanim procedury ,,preppsiO* vzdy

produktovym stavem kvantovych registrli @ a b, takze tato operace dava smysl.
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}
for k=1 to m {phase=phase+fvec[k]*2** (k-m-1)} }

1) Priprava stavu

1.1)  Resetovani stavu kvantového jadra

Reset: |1//> = |00-~-0>,
(258)
1.2)  Alokace kvantovych registrii a, b:
kvantovy registr a (1 qubit) ... wuréeny k extrakci informace o

hledaném vlastnim ¢isle matice U. Chyba vurceni ,faze* f
parametrizujici vlastni ¢islo klesa jako O(2™), kde m je pocet iteraci

IPEA.

kvantovy registr b (/ qubitil) ... slouzi k uloZeni informace o

diagonalizované unitdrni matici (rozméru ne vétstho nez 25,
respektive plisobeni jejich mocnin na vektor z prostoru c? 2
rozmérny Hilbertv prostor)
qureg a[l]; qureg b[l];
) = [0), ®0),, (259)
1.3)  Pfiprava pocatecniho odhadu vlastniho vektoru U odpovidajiciho hledanému
vlastnimu ¢islu (|1;/0>) v kvantovém registru b
preppsiO (qureg b0O) {..};
preppsiO (b) ;
lv) — U,blly) = |0) ® U,0),, (260)

w) = 10), ®lwy), (261)
2) Cyklus iteraci IPEA

phase=0; boolean fvec[m]; // phase ... faze ,£f"
// fvec ... vektor binarnich
cifer ,f%, tj. £ = 0.£,Fp-1...52F;.
for k=1 tom { // projde k=1 iteraci, pak k=2,
. pak k=m-1 az k=m.
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ipeaiter(a,b,fvec,k,m); //vlastni iterace
if ver {preppsiO(b)} // ver=true => IPEA B,
// pred vstupem do dalsi iterace znovu pfipravi puavodni
vstupni stav. Ver=false => IPEA A
}

for k=1 to m {phase=phase+fvec[k]*2** (k-m-1) }
} //zavéreény vypocet odhadnuté faze

3) k-taiterace

procedure ipeaiter (qureg a, qureg b, boolean fvec[], int

k, int m) {
real freq; real omega; int 1;
freqg=0;
for 1 =1 to k-1 {f = £ + fvec[l]*(2**(1-k))}
omega=2*pi () *freq;

reset a; |0>a, (262)
Mix (a) ; 0) - HW%Z&%W%+|%X (263)

'Vé“>bl

(264)

CUb,amk); U [) ®y) = %(|0>a\wé“>b 1) 07

CPhase (omega,a) ;

D 1 io, ~omk
) > R@olw) =70} Joi?), + 1,0

'#é“>bl

2
(265)
Mix(a);
w) = Hly)—>
(om0 Yop i, om0 ), ) 2%
measure a,fvec[k]; }
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Pravdépodobnost, ze vysledkem méfeni na koncik-té iterace bude a = 0

ozna¢im p\” , podobné doplitkovou pravdépodobnost, Ze vysledkem méfeni bude a

=1 ozna¢im p'\". Snadno se nahlédne, Ze plati

A= e im0y, (@67)
| Bty B T (268

A pm—k

s vyuzitim spektralniho rozkladu pro operator U

21

o = 3 e (zi7,-2)g, Yo, . (269)
lze dale (267) a (268) upravit na
P = \ b)* [n Foamt ey ;wk), (270)
s ~ 1
pV = HZ:;) c sin’ [ﬂ'fn 2m +Ewkj’ (271)

kde ¢'¥ jsou rozvojové koeficienty pro rozvoj ketu ‘l//(k)>b vstupujiciho do A-té

iterace do baze vlastnich vektorti operatoru U (konkrétng ™ odpovida n-tému

n>, jemuz odpovidajici ,,f4ze* je oznaCovana jako f,). Stav

vlastnimu vektoru

kvantového registru b je po méfeni na kvantovém registru a vykonaném na konci k-t¢é
iterace je dan vzorcem (272), je-li vysledkem méfeni a = 0, nebo vzorcem (273), je-

li vysledkem méfeni a = 1.

21

‘W(k,a:0)>b _ Z C,(zk)' %(1 + exp (i(27rj~r,l Lpmk W, )))

n=0

i)y (272)
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2 -

‘W(k,a:l)>b _ Z C,(,k)' %(1 — exp (i(27r Z gmk o, )))

n=0

—

), - (273)

IPEA B

Vztah pro ‘w(k’”=°)> a ‘w(k’”=1)>b pro piipad metody IPEA B, kde Ize

b

s ohledem na platnost (256) psat

o= ¢ Vke{l,2,...,m}, (274)

n n

lze upravit na (275), respektive (276)

2/

e, = 5o Lronbbsr 2 s o)

0

—_

), - (275)

n

e = 3 e tmewllar 2+ )

b
n=0

), (276)

Pro pravdépodobnosti distribuci vysledkli méfeni v kvantovém registru a ze vSech
iteraci algoritmu (tento soubor vysledkil budu dale oznacovat a = (a;, az, ..., an) €
{0; 1}"™, kde dolni index % u veli¢iny a; odpovida &islu iterace a dle popisu algoritmu
soubor vysledkl a odpovida binarnimu rozvoji ,,odhadu faze* smérem od nejméné
vyznamné (binarni) ¢islice k nejvice vyznamné, tedy ,,odhad faze* je reprezentovan
rozvojem (277)) plati vztah (278), kde pravdépodobnosti vysledkt dil¢ich méteni
dané vztahy (269) a (270) mohou byt upraveny pro piipad, kdy hodnota a; odpovida
hodnoté k-té nejméné vyznamné binarni Cislici faze j_‘O =0.f, f, /o f, (viz vztah
(252) a vztahy (228)-(230), §j.”* ax = f)

~

a = 0.a,a,, ...a,a,, (277)

” Respektive kdy a, = Vp <k , tji méfeni na viech nejméné vyznamnych
» p p ) vy Y

k ¢islicich binarniho rozvoje faze j_{ o boskytla jejich oekdvanou hodnotu.
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p@) = [] p. (278)
k=1

21
=0,a,=f, Vp<k 2 - 2 ~ _ 1
p e =D o e cosz(n5-2k) + > lel® cosz[n n-2'""+5a)kj,
n=1
(279)
]_
(a=l,a,=f, Vp<k) 2 2 -k < ]2 2 “ oomek 1
D = |c0| cos (md-2 + Z‘cn sin”| 7w f, -2 +Ewk ,
n=1
(280)

kde bylo za ax dosazeno ze vztahi (246)-(251), ovSem s obrdcenym znaménkem

odpovidajicim doptedné mQFT transformaci. Kombinaci vztahti (278)-(280) Ize psat

P(C?:J}o) = |Co

2mlﬂ[cosz(ﬁ&f") + .., (281)
k=1

Teoretické srovnani metod IPEA A a IPEA B, opakovani méfeni béhem iteraci

metody IPEA B (parametr r)

Metoda IPEA B, narozdil od metody IPEA A sestdvd zm v principu
nezavislych béhti kvantového pocitace mezi kterymi miize byt stav kvantového jadra
kompletné restartovan. To znamenad, Ze ji postacuje m-krat krat$i dekoheren¢ni Cas
nez metodé IPEA A.

Zplsobem a zarovenn i1 cenou jak je toho dosahovdno je opakovana
inicializace kvantového registru b do stavu |\|10>b na zacatku kazdé iterace. Diky
tomu je pravdépodobnost ziskani spravné hodnoty faze (resp. alesponi jedné ze dvou
nejblizsich racionalnich aproximaci, ,,pravdépodobnost uspéchu p,‘“) pomoci IPEA
B ve vyse popsaném uspotddani obvykle vyrazné niz§i nez u metody IPEA A

(ukazuje se (viz napf. mé vypocty na str. 172-175), Ze p, vtakovém piipadé
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exponencialng klesa jako |cg/" (coZ napadné pfipomina prvni ¢len rozvoje na pravé
strané (281), viz pozn. pod ¢arou 117).

Nastésti, oddéleni jednotlivych iteraci v metodé IPEA B umoziluje zvySovat
pravdépodobnost zméfeni spravné hodnoty bitového rozvoje faze f u kazdé bitové
Cislice zvlast — tedy opakovanim béhu kazdé iterace metody IPEA B r-krat a
,»VvetSinovou volbou (7 se zvoli liché a ta bitova hodnota, kterd pii r-opakovanych
méfeni prevazuje se povazuje za zméfeny vysledek). Lze teoreticky i1 simulaci
skute¢ného kvantového vypoctu ukdzat, ze za podminek spiSe slabsich, nez silnéjSich
nez jsou ty pro aplikovatelnost IPEA A lze volbou dostatecné velkého poctu r
opakovani méteni v kazd¢ iteraci dosdhnout nartstu pravdépodobnosti ispéchu IPEA
B nad p,, pro IPEA A (a pro jesté vétsi r pak dosahnout az konvergence p,, k jedné).

Hodnota r pro kterou se pro dané m dosahuje v ptfipad¢ metody IPEA B
pravdépodobnosti uspéchu p,, dané pevné hodnoty (0,99, 1 — 10, ...) a/nebo hodnoty
odpovidajici metod€ IPEA A by méla byt pfedmétem dalSiho vyzkumu.

V ptipadé¢ metody IPEA A lze také vypocet ,restarovat — po provedeni m
iteraci (tj. zjiSténi/zméfeni m bitl (od nejméné vyznamného po nejvyznamnéjsi))
ziskané dv€ nejpravdépodobnéjsi hodnoty energie - £, < E, (odpovidajici faizim f
a f; (v(228)-(230) oznac¢ovanych jako f, a foT )) by mély, za podminek dostecného
ptekryvu vstupniho odhadu |l//0> vlastniho vektoru |¢> studovaného hamiltonidnu
H (a tedy 1 jemu odpovidajiciho evoluéniho operatoru (194)), tedy
‘<W0|¢>‘2 > 7°/16 =~ 0.62 poskytovat dolni, respektive horni mez k hodnoté
energiec a m¢lo by byt mozn¢ jich pouzit k volbé E,u = E,, En, = E| (a tomu

odpovidajici volbé At ((195), popt. (200)), tedy
At = T (282)

kde AE = E,.ux — Enin. Pak po dal$ich m iteracich metody IPEA (A) s touto volbou At
(282) pro evoluc¢ni operator (194) (popft. (197)) ziskdme s nejvyssi pravdépodobnosti
horni a dolni odhad energie E,’ a E ‘ pro jejichz rozdil 6E° bude platit (pfesn&ji

feceno, tento rozdil bude rozdilem dvou nejblizSich, navzijem rozlisitelnych hodnot

energie, otdzka hodnoty souctu pravdépodobnosti bude feSena dale v textu)
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SE' = E.' - E,' = 2"AE, (283)

opakujeme-li cely postup znovu — pouziti nové ziskanych E,’ a E| ¢ jako volbu E,;,”
a Eq  pro daldi opakovani algoritmu IPEA (A) (vystupy z ni bych pak znacil dvéma
carkami) a takto znovu, ziskdme pro rozliSeni (rozdil vétsi a mensi z nejvice
pravdépodobnych hodnot energie) k-tého opakovani algoritmu IPEA (A) & EY™

vztah

SE*D = 27"AE (284)

0>

kde AE) je rozdil E e — Enin pted provedenim algoritmu IPEA (A) poprvé. Timto
zpusobem lze ziskat rozliSeni odpovidajici mk bitim, tedy k-krét vice nez v jediném
béhu s tim, Ze je pouZito nejvyse 2”'-té mocniny evoluéniho operatoru U ((194),
popt. (197)), coz podstatné snizuje nutny pocet kvantovych hradel, zkracuje Cas
potiebny k vypoctu (a poradi si s krat§im dekoheren¢nim ¢asem) a v piipadé simulaci
na klasickém pocitaci umoznuje snizovat akumulovanou zaokrouhlovaci chybu.
Nevyhodou je vSak pokles pravdépodobnosti uspéchu p,, celé sekvence k-opakovani
IPEA (A) s hodnotou k. Tento pokles je zjevné exponencidlni (v ptipadé nejhorsiho

scénare odpovida vztahu (285))

Py = (8 \<w0|¢>\2j . (285)

2
T

Zachranu situace umoziuje, podobné jako v pfipadé metody IPEA B, opakovani
béhu algoritmu IPEA A pro kazdy z kkroki r-krat, kde r je dostatecné velké a
majoritni volbou dvou nejbliz§ich hodnot energie (pochopitelné, pokud by nebyl
algoritmus simulovany, nebylo by mozné pro » = 1 vySe popsany postup vibec
provést, protoze pii méfeni v praxi neziskdme hodnoty pravdépodobnosti, ale jen
jednotlivé vysledky a k obdrzeni dvou nejblizSich nejpravdépodobnéjsich hodnot
faze (energie) je tfeba provést nutné vice nez 1 méfeni). Tim lze ziskat analogii

metody IPEA B tUpravou metody IPEA A. Dal§i moznd vylepSeni mohou byt
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zaloZzend na soucasné kvantové tomografii na kvantovém registru b s cilem zjistit
odhady rozvojovych koeficientii vystupniho odhadu vlastniho vektoru evolu¢niho
operatoru (194) (k tomu lze vyuzit faktu, ze jak béhem IPEA B(r), tak béhem vyse
popsané ,,opakované IPEA A* se provadi » opakovanych méfeni téhoz stavu) a ty
vyuzit budto ke kvantové-chemické analyze studovaného systému (obecnéji

zaznamenani a studiu vlastniho vektoru), nebo pro konstrukci vstupniho odhadu
ly,) vlastniho vektoru evoluéniho operdtoru U pro dalsi opakovani IPEA A, opét

zvysujic celkovou pravdépodobnost uspéchu p,, slozeného algoritmu.

1.3.2.3.2 Zpusob implementace ,,ordkula“ pro aplikaci U jako hradla

Mapping Hilbertovych prostoru

Pti diagonalizaci hamiltonianu H systému X pomoci kvantového pocitace s /

qubity pro reprezentaci vlastniho vektoru tohoto hamiltonidnu vytvafime mapping

(ptitazeni) mezi stavy v Hilbertové prostoru H na kterém je definovan H (respektive

jeho restrikce na podprostoru Hy generovaném vektory baze pouzité v numerickych
vypoctech) a stavy prostoru /-qubitil (sz ) na kterém ptisobi reprezentace evolu¢niho
operatoru U =exp (i H At) (197) (poptipadé (194), pouzije-li se zpétnd Fourierova
transformace (respektive jeji diskrétni a kvantova verze - zpétnd mQFT)
v nasledujicich krocich algoritmu IPEA). Dale se v této praci zabyvam dvéma typy
mappingu pro piipad diagonalizace hamiltonidénii (odpovidajicich metod¢

konfigura¢ni interakce) v kvantové chemii:

1. Direct mapping
Je zaloZen na obsazovacich ¢islech pro jedntolivé (molekulové,
ortonormalni) spinorbitaly vramci daného Slaterova determinantu.
Pro popis vlnové funkce studované molekuly uvazujme tifi mnoziny
spinorbitalll — obsazené ve vSech Slaterovych determinantech

vypocetni baze (mnozina F), neobsazené ve vSech Slaterovych
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determinantech vypocetni bdze (mnozina V) a konecné zbyvajici
spinorbitaly (mnozina ), které jsou v nékterych Slaterovych

determinantech obsazené, v jinych ne. Bud mnozina S pravé [-
prvkova. Pak vektor kanonické baze C? ve tvaru |01101...10>
obsahuje na k-tém misté 0 nebo 1 pravé kdyz k-ty spinorbital moZziny
S'je vjemu odpovidajicimu Slaterové determinantu neobsazen (,,0°)
nebo obsazen (,,1)).

Jak bude ukdzano v nasledujicim — tento mapping umoznuje

snadné odvozeni vyrazii pro rozklad pusobeni evolucniho operdtoru

U na elementdrni hradla. Jeho podstatnou nevyhodou je, Ze je znacné

nesetrny — pro koédovani nevelkych vice-Caticovych bazi muze
vyzadovat velké mnozstvi qubitt (tj. velké /). Cela tada vektort
kanonické baze C* je nevyuZita, nebot’ odpovidad systému s jinym
poctem castic (elektrontll), jinou z-komponentou celkového spinu (v
nerelativistické kvantové chemii v nepfitomnosti vnéjsich poli integral
pohybu), nebo zjevné jinou symetrii (jim pak mohou odpovidat
identicky nulové bloky reprezentace hamiltonianu v Cc? a tedy bloky
rovné jednotkovému operatoru v piipad€é reprezentace evolu¢niho
operatoru v c? ). Vptipadé napt. CISD vypoctu na systému s 20
prvkovou mnozinou S bychom minimalng 2°° — 190 = 106 (cca
99.98% zcelkovych 2*°) vektord kanonické béze ponechali
nevyuzitymi. Dokonce i v ptipadé FCI pro systém s 6 elektrony a 20
spinorbitaly ze stejné mnoziny Sse zcelkového poctu vektort

kanonické baze nevyuZije vice nez 3,6 %.

2. Compact mapping
Opacny pfistup, nez v pfipadé Direct mappingu — matice
hamiltonianu ve vypocetni bazi (obvykle mnohocasticova baze
Slaterovych determinantl) je do c? pfenesena ,,co nejuspornéji‘.
Ma-li tedy rozmér h, pak je zapotiebi / = (log, (7)), . Nevyhodou je
obecné téz§i reprezentace excitanich operatori pomoci posloupnosti

1- a 2-qubitovych hradel a s tim souvisejici narast Casové sloZitosti pii
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implementaci akce U*" na I-qubitovy registr. Casova sloZitost by
vsak stale méla zlstat nejvySe polynomiélni vzhledem k /.

V nékterych ptipadech je vyhodnéjsi Direct mapping v jinych
Compact mapping, coz zdvisi na posuzovaném kritériu (snadnost
implementace, pamétové naroky, casové naroky, ...), velikosti a
charakteru pouzité vypocetni baze, konkrétnim systému (konkrétni
molekule) a v neposledni fadé na zvolené metod¢/aproximaci (jiné
bude posouzeni situace pro nerelativistickou CI, jiné pro
relativistickou CI vramci No-pair aproximace a jiné pro CI i s

explicitnim zahrnutim QED efekti).

Jak bylo ukazdno vySe, samotnd diagonalizace vyzaduje pouze O(m)
elementarnich hradel za predpokladu, ze U* pocitame jako jediné (,,elementarni®)

hradlo. O casové komplexité¢ tak rozhoduje predevsim skutecny zplsob realizace
aplikace (c-té mocniny) podminéného operatoru U O technice jak odvodit

vztahy pro rozklad /-qubitového operatoru U * nal-a 2-qubitova kvantova hradla

(potazmo elementarni kvantova hradla, pro ptfipad direct mappingu) tak, aby pocet

téchto hradel byl polynomidlné omezeny vzhledem k velikosti problému (ktery
odpovidd diagonalizaci maticové reprezentace hamiltonianu vicecasticového
kvantového systému, tzn. velikosti zde mlize byt napi. mohutnost jednocasticové
baze” M) pojednaji nasledujici Gtyti odstavce — Trotteriv-Suzukiho rozvoj, Druhé

kvantovani, Jordan-Wignerova transformace a Rozklad evolucniho operdtoru.

Trotterav-Suzukiho rozvoj

Pro dalsi uvahy uvedu Trotterovu formuli ([14], [32], [33]), ktera ma

v nejjednodussim vyjadreni tvar

By A

lim (exp(iﬁ/n)-exp(il?/n))ﬂ = exp(i(AJrB)), (286)

n—> o0

7V ptipadé Compact-mappingu a FCI pak plati M = /.
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kde 4 a B jsou operatory na prostoru L°, nebo jeho podporostoru takové, Ze
operace uvedené v (286) maji smysl (v dalsim bude studovéan ptipad, kdy AaB
jsou hermitovské se zdola omezenym spektrem). Jiné vyjadieni Trotterovy formule

(,,yozvoj do prvniho fadu‘) ma tvar

A A A

exp(i (A+B)At) = exp(iAAt)- exp(ilg’At) + O(Atz), (287)

kde At je maly realny parametr, podobné lze uvést vztah pro ,,;rozvoj do druhého

radu (v Af) (288)-(289), piipadné do vyssich radi ([34], [35], [36], (293))

exp(izglAt/2)- exp(iéAt)-exp(iﬁAtQ) + O(At3),
(288)

exoli (3 2

A

exp(iAAt)- exp(iéAt)- exp[%[ﬁ,f?]m‘zj + O(At3).

exp (i (2[ + E)At)

(289)

Platnost vyse uvedenych vztahli se snadno nahlédne, pokud dosadime za
exponencialy odpovidajici Taylorovy rozvoje. Vztah (289), oznacovany také jako
Campbell-Baker-Hausdorfova formule je ptibuzny Hausdorfové formuli (290), ktera
je vSeobecné v kvantové chemii (metoda vazanych klastril) i kvantové teorii obecné

velmi uziteéna.

>
+
uk)
>
+
uk)
uk)
>
| —]
+

et Be M =
21

) - (290)
; ’n_![g,[g,[..[g,é]...[ﬂ ‘o

Rozvoje (287), (288) 1 ptipadna zobecnéni pro vyssi fady (v Ar) existuji i pro
N > 2 hermitovskych operatorti. Lze tedy psat (291), respektive (292).
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exp(iﬁAt) = exp(iﬁlAt)-eXp(iﬁlet)--~--eXp(iﬁNAt) + O(Atz),
(291)

k=1

expli A Ar) = [lﬂ[ exp[i[:[k%n{ﬁ[l exp(iﬁNﬂp%j] + ofar),

(292)
A 2N A
expli A1) = T expli 1,4, 0., A1) + Ofar), (293)"
k=1
kde
A N A
H = Y H, (294)
k=1

coz naznacuje i dalsi pouziti formuli (291), (292), ptipadné analogickych rozvoji do
vyssich fada v A¢ — pro vyjadieni evolu¢niho operatoru ((194), popiipadé (197),
ktery je obecné /-qubitovym hradlem, kde / je velikost celého kvantového registru
pro metodu IPEA (aplikovanou na maticovou reprezentaci FCI hamiltonianu))
pomoci 1-qubitovych a 2-qubitovych hradel.

At ve vyjadieni evoluéniho operatoru (194) (poptipadé At ve vyjadieni (417))
je pak ve vztahu (293) rozdéleno na ¢ dilkid Az, = At/g a pro ty je pouZzita formule
typu (293). Cim mensi At, jsou tim je formule (293) presndjsi, ale tim je také vétsi
pocet kvantovych hradel, ktera jsou potieba pro aplikaci evolu¢niho operatoru (194),
respektive vSech jeho mocnin pouzitych v diagonalizaénim algoritmu IPEA. Volba
prili§ malého Af; navic nemusi nezbytné vést k presnéjSim vysledkiim, nebot
s poctem kvantovych hradel (imérnym 1nq) soucasn¢ roste (akumulovand, vypocetni)
chyba zpiisobend neptesnosti v aplikaci kazdého elementarniho hradla. Soucasné

muze s ¢asem dochédzet k nartistu chyby zplsobené postupnou dekoherenci stavu

™ kde ptirozené Z 0 ey = 1, 6, jsourealné a p(k) celoiselné parametry daného rozvoje,
k

n € N, n> 3 je fad rozvoje.
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kvantového jadra a diky dal$im jeviim. Proto je tieba A¢; (nebo ekvivalentné — pocet
dilkl gqy), ale také tad Trotterova rozvoje n volit s ohledem na vSechny kvantovy
vypocet ovliviluyjici faktory tak, aby celkova chyba Er = Er(q,n) (dand jak
diskretizacni chybou ve formuli (293), tak chybou zpisobenou akumulovanou
nepiesnosti v aplikaci hradel, dekoherenci a dalS$imi procesy) byla minimalni, nebo
alespon, aby byla ,,dostatecné optimdlni* a pocet pouzitych kvantovych hradel byl,
ptirozené, spiSe mensi neZ optimalni, nez vétsi.

V préci [37] je uveden vztah popisujici minimalni 1 nezbytné pro dosaZeni
celkové chyby v aproximaci evolu¢niho operatoru (194) pomoci sou¢inli ¢ vyrazi
typu pravé strany (293) menSi nez & Odvozeni patrn€é vychazi zuvahy, ze
v pfibliZzeni prvniho fadu je & dano souctem chyb z jednotlivych ¢ aproximaci a tyto
jsou tedy rovné &g, pak je-li druhy ¢len v souctu na levé stran¢ (293) roven piimo

At (multiplikativni prefaktor lze zahrnout do €) a Ar, = At/q, pak je tieba, aby platilo

[&J < & (295)
q q
tedy

In (8 /q)

In(At/q)’ (296)

Pro tuto hodnotu 7 je tfeba hledat ¢ tak, aby ng bylo minimalni (79 urcuje pocet
exponencialnich faktorti danych sou¢inem levych stran vyraz (293) pouzivanych
k aproximaci evolu¢niho operatoru) . Zavislost ng na g pro piipad At = 27/0,5
(odpovidajici v této praci provedenym simulacim algoritmu IPEA pro diagonalizaci
KRCI hamiltoniant molekuly SbH) a & = 10° Ar (odpovidajici fadové rozliseni pro

tyto simulace) uvadim v grafu 7.
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Graf 7: Zavislost mnozstvi expoencidlnich fakotorii ng (a tedy i (aZz na

multiplikativni nasobek zéavisly na simulovaném systému a pozadovaném poctu bitil
vysledku, ale nezavisly na volbé Trotterova rozvoje (293)) poctu kvantovych hradel)
napoctu dilki ¢ na které je rozdélen Casovy interval At parametrizujici evolu¢ni
operator (194). Pro & = 10° At a At = 27/0,5 (odpovida simulacim provedenym v této

préaci) se ukazuje jako optimalni ¢, = 32 a n=26."

Studii zabyvajici se vlivem velikosti Af; (resp. hodnoty ¢) na (ne)pfesnost
algoritmem IPEA zjiSténé energie lze nalézt naptiklad v [7] (obrazek S2, graf a)),
kde ovSem neni soucasné¢ studovan vliv nepfesnosti v aplikaci hradel, nebo dalSich

faktorti diky nimz vypocetni chyba naopak roste s poc¢tem hradel (a tedy gn).

7V této praci bylo ale ,,ordkulum® v metodé IPEA — evoluéni operator (194) aplikovano
jako jediné /-qubitové hradlo, aniz by byl feSen jeho rozvoj do elementarnich jedno a dvouqubitovych
hradel. To souvisi s faktem, ze jsem vychazel zhospodarnéjsiho direct-mappingu pfi reprezentaci
evoluéniho operatoru a jemu odpovidajiciho kvantového registru b a studoval jiné aspekty algoritmt
IPEA A a IPEA B (pfedevsim zavislost pravdépodobnosti uspéchu p,, na charakteru vstupniho odhadu
vlastniho vektoru). Také je tieba zdUraznit, Ze graf 7 nezahrnuje vliv dekoherence, Sumu a nepiesnosti
hradel, jim odpovidajici ptispévky (resp. jejich zavislost na q) je tieba pricist k chybé vynesené na ose

y, vzniklé minimum se pak posune k niz§im hodnotam gq.
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Druhé kvantovani

V dal$im uvazuji hamiltonidan H posany formalismem druhého kvantovani

[38] ve tvaru

a,a, , (297)

kde p, g, r, s indexuji jednocésticovou bazi stavii (v nerelativistickém ptipadé
spinorbitaly — obsazené i virtudlni, v relativistickém bispinory — v zdvislosti na
zvolené aproximaci bud’to ryze elektronické (NPA), nebo ptipadné i pozitronické). V
piipad¢ numerickych kvantové-chemickych vypocti je baze jednocasticovych stavii
konecna (jeji mohutnost ozna¢me M). h,, a V4 jsou obecné komplexni koeficienty
(splitujici (298)-(300)) — v piipade nerelativistickych vypocta elektronovych stavi
molekuly v ramci BOA aproximace ° pak ma h,y vyznam elementu matice

jednoelektronovych integrali a plati pro n& vztah (301), kde fe je operator

A

kinetické energie elektronu a V,,, operator potencialni energie elektronu v poli pevné

uloZzenych jader (Coulombicky atrakéni operdtor, tzn. zahrnuje pouze interakci
jediného elektronu se vSemi jadry). Podobné V., m4 v rdmci nr-BOA popisu
vyznam maticového elementu operatoru elektron-elektronové repulze, tedy pro n¢j

plati (302).

h;q = hqp ? (298)
Viar = Vg (299)
qusr = I/sqpr = Vprsq ’ (3 00)

"V dalsim budu tento fyzikalni model (pln& nerelativisticky a Born-Oppenheimerovsky)

oznacovat jako nr-BOA.
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hpq B <p hA q> - 5sz(P),sz(q) I W:(F)(fe +I}6N)ll/q (F)d3,7, (301)77,78
R3
N | - o
Viawr = <pq|”>: 8 - (prsz(s) Oszir sz j .[ Yy (rl)'l//q(Fz)r_‘l’s(n)ll/,-(rz)d3r1d3r2
R® R® 12

/(302)

Operator @, piedstavuje kreacni operéator pro p-ty spinorbital (resp. obecné
jednocasticovy stav), @, pak anihila¢ni operator pro g-ty spinorbital (resp. obecné
jednocasticovy stav). V ptipadé, Ze studujeme nerozliSitelné fermiony (napf.
elektrony) je tfeba pozadovat, aby pro kazdou dvojici p, ¢ € {1, 2, ..., M} platily

antikomutacni relace

lar.a,f = s,. (303)
la,,a,} = 0, (304)
{az,ar} = o, (305)

Nasledujici uvahy lze samoziejm¢ ucinit pro zcela obecny operdtor tvaru
(297), kde koeficienty h,, a Vg spliuji (298)-(300), bez ohledu na to, zda-li jde o
hamiltonian elektronovych stavli molekuly v ramci nr-BOA aproximace, Dirac-
Coulombiiv hamiltonian molekuly v ramci BOA aproximace, popfipadé jiny
operator. Uvahy niZe lze také snadno zobecnit i na piiklad operatoru obsahujiciho tfi-

a vicecasticové Cleny (pocet kvantovych hradel, které je tteba pouzit pro konstrukci

" kde sz(p) je index spinové &asti spinorbitalu p, tedy sz(p) € {a, B}, Y g (17 ) e L’'(R) je
prostorovou ¢asti g-tého molekulového spinorbitalu vbodé ¥ € R, l;/: je komplexné sdruzena

funkee k funkei y/ .

78 ~ o ’ o e e . ’ . ’ SO )
Zobecnéni vyrazti (301) a (302) pro relativisticky popis neni naro¢né, druha rovnost
v téchto vztazich by byla nahrazena integraci pies prostorové i spinové proménné (resp. sumaci pies
spinové proménné) bispinorti a operatory kinetické, resp. potencialni energie nahrazeny svymi

relativistickymi variantami.
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odpovidajictho evoluéniho operatoru vystpujictho v metod¢ IPEA zlstane
polynomidlni, pouze se zvy$i mocnina ve vyrazu pro asymptotickou slozitost

vzhledem k poctu kvantovych hradel).

Jordan-Wignerova transformace

Jordan-Wignerova transformace je zobrazeni mezi algebrou 4, Pauliho matic
na prostoru H, =C ? rozliitelnych’ qubitii (uvazujme dale prostor / (rozligitelnych)

qubitd, tedy algebra Ap je generovana®’ mnozinou (306)-(311))

eIl @11, (306)
cle1? eIl ®...@1l, (307)
clleI?elMe. .1l (308)
cleI? eI ®...®1, (309)
es?ellMe®...e1l, (310)
e e1Me..-@cl. (311)

" Vteoriii kvantové informace jsou qubity uvazovany prakticky bez vyjimky jako
rozlisitelné (aby byl jejich stav adresné kontrolovatelny), v tomto odstavci je rozliSitelnost qubitd
zdiraznéna, aby vynikl kontrast s nerozliSitelnosti castic, pro které uvazujeme diagonalizaci
hamiltonianu.

% Vsechny prvky Ay lze ziskat jako linearni kombinace souc¢inti prvkil z této mnoZiny. NiZe
uvadénd mnozina neni minimalni této vlastnosti, ale byla zvolena tak, aby obsahovala vSechny
,»vyznaéné“ prvky. Prvky Ay jsou tedy (linedrni kombinace) direktnich soucind Pauliho matic

pusobicich na prostory jednotlivych qubitd.
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a algebrou kreaCnich a anihila¢nich operatorti na Fockové prostoru H,, = c? .
Bézové vektory prostoru Hy, necht’ jsou indexovany /-bitovymi fetézci udavajicimi
obsazovaci ¢isla pro / riznych jednoc¢asticovych stavi.

Jako ptiklad prostoru H) uvedu Fockiiv prostor v pfipadé popisu
elektronovych stavli molekuly H, v ramci nr-BOA pfibliZeni a pro / = 4 spinorbitaly
([1] = logo, [2] = 1o, [3] = lowa, [4] = 1ouB) — pak je Hy izomorfni C* = C"
vektory kanonické baze tohoto prostoru maji interpretaci® uvedenou vztahy (312)-

G17),

oo = sy et vt = b 1e0)
(312)
o+ pafim Do) T o
0+ 5l V0 o
[1001) = %det[:::((gizgz:)) Z:gggz‘z))] = |lof 16/),(315)

' Aby mély maticové reprezentace Pauliho operatori v dal§im textu obvykly tvar, je

nezbytné uvazovat ztotoznéni

0) = [?J ) = (éj (Z7243)

které je ovSem presn¢ opacné tomu, které se obvykle pouziva v teoretickych pracech o kvantové teorii

informace a kvantovych pocitacich a které je také pouzito na zacatku této diplomové prace.
Alternativou je oznacovat zaplnény spinorbital stavem |0> a vakantni stavem |1> , nebo uvazovat jiny

tvar Jordan-Wignerovy transformace.
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o1 chrg(ﬁ)ﬁ(sl) chu(ﬁ)ﬁ(sl) N B 1 _p
1010) = T!det[wlag(?z)ﬁ(sz) v ) Blsy)| = 107 197).610

1 Vi, () O‘(S1) Vi, (r) :B(Sl) N 01 2
[1100) = —2!det[wwu(?2)a(sz) Ww“(?z)ﬁ(sz) = ‘ng 16u>,(317)

Fockliv prostor vradmci vySe uvedenych CcCtyf spinorbitall jeSt€ obsahuje
vicecasticové stavy s jinym poctem &astic nez 2 — od vakuového stavu [0 00 0)
(319) pies étyfi stavy odpovidajici popisu H," pomoci molekulovych spinorbitalti Ha
(320)-(323), ctyri stavy odpovidajici naopak popisu H, pomoci molekulovych
spinorbitald H, (324)-(327) aZ po nevazebny stav odpovidajici (van der Waalsovskeé)
molekule Hy™ [1111) (328).

0000) = |10} 100), (319)
0001) = [16%167), (320)
0010) = [1c) 167), (321)
0100) = |10} 167), (322)
0100) = |10} 1o7), (323)

1110) = |16} 107), (324)
1101y = |lof 107), (325)
1011) = |lo}10)), (326)
0111) = |lo}10y), (327)
1111) = |lo}10}), (328)
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Hamiltonidn (297) komutuje s operatorem poctu elektronii (329) a proto stavy
odpovidajici H22+, H,", H,, H, a H,> budou tvofit 5 riznych diagonalnich bloku
(potad¢ s) dimenzi 1, 4, 6, 4 a 1. Sohledem na to, Ze koeficienty h,; a Vg
uvazujeme jako integraly v bazi molekulovych spinorbitalti pro molekulu H», budou
bloky odpovidajici jinému poctu ¢astic aproximativni (a zejména pro vySsi pocet
Castic) az nefyzikdlni (reprezentaci hamiltonidnu pro energeticky nejnizsi

elektronové stavy danych systému).
A= Y aya,, (329)
P

Akce kreatniho operdtoru @, na vektor kanonické bédze | Ji Ja Js j4>

prostoru My, ((312)-(328)) ma za nasledek bud’ nulovy vektor (je-li j, = 1, (330)),
nebo (je-1i j, = 0) vektor, ktery je popsan stejnou kombinaci j, pro g # p, pouze s j, =

1(331).
a5 |y Joedpa d dpa e di) = 0, (330)

a5y Joedpr O dpi o) = v daeedpa U dps o) (331)

Podobn¢, akce anihilatniho operatoru a, na vektor kanonické baze

| v Jar Js J 4> prostoru ), ((312)-(328)) mé za nasledek bud’ nulovy vektor (pokud j,

=0) nebo vektor liSici se od plvodniho pouze v indexu j, (plvodné j, = 1, po

pusobeni anihila¢niho operatoru j, = 0).

Gy |Jy Joedps O Jpa i) = 0, (332)

Gy |y doedpr U dpacodia) = | Jidaeedipt O Gy oo ) (333)

Uvazime-li, ze tyto relace ((330)-(333)) spliuji (na prostoru qubith Hy =

c* ) ,,Splhaci® (,,ladder*) operatory vytvotené z Pauliho matic dle predpist
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(334)

(335)

je ziejmé, ze konstrukce reprezentace kreaniho operatoru pro k-ty spinorbital (nebo

obecngji k-ty jednocasticovy stav) v kvantovém pocitaci bude vychazet z hradla G E‘ ]

a podobné, konstrukce anihilaéniho operatoru pro k-ty spinorbital bude vychazet

zhradla . Pro splnéni antikomutacnich relaci (303)-(305) je tfeba hledat vhodné

»doplnéni“ téchto hradel. Jednu z moznosti piedstavuje prace [39], kterd vychazi

z Bauerovy-Weylovy konstrukce. Kreacni operator @, pro p-ty jednocasticovy stav

je vni reprezntovan pomoci vztahu (337) a podobn¢ anihila¢ni operator a, pomoci

vztahu (338).

p@) = (H (-g )] G

¢(a,)

A A

¢(clzgl+cz lg’) = cld)(A) + czd)(B),

Il

|
[S—
~—
ki
>
Q>
N o—
N
Q>
3
Q>
5

|
TN
|
Q
N o—
fa
N—
N
Q>
FS
|
|
[
N—
i
>
&}
S
Q>
N —
i
(e}
=

(336)

(337)

(338)

(339)

(340)

kde - oznacuje operaci skladani operatora (jinde v textu je teCka vynechévana). Pro

odvozeni vztahu pro reprezentaci hamiltonianu (297) a evolu¢niho operéatoru (194)

nejprve naznacim, co jakych vyrazl bude rozvinut ¢ (19 ), pokudp <¢g-2

114



(]5(&; 5 ) — (_ 1)17*‘76"[!7] G"[P]G"EP“] - 651*1] 6£q] , (341)

q + z
¢ (A;&q ) — (_ 1)P+‘I+1 6J[rp] 6£p+1] ... 651*1] 6[!1] : (342)82

kde tfi tecky nahrazuji (pfipadny) fetézec Pauliho matic ,,z* piisobicich na qubity

s indexem rostoucim postupné z hodnoty p+2 k hodnoté ¢g-2. Pokud p = ¢ — 1, pak

¢(A;&q) - 6£”]6£"]<§£ﬂ _ éE”]cﬂq], (343)
aprop=gq
plaza,) = slls - %(il;uéy]), (344)

(/)(A;&q) = = gllgliglr = _glolglighl o sla gl (345)
aprop > q + 2 plati
¢(A;&q) _ (_1)p+q 6£‘1] gllglel ... glr-l Gle), (346)
At A 1 A A Al p— A
dlaa,) = (1) GGl Gl Gl (347)

Na zéklad¢ uvahy o vytknuti 4,, (jsou-li tyto koeficienty realné) ve vyrazu (297) se
lze opravnéné¢ zabyvat nasledujicim vztahem (kde bylo pouzito definic (334) a (335))

%2 Nebot’ pro Pauliho matice plati

6.6, = 6, = —0,6_, (348)
6.6 = -0 = —-0.0_, (349)
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A4+ A 1;\ Alg— A
2 oliza, +isq,) = CIFGba GG s
g+l [ A lg-11 Al4] (350)
p q A p A p+ A q— A q
+ (=1) o010,
Podobné, pro transformaci soucinu krea¢nich a anihila¢nich operatort a’a’a.a
p p p gt rts

odpovidajicich dvoucasticovym c¢lentim v hamiltonianu (297) Ize odvodit vztah (pro

p>q>r>s)

¢ (‘;&;&V&Y ) — (_ 1)P+q+r+s Gﬂz[v]é[c] 6Z[s+1] 6Z[s+2] .. 'Gﬂgr—l] 6[;’] % (35 1)
% G‘EQ]G"j] 6Z[q+1] ,,Gﬂz[pfl] 6£ﬁ] ’

plazaraa) = (-1 gblgbalghal gllghly (352)
X & q] 6[4“] ,Gﬂ[pfl] G"[ﬁ] ’

v

Podrobnéjsi upravy vyrazu (353) a klasifikace vzniklych ¢lentt jsou podrobné
popsany v [40], proto zde uvedu, Ze v dalsim bude tieba se zabyvati vyrazy (které
vzniknou dosazenim (334) a (335) do (353) a pfipadnym ptescitanim pies indexy p,
g, r, s s ohledem na symetrie ve vyrazech V), v hamiltonianu (297)) tvaru operatoru

na prostoru qubitli Hyp

[ H‘[k}"[%s , (354)

k=s,+1

kde horni index v zapisu operatoru na levé stran€ (sq, s, Sy, S5) piedstavuje dle
velikosti uspofadanou Ctvefici riznych celo¢iselnych indexi 0 < s, <sp <s, <ss5 <1
a dolni index (a, b, ¢, d) predstavuje Ctvetici indext, kazdy z dvouprvkové mnoziny
{x, y}. Snadno se nahlédne (a vtom smyslu je i zapsdna prava strana (354)), Ze

vyrazy (354) je tcelné uvazovat jako souciny operatort tvaru
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sg—1
Y. 6[%][1"—[6[/(]]6[%] (355)
a,b a z b >
k

tedy
Agroy = ALY < ALR, (356)
Pro dalsi upravy jsou klicové identity popisujici ndsobeni Pauliho matic
(operatort) (357), zné€j plynouci (pouzitim Taylorova rozvoje exponencidly)

imaginarni exponencidlu z Pauliho matic (358) a z direktniho sou¢inu Pauliho matic

(359)

61 > (357)

exp(i@cﬂ) = cos(9)-1, + isin(@)-cﬂ, (358)

exp (i 0®;_, GLk(]k)) = cos(@)-i2 + isin(0) ®_, GLk(],(). (359)
Pomoci Taylorova rozvoje exponencialy taky miizeme ovéfit platnost vztahu

U* exp(ifza)l} = exp(irU*ﬁ U), (360)

kde t € R bude v dalSim vyraz typu vAr, kde v je podil malych celych cisel
vyplyvajici z algebraickych Uprav a At pochdzi z vyjadieni evolu¢niho operatoru
(194), 4 je hermitovsky operator, v naSem piipadé¢ Pauliho matice (obvykle), nebo
direktni souin Pauliho matic, U je unitarni operator, v naSem ptipad¢ soucin jedno-
a dvouqubitovych hradel (obvykle ve tvaru (370), (377), (378), (371), ...) a U*

oznacuje hermitovsky sdruzeny operator k U . Dle vztahu (360) Ize také psat

VU exp (i rég‘“] 63”)017 = exp(i T V*U*égs‘”] 6£‘”J UI}), (361)

117



kde U budu volit tak, aby platilo (362) (konstrukéné ukazi, s pomoci (357)-(359), ze

je to mozné) a Vv je tedy mozné konstruovat podobné, aby platilo (363)

sg—1

O+ 6l = 6£va][ ﬁégﬂjé}[sﬁ] _ i[ls,,]éz[sau]éz[swz]_,,6£vr1]6}[sﬁ], (362)
k=s_+1
551

I}Jréz[%]l} _ 65[%][ Héz[k]}cﬂg%] _ 6!%]62[%“]65?7*2]_“65?5*1]65?5], (363)
k=sy+1

takovym postupem vznikd na pravé strané¢ (361) vyraz, ktery je exponenciilou
imaginarniho nasobku vyrazu (354) a postupnou aplikaci hradel odpovidajicich
témto vyrazim (ve vhodném potadi a mnohokrat) Ize ziskat (libovolné piesnou)

aproximaci evolu¢niho operatoru pro metody IPEA (nebo obecné simulace
kvantovych systémil). Vychézejic z identit (364)-(367) lze ukazat, Ze operatory U a

V 1ze vytvotit jako souciny O(/) jedno a dvouqubitovych operatoru,
exp (— i0 6;4) g, exp(ieéu) = cos(26)-6, + sin (29)8W,1 G,, (364)¥

specialné pro 0= m/4 pak

exp(—i%éﬂJév exp(i%éyJ = £,,6,, (365)
a pro 0= - /4 analogicky
exp(i%&Jév exp(—i%éyj - —¢,,6,, (366)

Nyni uvazujme piipad p # v, L € {x, y, z} (v libovolném vztahu k p a v), pro dva

libovolné indexy qubiti k£ a n plati

¥ Ve vztahu (364) u, v, A € {x, y, z} a u# v. Pokud p = v, byla by na pravé strané (364)

opét sn, nebot’ kazda hermitovska matice komutuje se svoji exponencialou.
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exp(—iz%6g"]6£"]j6v[k1 exp[l 246[ wj = %, 66l @Een™

Iy

Nyni, postup konstrukce U je ziejmy — uvazuji piipad, kdy konstruuji U
odpovidajici fetézci zacinajicimu 1 kon¢icimu Pauliho matici s dolnim indexem ,,x*,
piipad pro y se ziskd jednoduchou zdménou x <> y a ptipadnou odpovidajici

zaménou znameének, je-li sg - 54 - 1 (tj. poCet operatorti typu G Z[k] ve vyrazu (362))

liché, pak:
1. Vychézim z operatoru B, = 65"‘] : (368)
2. B = UékU = &b, (369)
kde U, = exp [i % 65&1) (370)
3. Opakuji (sg— s — 1) krat (pro k od kyin = 2 do kipax = Sg - So) (0znacim
U, = exp(i(—l) , glel glarts ”j, (371)
B, = U/ B, U,. (372)
4. Aplikuji operator Uc n = €Xp [1% 6?“]6)[;?"]) , (373)
ésﬁ =855+l = U:ﬁ =855+l ésB —Sy Usﬁfsa +1° (374)

5. Dle identit (364)-(367) plati

B, = [ H 1 j : (375)

k=s,+1

A

U = ﬁl ﬁz Usﬁ ) (376)85

¥ Kde X € {-1; +1} je znaménko volené obvykle tak, aby X& wo = T 1, tedy faze® pred

soucinem operatorti na prave strané v (367) byla kladna (pak tedy X' = &, , ).

% Je tieba upozornit na fakt, Ze na qubitové registry budou operatory (kvantova hradla) U &

aplikovany v pofadi zprava doleva, tedy pro k jdouci od ki, = g — S¢ + 1 PO kinax = 1 (ndsledné hradlo
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Je-li sg - 54 — 1 sudé aplikuje se v druhém kroku postupu vySe namisto

operatoru U , ve tvaru (370) operator
U = exp (—i%é)[f‘”]j. (377)

A ve ¢tvrtém kroku pak operator

>

U, \a = €xp [—i %65” ]éfﬁ]j. (378)

Rozklad evoluéniho operatoru

Zpisob impelentace ,,ordkula® v podobé evolu¢niho operatoru U (194)
(popt. (197)) na prostoru Hy (tedy reprezentace operatoru piisobiciho na Hy uvnitf
kvantového pocitace, jehoz kvantové jadro je popsano Hilbertovym prostorem Hp) je
tedy zalozen na postupné aplikaci hradel U, , V, , exp (i T, 65‘]), U aV; pro
jednotlivé cCleny vyrazu (297) tak jak bylo odvozeno v ptfedchozich odstavcich.
Protoze se vychazi pii tomto ,rozdeleni na jednotlivé Cleny* z Trotterova-Suzukiho
aproximativniho rozvoje do n-tého fadu, je tfeba tuto aplikaci provést piiblizné 2n-
krat (resp. pravé tolikrat, kolik determinuje konkrétni formule pro Trotterv rozvoj
do n-tého tadu) s koeficienty 7, determinovanymi konkrétni Trotter-Suzukiho
formuli.

Pro reprezentaci imaginarni exponencidly zreadlného nasobku jediné

kombinace operatorti typu a,a a,a, tedy postacuje O(/) dvou- a jednoqubitovych

[s.]

X

exp (i T, o ), 7; € R a pak hermitovsky sdruzené operatory (hermitovsky sdruzena kvantova

hradla) aplikovany v potadi pro &k jdouci od ki = 1 PO kypax = sp— 5o+ 1).
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hradel ® . Protoze hamiltonian (297) téchto vyrazi obsahuje celkem O(I*), ma
aplikace evolu¢niho operatoru odpovidajiciho hamiltonidnu (297) v ptibliZzeni
Trotterova rozvoje n-tého fadu asymptotickou slozitost O(nl’) v podtu
(dvouqubitovych®’) hradel. Paklize optimalni 1 neroste exponencialné s/, lze tedy
tvrdit, ze (kazdy) algoritmus obsahujici nanejvys polynomidlni (v /) pocet opakovani
aplikace evolu¢niho operatoru je efektivné proveditelny na kvantovém pocitaci o /4w
qubitech (kde w je malé celé ¢islo odpovidajici registrim pro zaznamenani vysledku
méfeni bitového rozvoje faze v algoritmu IPEA nebo registrim pro extrakci

informace pfi obecnéjsi simulaci kvantového systému).

1.4 Konfiguracni interakce

1.4.1 Nerelativisticka ClI

Metoda konfigura¢ni interakce (CI) vychazi z konstrukce aproximace vlnové

funkce stacionarnich stavli vicecasticového systému (feSeni |q/,,> rovnice pro vlastni

Cisla typu
Hly,) = E,|v.), (379)

kde H je hermitovsky operator s definicnim oborem hustym v Hilbertové prostoru

Hys  studovaného systétmu M (380), |1//n>eH v Je vektorem (obvykle

normalizovanym (381)) z Hilbertova prostoru Hy, a E, € R je odpovidajici vlastni

&islo®),

% Multiplikativni konstanta nepifevySuje 28, jak se nahlédne rozpisem (353) do (354) a
spojenim odpovidajicich ¢lend pro jiné kombinace indext p, g, r, s. Studium mozného dolniho odhadu
pro tuto multiplikativni konstantu jsem zatim neprovad¢l, ale pro budouci vyzkum muize byt zajimavé.

%7 Z hlediska poctu jednoqubitovych neni asymptoticka sloZitost hordi a tedy ani z hlediska
celkového poctu jedno a dvouqubitovych hradel.

%S fyzikalnim vyznamem energie systému M vramci popisu danym hamiltonianem a ve

stacionarnim stavu popsaném stavovym vektorem |l//n> eH M-
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pomoci linearni kombinace soucinii pfedem pevné zvolenych jednocésticovych
funkci (zé&vislych na prostorové 1 spinové soufadnici) antisymetrizovanych,
respektive symetrizovanych pfes soufadnice (prostorové i spinové) identickych

fermionti resp. bosontl. Podrobné je metoda CI popséana v [41]-[49].

H, = ®f, Anisym(®"  I*(R*)® C**)®"_ Sym(®" [*(R*)®C*™),

(380)¥

W, lv,) = L. (381)

Pokud bychom vychazeli zUplné baze jednocasticovych funkci, bylo by
mozné ze vSech jejich soucinli z prostoru (380) vytvofit Uplnou bazi (380) a
diagonalizaci H (379) vtéto bazi ziskat piesné hodnoty energii E, a tvary
stacionarnich vlnovych funkeci |Wn>. Pro praktické vypocty je vSak tfeba vychazet

z jednocasticovych bazi konec¢né mohutnosti. Pokud jsou vramci jednocasticové
baze dané mohutnosti sestaveny vSechny pfipustné souciny z prostoru (380),
hovotime o ,,uplné konfigura¢ni interakci* (angl. Full-CI, FCI), pokud jsou vybrany
pouze nekteré souciny, hovoiime o ,,omezené konfiguracni interakci* (angl. Limited
CI, LCI).

V ptipad€ ab initio kvantové chemickych vypocti je neobvyklejsi variantou
vypocti CI ptipad, kdy sytémem M je molekula, respektive jeji elektronové vnitini
stupné volnosti a H odpovidd nr-BOA popisu, tedy plné nerelativistickému popisu
pohybu elektronil v poli pevné ulozenych jader. Pak jsou vySe zminované ,,Castice®
elektrony (tedy nerozlisitelné fermiony se spinovym ¢islem s = 1/2) a prostor (380) je

prostorem

H, = Anisym(®"_ I*(R*)®C?), (382)

% Pro systém sestavajici z F skupin fermiont (v ramci kazdé skupiny nerozlisitelnych, se
spinem S; a poctem Fj; vramci kazdé skupiny) a B skupin bosoni (v rdmci kazdé skupiny

nerozliSitelnych se spinem S,,” a poctem F,,” v ramci kazdé skupiny).
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kde N je pocet elektronti molekuly M.
PIn¢ antisymetrizované soudiny jedno&asticovych bazovych funkci” pro
elektrony (tedy bazové funkce prostoru (382)) se oznacuji jako Slaterovy

determinanty a lze pro n¢ psat vztah

¢a(1) (yl) ¢a(2) (yl) ¢a(N) (J’1)
B 1 ¢a(1) (yz) ¢a(2) (yz) ¢a(N) (yz)
<y1’y27""yN|WA> = \/ﬁ )

¢a(1)(yN) ¢a(2)(yN) ¢a(N)(yN)

(383)

kde y, = (7,&,) jsou soufadnice k-tého elektronu, 7 €R® prostorova,
§, € {—1/ 2;+1/ 2} spinova, A pfedstavuje fetézec navzdjem raznych indext a(1) <
a2) < ... <a(N), kde a(k) € {1, 2, ..., m} (m je mohutnosti baze spinorbitalil) pro

kazdé ke {1,2,..,N} a ¢, € L (R3 )® C’ je p-ty spinorbital, uvazovany ve tvaru

6,(0) = 0,(F) Lo ), (384)

kde ¢, eL’(R’) je prostorovou &asti ((molekulovym) orbitalem) a
Xo(p) € H i =~ C’ spinovou ¢&asti, @: {1, 2, .., m} — {a, B} je zobrazeni
pfifazujici indexu spinorbitalu index spinové ¢asti (Ize pouzit zjednoduseni, kdy se
uvazuji jen dvé moznosti odpovidajici kanonické bazi C° (bazové vektory jsou pak
ztotoziovany s vlastnimi  funkcemi operatoru z-tové komponenty spinu
5. =(1/2)6.)).

Funkce ¢, € L (R3 )® C’ obvykle uvazujeme zné&jakého ortnormalniho
systétmu funkci. Potom jsou také vSechny navzdjem rizné funkce typu (383)

ortonormalni. V pfipad¢ metody CI se systém funkei ¢, € L (R3 )® C* voli obvykle

jako vysledek teseni Hartree-Fockovych rovnic pro stejny sytém (molekulu M ve

90 T . , . .. . e,
Jednocasticové bazové funkce pro elektrony vramci pln€é nerelativistického

(dvoukomponentniho, 2¢) popisu se oznacuji jako ,,spinorbitaly*.
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stejné geometrii). V nékterych piipadech vSak mize byt vhodnéjsi vychazet z feSeni
MCSCEF rovnic, nebo pouZity jiny typ spinorbitald.

Jako ptiklad lze uvést Slaterovy determinanty pro popis elektronovych stavi
molekuly vodiku H, v rdmci nr-BOA popisu (312)-(317). Hamiltonian mé v ptipadé

nr-BOA popisu (jako diferencidlni operator na prostoru (382)) tvar

~
+
M=
Mo
N
NG
=
+
~
=

n N
A =3t

i=1 i=1 A=1

(385)

kde ¢leny maji v sumach maji po fad¢ obvykly vyznam operatoru kinetické energie
elektront, operatoru potencialni energie parové interakce elektron-jadro a na
elektronech nezavislého operatoru elektrostatické repulze mezi jadry.

Specialni tvar spinorbitali je mozZny v pfipad€, vychazi-li se pfi jejich
ziskavani ze ,spin-restricted” Hartree-Fockovych rovnic (at’ jiz varianty pro
uzaviené slupky — RHF, nebo varianty ROHF (v nejobecnéjSim piipadé varianta

»average of configurations®)), v takovém ptipad¢ I1ze spinorbitaly rozdé€lit do dvojic

6, () = 0,(F) 1, (), (386)

6, ) = 0,7 x,; (), (387)

sdilejicich tutéZ prostorovou ¢ast.

Samotnd metoda konfiguracni interakce je zalozend na diagonalizaci
maticové reprezentace hamiltonidnu (385) na prostoru s bazi slozenou ze Slaterovych
determinantl tvaru (383). Jde tedy o ulohu diagonalizace hermitovské matice, jejiz
rozmér je dan poctem Slaterovych determinant, které uvazujeme pro popis vlnové

funkce a pro jeji maticové elementy plati

ve)

H

J....J. l’/jl(yl’yz’“.’yN)-H[l/B (yl,yz,...,yN)dV,

RS RS 3

H,; = <V’A

(388)
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kde dV odpovida 3N-rozmérné Lebesguové mife pro integraci pies vSech N
prostorovych proménnych a sumé pies vSech N spinovych proménnych. Pro vypocet
vyrazi typu (388) existuji diky soucinovému tvaru jednotlivych c¢lenti v rozvoji
Slaterovych determintd (a navic diky ortonormalit¢ spinorbitalt) jednoducha
pravdila obsahujici pouze troj a Sestindsobné integraly ptes prostorové proménné
(Slater-Condonova pravidla, [48],[49],[38])

Tento tvar (385) se také oznacuje jako ,hamiltonian M v ramci nr-BOA
popisu v prvnim kvantovani“. V ramci formalismu druhého kvantovani [38] se
uvazuje hamiltonian (385) ve tvaru (297).

Zatimco, jak bylo popsano vySe (v kapitole ,Mapping Hilbertovych

O ¢¢

prostorid®), pro kvantovy algoritmus pro diagonalizaci maticové reprezentace
hamiltonianu plné konfiguracni interakce (FCI) je nejpfirozenéjSi reprezentace
tohoto hamiltonidnu v rédmci kvantového jadra kvantového pocitate pomoci
formalismu “Direct-mapping”, v piipadé¢ omezené konfiguracni interakce (LCI) je
obvykle volena reprezentace pomoci formalismu ,,Compact mapping®. Nebot’ se v
praktické casti prace (str. 130-178) budu zabyvat vyhradné¢ LCI (ovSem v
relativistickém ptipad¢, viz nasledujici kapitola), uvedu niZze nejbéznéjsi varianty

LCI:

1. CID metoda — v rozvoji vlnové funkce se uvazuje Slaterv determinant
s obsazenim  vSech molekulovych spinorbitaldt ,,odspoda® (dle
z mozné biexcitace, které z n¢j Ize ziskat (v rdmci excitaci do prostoru
molekulovych orbitali o energii niz§i nez zadand hodnota, nebo do
omezen¢ho poctu molekulovych orbitali nad nejvy$Sim obsazenym
orbitalem)

2. CISD metoda — podobné jako CID, ale uvazuji si i monoexcitace. Ve

tireti kapitole takto zjednoduSené oznacuji i CI vypocty vychazejici

z rozvojua kde jsou uvazovany vS§echny mozné mono- a biexcitace, ale

Yvr

pouze z prostoru energeticky nejvySSich molekulovych orbitalu

(presnéji specifikuji na obrazku 24 a v tabulce 3).

3. CI-CAS(n,n) — Pro sudy pocet elektront a ,,spin-restricted* formalismus
uvazuji prvnich (N-n)/2 molekulovych orbitali vzdy obsazenych N-n

elektrony a zbylych n elektronli umisténych libovolnym zplsobem
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v rdmci n molekulovych orbitali (MO) nasledujicich v potadi dle rostouci

energie za (N-n)/2-tym MO.
1.4.2 Relativisticka Cl, KRCI [50]

Uvazujeme-li Dirac-Coulombtiv, nebo Dirac-Coulomb-Breitiv hamiltonian
popisujici pouzivany v relativistické kvantové chemii (tento hamiltonidn pro N
elektrontl pisobi na direktni soutin N &tyikomponentnich funkei z L*(R)), tedy
operator (389) a jemu odpovidajici rovnici pro vlastni ¢isla (390) (Dirac-

Coulombovu, Dirac-Coulomb-Breitovu)

N
A = S -3 pm-d.] + X0, + Pu. 89

i=1 i<j

Podrobny popis ¢leni hamiltonidnu (389) je uveden hned na zacatku nasledujici
kapitoly na ptikladé molekuly SbH. V piipad¢ konfigura¢ni interakce, kde namisto
nr-BOA hamiltonidnu (385) vychazim z hamiltonidnu, ktery ma v prvnim kvantovani
tvar (389) hovotfim o ,Relativistické CI“. Slaterovy determinanty maji v tomto
ptipad¢ tvar (383), pouze jednocasticové funkce ¢,u odpovidaji bispinortim, tedy

ctyfkomponentnim funkcim tvaru

¢a(k),La

¢a Lp
buy = ¢"‘” : (390)
a(k),So

¢a(k),Sﬁ

2,13 C 1 ‘v v
kde d)a(k),m, d)a(k),w, ¢a(k),Sa , ¢a(k),5ﬂ € L°(R), prvni dvé¢ komponenty se bézné

oznacuji v literatuie [50] jako “velkd komponenta™ (L = Large) a druhé dvé jako
,mald komponenta (S = Small). Prvni a tfeti komponenta bispinoru (390) odpovidaji
vlastni funkci projekce spinu na tfeti osu a tak jsou oznaceny jako ,,a", zbylé dvé

jako ,,5.
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Pro dalsi klasifikaci metod pouzivam terminu ,Kramers-restricted”, ktery
oznaCuje situaci analogickou ,spin-restricted bazi molekulovych spinorbitalti
v nerelativistickém dvokomponentnim piipadu. V ¢tytkomponentnim,

relativistickém ptipad¢ se zavadi operator Casové inverze vztahem

K = —iX K,, (391)
kde X je operatorem y-ové komponenty spinu (v Diracov€ reprezentaci dany 4x4

matici (392)) a K, je opratorem komplexniho sdruzeni (diky nému je pak operator

asové inverze K antiunitarnim operatorem (tj. antilinearni’' a unitdrni operétor))

(392)

M>
<
Il
Q
OE)
D o
N——
Il
oS O O
|

V préci [50] je provedena analyza pusobeni operdtoru ¢asové inverze (391) na riizné
Cleny Dirac-Coulombovy respektive Dirac-Coulomb-Breitovy rovnice a zminén
teorém aplikovatelny na soustavu Dirac-Hartree-Fockovych rovnic (Hartree-Fockovy
rovnice vychdzejici z hamiltonidnu (389)) — pro systém s poloCiselnym spinem
v absenci vnéjSich vektorovych potenciald jsou energetické hladiny alesponi dvakrat
degenerované a kazda degenerace je sudo-nasobna.

KramerQv par je dvojici navzdjem ortogonalnich bispinord v , v takovych, Ze

plati

°! Operator 121 se oznacuje za anti-linearni, pokud spliuje
A(C1W1 + cz‘l’z) = clA(‘l/l) + czA(W ), (393)

. . r ~ rowr v v * *
kde W), ¥, jsou funkce z defini¢niho oboru A, ¢;, ¢; € C komplexni ¢&isla a hvézdicka u ¢ ac,

znaci komplexni sdruzeni.
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Rv. = v, (394)

Ry = -y, (395)

jeden ze Clenil paru se poté oznacuje jako ,,4“ a druhy jako ,,B“. Operace ¢asové
inverze se v dvoukomponentnim nerelativistickém ptipadé redukuje na soucasnou
zménu spinové ¢asti z o na f (a naopak) a zménu smeru tieti komponenty momentu
hybnosti (diky komplxnimu sdruZeni) a pfipadnou zménu znaménka. Casova inverze
tedy v nerelativistickém piipadé€ vytvari Kramertiv par mezi 1s o a 1s B spinorbitaly
pro atom vodiku, ale 2 p; o spinorbital spojuje s 2 p_;  spinorbitalem.

Kramers-restricted formalismus je analogii ,.spin-restricted” formalismu
v ptipad¢ nerelativistickém. V piipadé ctyifkomponentniho Dirac-Coulomb(-Breit)
vypoctu naznacuje takovy vypocet ve kterém figuruji pary molekulovych bispinorii
presné splnujicich vztahy (394) a (395). Pokud se jednd o vypocet feseni Dirac-
Hartree-Fockovych rovnic (DHF rovnic), hovotime o metodé KR-DHF, pokud jsou
takto ziskané bispinory pouzity k sestaveni Slaterovych determinantd v ramci
kterych je proveden vypocet konfiguracni interakce, hovoiime o KR-CI (nebo KRCI)
vypoctu apod.

Az na klasifikaci jednocasticovych stava [50], fakt, ze je tfeba se omezit (pii
konstrukci Slaterovych determinantii a v rdmci ,,No-pair aproximace* (NPA)*?) jen

na feSeni analogie Hartree-Fockovych rovnic vyplyvajicich z hamiltonianu (389),

%2 Tato aproximace odpovida modelu ,,Empty Dirac picture®, tedy piedstavé, Ze potencialni
,,Diracovo mofe® pro positrony je prazdné. V ramci relativistické kvantové teorie molekul neni dosud
zcela ziejmé, jaky model je pro popis molekuly vhodnéjsi. Je vSak zjevné, Ze popis vychazejici
z pevného poctu ¢astic (elektrontl) a neuvazujici fotonové stupné volnosti je nezbytné omezeny. Je
zajimavosti, Ze popis mappingu Hilbertovych prostort ,,Direct mapping® je sice nehospodarnym pro
popis systému s pevnym poctem ¢astic, ale byl by velice pfinosnym v piipad¢€, Ze bychom $li za ramce
NPA aproximace a ve tvaru hamiltonidanu v druhém kvantovani (297) uvazovali i ¢leny odpovidajici
positronickym bispinorim (jde-li se za ramec NPA, anihila¢ni operatory elektronickych bispinorid lze
povazovat za kreacni operatory pro positronické bispinory a naopak, to pak vede na interakci stavi
obsahujicich nejen N (zde N = 52) elektronti, ale N+1 eletroni a 1 positron, N+2 elektront a 2
positrony, atd. Pokud bychom v Direct mappingu vyhradili fadu qubitd i pro fotonové stupné volnosti,
otevirala by se tak cesta k pomérné robustnimu neporuchovému QED popisu vazanych stavi molekul.

Zajimavé pojednani na téma Dirac-Coulomb(-Breit)ova hamiltonianu a QED lze najit v [50] i

[57].
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jimz odpovida hodnota orbitalni energie v&tsi nez —mc” (elektronicka feSeni) a
proceduru vypo€tu maticovych elementl 4, a V. (297) v reprezantaci
hamiltonianu v druhém  kvantovani  je  relativisticky  pfipad podobny
nerelativistickému. Alespoit pokud jde o simulaci algoritmu IPEA, kde je evolu¢ni
operator (194) reprezentovan jedinym [-qubitovym hradlem (skutecné jako
,Lordkulum®). 'V ptipadé, Ze uvazujeme simlaci algoritmu IPEA rozkladem
evolu¢niho operatoru (194) na elemenmtarni hradla, je nezbytné uvazit, ze pro ¢leny
hamiltonianu (194) v druhém kvantovani nebude platit, Ze jsou nezbytné redlné,
protoze pro né bude existovat slozit¢jsi vyjadieni nez je uvedeno pod vztahem (297),
vyplyvajici ze tvaru relativistického hamiltonianu (389) a tedy je tieba uvazovat
obecngjsi alternativu ke vztahu (350) apod.

Relativistické vinové funkce jsou také obecné ,,vice multireferencni®, nebot’
narozdil od nerelativistického piipadu neni Cl-hamiltonian blokové diagondlni
vzhledem krozdilu poétu elektronii v A-spinorbitalech a B-spinorbitalech *
(relativistické analogie - a -spinorbitaltl), dalsi ,nartst multireferenc¢nosti je
zpiisoben vlivem spin-orbitdlniho S$tépeni i mimo vySe popsanou neblokové-
diagondlni strukturu hamiltonianu. Proto piedstavuje napiiklad Direct-mapping
v relativistickém piipadé mensi plytvani s prostorem nez v neraltivistickém piipadé a

vvvvvv

|l//0> vlastniho vektoru evolu¢niho operatoru (194) odpovidajiciho hledané fazi.

%V dalsim Klasifikuji jako ,,4* bispinor sj. > 0 a jako ,,B“ bispinor s j. < 0. V piipadé 7,
orbitalll je tak ale stava, ze ,,B” bispinor ma pfevazujici a-charakter, zatimco ,,4” bispinor pfevazujici
B-charakter. V ptipadé oy, a 7, orbitali naopak ,,4” bispinor ma pievazujici a-charakter a ,,B”

bispinor ptevazujici S-charakter.
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2 Simulace kvantovych vypoctu

(Relativisticka CI (KRCI) — molekula SbH)

Jako ptiklad simulace ab initio kvantové chemického vypoctu pomoci
kvantového algoritmu diagonalizace matic IPEA A byly provedeny vypocty
SbH v ramci relativistické konfiguracni interakce odpovidajici Dirac-Coulombové

(DC) hamiltonianu (396) a No-pair aproximaci (NPA)
N A ~ A
Z [C (& ]_j ) iI mc nuc] Z I/, + s (396)
= <J

kde N = 52 je pocet elektronti molekuly SbH, ¢ je rychlost svétla v Bohrovych
atomovych jednotkdch  (pouzivanych v ab initio nerelativistickych kvantové-

chemickych vypoctech, vnich Ciselné plati # = m = e, = 1, kde m je klidova

A

hmotnost elektronu (i v (396)) a e, elementarni naboj), Oi a B/ jsou Diracovy

matice pusobici na bispinor i-tého elektronu (elektronova ¢ast vlnové funkce

molekuly SbH je uvazovana jako linedrni kombinace antisymetrizovanych direktnich

sou¢ind N bispinorti”™, tedy ve tvaru (397)), tedy plati (398)-(404), ¢

nuc

je operator

A

potencialni energie elektronu vpoli jader (H, Sb’'"), V.. odpovida interakci

rJ

elektron-elektron a V,, interakci jadro-jadro.

|W> € Antisym,, (®fV:1 (LZ (R3)® C4)), (397)
& = (6..4,,4.,) = I"®IP?®--®["®aq @RIV 01",
(398)

% Respektive bispinort, které nalezi do ,kladné ¢asti jednogasticového spektra“. Tj. prostor
generovany vSemi feSenimi Dirac-Hartree-Fockovych (DHF) rovnic (DHF rovnice jsou Hartree-

Fockovy rovnice odpovidajici hamiltonianu tvaru (396)), které odpovidaji kladné energii (kladné pro
hamiltonian, kde od matic Bi neni odectena jednotkova matice, tj. pro hamiltonian (396) (respektive

jemu odpovédajici fockian) jde o feseni odpovidajici E > - mc?) — jak obsazenych, tak virtualnich.
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(399)

.[;)i[ = [);i - i’
B, = 1§‘>®1§2>®-~-®1§”>®[5 ~ j@[i’”)®I§’*2)®-~-®I§N), (400)
2
é =129, (401)
G 0
00 0 1
. 0 G, 001 0
a. = |. | = , (402)
G, 0 01 00
1 000
0 0 0 —i
. (0 &) o 0 i 0 403)
“ T s, o) T o -io o
i 0 0 0
0 0 1 0
A 0 &6, 0 0 0 -1
a, = | . = , (404)
G. 0 1 0 0 0
0 -1 0 0
operatory mezic¢asticové

Dirac-Coulombovy aproximace maji
interakce pln€ neretardovany, skalarni tvar direktniho sou¢inu kulové symetrického

V ramci
potencidlu zavisejictho na mezicasticové vzdalenosti r; a operatoru identity na

spinové stupné volnosti vSech ¢astic I
(405)

I}i_/ = V(’?/)®I’
kde V(rij) ma v piipad¢ aproximace distribuce naboje Castic i a j delta distribucemi
tvar
1
vin,) = —, (406)
Tij
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program DIRAC [D] navic umoziiuje vypocty, ve kterych je v pfipad¢ interakce
elektron-jadro zapodtena korekce na kone&né rozméry jadra > pro model
Gaussovského rozdéleni nabojové hustoty v jadie [51] , [52] (407), cemuz odpovida

elektrostatickd potencidlni energie tvaru (413).
p(R) = pyexp(-&R?), (407)

kde p(R) je objemova hustota naboje ve vzdalenosti R od stiedu jadra, R je
vzdalenost od stiedu jadra, pp je parametr rozméru objemové hustoty naboje
(odpovida p(0)) vztazeny k parametru & a celkovém naboji jadra (e, Z) vyrazem
(408) a parametr & odpovida nasobku pievracené hodnoty stiedniho kvadratického

poloméru jadra <R2> podle vztahu (409).
é 3/2
Py = quH , (408)
T

£ = : (409)

(R) = a 4" + a, (410)
a, =0.570 fm, (411)
a, =0.836 fm, (412)

z
Va) = —Zraf ) (413)
iA

% Tato korekce je v relativistické kvantové chemii dalezité jak z divoda fyzikalnosti modelu

(u tézsich atomu jsou vnitini slupky lokalizovany tédnéji okolo jadra nez u leh¢ich atomt a soucasné

M

v

impulsmomentu) singularni).
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Jak je poznamendno v [l1], pouZiti tohoto hamiltonidnu (Dirac-Coulomb)
nepiedstavuje kvalitativné mén¢ obecny ptistup nez pouziti Dirac-Coulomb-Breitova

hamiltonianu (DCB) s elektron-elektronovym interakénim ¢lenem ve tvaru

)

—_—
>
—_
Kb
Ql)
.

+
_
&
NQL)
SN —

, (411)°

R P TN
&)
Ql)

protoZe zahrnuti integrall, které vyZaduje DCB hamiltonidn navic si v klasickém
pfipad¢ vyzaduje maximaln€ polynomidlni narlst casové komplexity v porovnani
s DC hamiltonidnem. DC hamiltonian dobfe popisuje skalarni relativistické efekty a
velkou ¢ast spin-orbitalni interakce’”.

4-komponentni (4c) relativisticky popis na irovni DC hamiltonidnu byl zvolen,
aby bylo ukazéano, ze kvantovy algoritmus nejen poskytuje podstatné urychleni jak
nerelativistickych, tak relativistickych ab initio vypocetnich problému (vyuzivajicich
diagonalizace velkych matic), ale poskytuje ndsobné snadnéjs$i (ve smyslu Casové
sloZitosti) pfechod od nerelativistickych vypoctl k relativistickym, jak s ohledem na

reprezentaci dat (pfirozené komplexni aritmetika kvantového pocitace, moznost

% Alternativné lze vyraz upravit do tvaru (414) za pomoci identity pro skalarni soucin

vektorovych soudint (412), tedy (413).

(qxg)-((?xc_l.) = gijkgilmajbkcldm = (5 5km_5jm5k1)ajbkcldm

Jl

- (5.5)5-&) Va,b,¢,d e R*(ev. C*) (2

’?;3(0%1‘)(’7@/)'(0%_/“7@/) = n;l(&i'&_/) - ’7;3(0%i"7@/)'(0%_/"74‘/)’ (413)

poo L Gd 1l M) .
rij rt/ 2 ij

7 DCB hamiltonian navic diky ¢lenu Gauntova typu (—1/2 l”i;l ((55[ -&_/)) také velkou &ést

spin-other-orbit interakce [58,59,60].
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compact mappingem snadno pokryt hustsi matice FCI hamiltonianu), tak na
implementaci hamiltonidnu pomoci kvantovych hradel [1].

Molekula SbH byla pro testovani kvantového algoritmu pro diagonalizaci
vybrana z toho diivodu, Ze mezi jejim zdkladnim elektronovym stavem X 0" (2=10")
a (energeticky degenerovanym) dubletem excitovanych elektronovych stavii 4 7, 4
1. (2 = +1, -1) je pomérné mala energetickd separace, kterd vznikd jako ,Cisté
molekuldrni jev (trojici stavii X 0", 4 1., 4 1. odpovidajici disocia¢ni kiivky maji
stejnou disocia¢ni limitu a nabyvaji stejné hodnoty energie i v limité¢ sjednocené¢ho
atomu) v disledku spin-orbitalni interakce (na trovni HF popisu ,,St€peni hladin 7-
molekulovych orbitald touto interakci, na Urovni FCI popisu pak jde o Stépeni
tripletni hladiny Y na trojici stavit X 0", 4 1., A 1.). Pro dobry kvantitativni popis
tohoto Sté€peni hladin je nezbytny jak dobry popis relativistickych efektt, tak dobry
popis statické i dynamické elektronové korelace.

Pro simulace kvantového algoritmu diagonalizace hamiltonidnu z metody
limitované CI byl pro kazdy bod disocia¢ni kiivky (tj. pro fadu hodnot mezijaderné
vzdalenosti R = R(Sb-H)) proveden vypocet DHF rovnic (varianta average-of-
configurations ,,Kramers-restricted (KR-DHF) (pro konfigurace” o1,2myz na”, kde™
x+y=2), kterd ptedstavuje 4-komponentni Dirac-Coulomb (4c-DC) analogii
k average-of-configurations ROHF rovnicim v nerelativistické kvantové chemii)
v bazi atomovych orbitali pro Sb pochézejici od Dyalla (triple-dzeta + valen¢ni
korelacné-konzistentni funkce, celkové 28s funkci, 21p funkei, 15d funkci a 1f
funkce) a cc-pVTZ béaze pro H (z EMSL basis set library). Ziskané molekulové

98 pu: : ’ ’ ’ . v s .
Pti popisu elektronovych konfiguraci uvadim jen hrani¢ni MO, tj. HOMO-1, HOMO,
LUMO pro SbH a 5p pro Sb.
99 L TR oy - T .
To znamenad, ze metoda minimalizuje prumér z energii odpovidajicich 6 konfiguracim -
220 2 0_ 2 2 A A 2 B_ B 2 A_ B 2 B_ A
G2 T2 a2 s O12 T2 M3z s O1/2 T2 a2 5 O1/2 Tj2 Taiz 5 O1j2 Tj2 Taz , O12 T2 Taz - Tedy

vypocet odpovida smiSenému stavu s matici hustoty

p = — Y |Cdlset, 607, 5m),573, ([CdSa ), 607, 57),573, |, @16)

x+y=2
X,y € {0; A; B; 2}

kde kety (a odpovidajici bra-vektory) s danou konfiguraci odpovidaji Slaterové determinantu

sestavenému z bispinord splitujicich podminku ,,Kramers restricted®.
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bispinory odpovidajici kladnym '® hodnotim energie (tj. ,.elektronickd* feseni'"'

DHF rovnic, dale oznatované jako MEB'”

) pak byly pouzity jako jednocasticova
baze funkci pro sestaveni Slaterovych determinantd.
Fyzikalni symetrie molekuly SbH v ramci 4c-DC hamiltonianu je popséna

(double-)grupou C. , nicméné pro vypodet vndmi pouzité bazi atomovych

bispinori je uvazovéna vypodetni symetrie odpovidajici (double-)grupé C,, na DHF

trovni a C, na KRCI trovni. Odpovidajici tabulky charakterti uvadi obr. 21 a

tabulka 2.

computational double-group C,,*
character table

Symbol E C: Oy oy R

Ay
Az
By
B
Ei

Y] [ D Y
o|liiLla]l=
elualalula
o|lalili]la

Ry | || | -

physical double-group C,.,*

Symbol E 2Ca(9) 2C.(24) 2C.(p 4 . ® oy R 2Co(#) R
AqlET) 1 1 1 1 1 1 1
Al(X) 1 1 1 1 . 1 1 1
Eq(7) 2 2 cos (§) 2 cos (2¢) 2cos (p ¢) 0 2 2 cos ()
E2(4) 2 2 cos (24) | 2 cos (2.24) 2cos(2p §) 0 2 2 cos (2 4)
Eag) 2 2 cos (3¢) | 2cos (2.34) i 2cos(3p ¢) 0 2 2 cos (3¢)
Ez 2 2cos (¢/2) | 2cos (g) y 2 cos (p/2 ) . 0 -2 -2 cos (§/2)
Exe 2 2cos (3/24) 2 cos (34) 2 cos (3p/21) 0 2 -2cos(324)
Esp 2 2cos (5/2¢) 2 cos (5¢) 2 cos (5p/2 f) " 0 2 -2 cos (5/2¢)
Enz 2 2cos (n/24) 2cos(n §) 2 cos (np/2 §) ; 0 e, -2 cos (n/2¢)

*

Obr. 21: Tabulky charakterti dvojitych grup (double-group) C. a C,, .

Nalevo od tabulky odpovidajici C,, uvadim odpovidajici oznadeni elektronovych

stavli molekuly SbH v ramci 4c-DC popisu a jim odpovidajici hodnoty komponenty
celkového momentu hybnosti spojeného promitnutého na spojnici obou jader

molekuly.

1% Kladnym za ptedpokladu, Ze v ptivodnim hamiltonianu nebyly piedem odeéteny hmotové
¢leny Bmc’. Vzhledem k hamiltonianu (396) by tedy $lo o ,.energie v&tsi nez —mc’.

% Molekulové spinorbitaly odpovidajici zapornym energiim, respektive ,.energiim mensim
nez —mc™ (vzhledem k hamiltonianu (396)).

192 Molekulové elektronické bispinory.
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Symbol E C; R
A 1 1 1

B 1 -1 1

E 12 1 1 -1
E. 12 1 -1 -1

Tabulka 2: Tabulka charakterd dvojité grupy C,

Correlation diagram

020 - 51Sb SbH H
U=1 0 44 virtual KP-MEB
(starting with 7a:2%)
0,00 minimal occ = 0e”
maximal occ = 2e”
351
—_— 0,10 7 o
8 2842, 2P1z Pz
£
T T e S
Z k=
T 3 active KP-MEB
T B
I..IEJ 0’30 (6a12 571 5%32)
minimal occ = 2e”
-0,40:7 maximal occ = 4e
-0,50 S
0,60
0,70
Obr. 22: Korela¢ni diagram pro Kramerovy pary molekulovych elektronickych

bispinord (MEB) molekuly SbH pro average-of-configurations KR-DHF vypocet
odpovidajici konfiguracim o4,°m,*ns”, kde x+y=2 a mezijaderné vzdalenosti R = 3.3
ap. Leva Cast diagramu znazoriiuje MEB atomu Sb pro average-of-configurations
KR-DHF vypoéet odpovidajici konfiguraci [Cd]5p12'5pasjz=112)5Par(izi=312) kde

x+y=2, prava ¢ast diagramu znézoriuje MEB pro atom vodiku.
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0,2

-| —— = sigma(1r2)

0 | |
6 sigma(1/2), :
— 5pi(1/2)
8 ——5pi(3/2) ; :
502 [ 7somar2) i . R e S S
b : : :
© 5 = 5
I R e e
R ; i ;
T MU oAU O 0 0 O S eEF SOR W0 hdidbedecddde
= : : :
1] : : :
0,6 bbb L L ..............................
T ; T

-0,8
0 1 2 3 4 5 6 7
R [Bohr]
Graf 8: Zavislost energii hranicnich MEB molekuly SbH na mezijaderné

vzdalenosti. MEB o nizsi energii nez 50y, nebo o vyssi energii nez 70;,* (vzhledem
k rovnovazné geometrii) jsou ve studovaném rozsahu mezijadernych vzdalenosti
vzdy energeticky niz$i nezZ 50y,, respektive vy$Si nez 7o,* Zajimava situace
nastava v oblasti X (R € (5,1 ay; 5,5 ay)), kde dochézi ke zméné potadi energii trojice
5,13 ay dosahuje energie 57/, a pfi hodnoté R, = 5,45 ay energie 5ms, pro R < R; je
tedy poradi MEB podle vzrlstajici energie 661/, ST, Smspn, voblasti R € (Ry; R»)

103
51, 661/, ST, a pro R > R, pak 5wy, Smsp, 6612) .

' Hodnoty R; a R, byly zjistény pomoci proloZeni hodnot pro energie MEB v oblasti S
linearnimi funkcemi (krok pro vypocet zavislosti energie MEB na mezijaderné vzdalenosti v oblasti S
byl zvolen jako dR = 0,1 ay) a vypoétem prisediki. Udaj o zméné poradi energii MEB pii zméné
mezijaderné vzdalenosti je stéZejni pro konzistentni zadani konfigurace pro kterou je provadén DHF
vypocet i nasledné post-DHF vypocty. V oblasti X 1ze také pozorovat fadu skuteénych i ,,vyhnutych*

kiizeni disociacnich kiivek molekuly SbH souvisejicich se zminovanou zménou potadi energii MEB.
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028 - SbH spin-free (1, <0) SbH SbH spin-free (1, > 0)
' a B =32 =432 o P
0,30 ST g —
j, = -1/2 j, = +1/2

0,32 -
)
=4
E -0,34
<
m
=
= 0,36 1

0,38 -

20,40 -

6o 3 — 6 G112

0,42

Obr. 23: Korelaéni diagram ukazujici souvislost mezi MEB pii ,,spin-free®

vypoétu (4c-vypocet KR-DHF rovnic pro konfiguraci ,,open shell* (o115 ms’, kde
x+y=2) kde jsou zahrnuty jen spinov€ nezavislé relativistické efekty (pomoci
Dyallova hamiltonidnu [56], jak umoziiuje option ,.SPINFREE® v programu
DIRAC [D]) a MEB vyplyvajicich zifeSeni KR-DHF rovnic spivodnim DC
hamiltonianem (dale DC-DHF). Tento diagram zndzoriiuje spin-orbitalni Stépeni
Ctyfnasobné degenerované hladiny 57 (|S7.;>|c>, |S7.>|8>, |57+~ >, |57+ >|0c>) na

v s v r . 104
dve dvojnéasobné degenerované hladiny 5wy, a Smsp.

Vlnova funkce pro dal$i KR-CI vypocty molekuly SbH byla poté konstruovana
somezenim na determinanty vymezené pomoci formalizmu GAS (Generalized
Active Space), kde jsou MEB rozdéleny do skupin podle energie na ,.frozen* (vzdy
obsazené, nékolik energeticky nejnizSich MEB) a prostory MEB pro které je

1% PIné ¢ary v obr. 23 spojujici hladiny ukazuji na dominantni ptispévky pii rozvoji MEB
z DC-DHF vypocti do baze MEB ze ,,spin-free” vypoctl, pferuSované ¢ary na minoritni piispévky.
Spin-orbitalni interakce nejen §tépi energetické hladiny s , > 0 (7, o, ¢, ...), ale pfispiva i ke zméné
energie hladin s/, = 0 (o). Navic, jelikozZ maji DC-DHF bispinory pouze ostrou hodnotu j., nikoli
zvlast’ [, a s., jsou oznaceni ,,0%, ,,t, ... dle jiZz jen orientacni (ukazuji na ,pfevazujici“ charakter
orbitalu), 0y, i m;» MEB je dan linearni kombinaci ¢ a «t, podobné 73, 1 83, linearni kombinaci ww a 3,
atd. MEB o), od m;,; odliSuje pouze velikost absolutni hodnoty rozvojovych koeficientd pii rozvoji do

spin-free o a m MEB. Relativisticka symetrie ¢y, a 1, (podobné jako 73/, a 35/, apod.) je stejna.
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specifikovano kolik minimaln€ a kolik maximalné mohou obsahovat elektront
(akumulované hodnoty, tj. pocet elektronli (minimdlni i maximdlni) se vztahuje
k danému prostoru a vSem, které lezi energeticky pod nim). Tyto prostory jsou
sefazeny podle vzristajici energie. V nékterych piipadech lze od akumulovanych
hodnot pfejit k po¢tu minimalnich a maximalnich hodnot pouze v daném prostoru
MEB. Nékolik ptiklad rozdeleni vSech MEB na GAS prostory uvadim niZe v obr.
24. Tabulka 3 pak uvadi odpovidajici akumulované minimalni a maximalni pocty
elektronii obsazujicich dany GAS a vSechny energeticky niz$i GAS (uvazuji pouze

elektrony, které nejsou soucasti ,,frozen core*).

Verze LCL: | CISD(n)| LCI(I) | LCI(IT) | LCI(IIT)
N=2 N=3 N= 4 N= 4
GASN External
44 KP 24 KP 44 KP
n KP STy STy STy
Gasv-1 STy STy, STy,
E 66
S —— i 00y, | oy,
e 36y, 56y,
; 25 KP 24 KP 23 KP 23 KP
GAS]T Frozen Core (50 e-) (48 e_) (46 e_) (46 e_)
Obr. 24: Diagram znazoriiujici rozdéleni prostoru Kramerovych parti pro MEB

na GAS prostory za G¢elem vymezeni typil excitaci, které jsou pro dany CI rozvoj

ptipustné. Cislo # nabyvalo pii nasich vypoétech hodnot 2, 3 a 46.
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| min.e | max.e | min.e | max.e | mine | max.e
CISD LCI( LCI(I) & LCI(II KP of
() ) a & Leiam | yes
GASN= GASN= .
Gasm | 4 GAS IV 6 6 virt,
GASN ) )
=GASII GAS 111 4 6 S man
GAS Il 2 S 12
o | 2 | 4
Tabulka 3: Rozvoje CI specifikované podle obsazeni GAS prostori vymezenych v

obr. 24 specifikovano kolik minimaln¢ a kolik maximéalné¢ mohou obsahovat

elektront (akumulované hodnoty, tj. pocet elektronii (minimalni i maximalni) se

vztahuje k danému prostoru a vSem, které lezi energeticky pod nim).

105

1% Oznateni CISD(n) je zjednodusujici, nebot’ narozdil od skute¢nych metod CISD

nevuazuje excitace z prostoru GAS I, pouze z prostoru GAS II. Piesto jej v dal$im pouzivam pro

klasifikaci odpovidajicich Cl-rozvoja.
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] Sh SbH H
3P3/2 SHETH
054 OSpi2 == STy
= 1s1p2
a—"_h‘_\—\. —_
551/7 — 1/2 —_—
) i i o 5@'1;1 —
0,0 - 4d5_l.f2
4ds); §=— _____
0,5 -
4pz/2 N
— 4pyj2
L 481y
~— 1,0 -
Q 3dsso
= 3d;
I".J 3/2 \\
"; Ls 3pz;p >
Ly T =
e 3py2
! 3512
209 2p3pn
2py
2513 ”
_2'5 _
_3'D .
15452
_3'5 .
Obr. 25: Seznam teSeni DHF rovnic pro molekulu SbH v rdmci pouzité baze

AO, hamiltonidnu (396) a pro mezijadernou vzdalenost R = 3.3 a
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V piipadé, kterym se prevazné vénovaly simulace IPEA algoritmu (LCI(I))
jsou MEB energeticky nize nez 6 oy, (tedy prvnich 24 Kramerovych parl) vzdy
uvazovany jako obsazené (GAS I), Kramerovy pary 6 oy, 5 712 a5 3, tvoti jeden
ze ,,zobecnénych aktivnich prostorti® (GAS II) a jsou obsazeny nejméné 2 elektrony
(a nejvice 4 elektrony (tj. vSechny zbyvajici)) a kone¢né 44 virtualnich Kramerovych
parti (pocinaje 7 o7,,*) tvoii GAS obsahujici maximalné 2 elektrony (a minimalné 0
elektrontt).

Konstrukei matice KRCI hamiltonidnu (v€etné tomu piedchazejicich vypocta
na bazi Hartree-Fockovych rovnic (resp. average-of-configurations KR-DHF
rovnic)) zajistil program DIRAC [D].

Zminéné vymezeni GAS vede na KR-CI rozvoj obsahujici 29665
determinanti pro popis stavil o symetrii odpovidajici irreducibilni reprezentaci 4
dvojité grupy C, (Tuto symetrii mé i zékladni stav X 0") a 29530 determinantii pro
popis stavli o symetrii odpovidajici irreducibilni reprezentaci B dvojité grupy C,
(Tuto symetrii ma i excitovany stav 4 1). Tabulka 4 uvadi pocCty determinanti a
elektronické KRCI energie pro dalsi mozna vymezeni GAS pro mezijadernou

vzdalenost R = 3.3 ay.
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Cvwr

degenerovany dublet excitovanych stavli 4 1) dvojité grupy

106

R =3.255242 a,
X0 A1
typ KRCI pocet E pocet E T,
det. [Eo] det. [Eo] [cm™]

CISD(1) 1| -6481,1075953
CISD(2) 4 -6481,1350703 2 | -6481,1327511 | 509,0
CISD(3) 9 -6481,1350881 9| -6481,1327533 | 5124
CISD(46) 2116 -6481,1422264 2070 | -6481,1392179 | 660,3
CI-CAS(4.,4) 36 -6481,1377626 32 | -6481,1354706 | 503,0
LCI() 29665 -6481,1849777 | 29530 | -6481,1821679 | 616,7
LCI(I) 31216 -6481,2213623 | 31092 | -6481,2181921 | 695,8
LCI(IIT) 103856 -6481,2407232 | 103632 | -6481,2380942 | 577,0
LCI(IV,2) 344 -6481,1411065 328 | -6481,1385279 | 565,9
LCI(IV,6) 2680 -6481,1555688 2640 | -6481,1523086 | 715,5
LCI(IV,12) 10384 -6481,1910797 | 10308 | -6481,1887044 | 521,3
LCI(IV,18) 23128 -6481,2034074 | 23016 | -6481,2007157 | 590,7
LCI(IV,24) 40912 -6481,2217402 | 40764 | -6481,2185493 | 700,3
LCI(IV.,44) 136592 -6481,2411254 | 136324 | -6481,2384655 | 583,8

experiment 655,0

R=33a
X0 A1
typ KRCI pocet E pocet E T,
det. [Eo] det. [Eo] [cm™]
CISD(1) 1| -6481,1072789
CISD(2) 4 -6481,1347532 2| -6481,132425 510,9
CISD(3) 9 -6481,1347722 9| -6481,132428 514,5
CISD(46) 2116 -6481,1377243 2070 | -6481,135403 509,5
CI-CAS(4.,4) 36 -6481,1419105 32| -6481,138892 662,6
LCI(I) 29665 -6481,1848362 | 29530 | -6481,182018 618,5
LCI(II) 31216 -6481,2214035 | 31092 | -6481,218231 696,3
LCI(I1I) 103856 103632
LCI(IV,2) 344 -6481,1411042 328 | -6481,138517 567,7
LCI(IV,6) 2680 -6481,1556533 2640 | -6481,152382 718,0
LCI(IV,12) 10384 -6481,1912774 10308 | -6481,188898 5221
LCI(IV,18) 23128 -6481,2035415 | 23016 | -6481,200845 591,8
LCI(IV,24) 40912 -6481,2217895 | 40764 | -6481,218596 700,9
LCI(1V,44) 136592 -6481,2410631 | 136324 | -6481,238398 584,9
Tabulka 4:  Pocet Slaterovych determinantd v ramci NPA aproximace pro KRCI

rozvoje odpovidajicich irreducibilnim koreprezentacim ,,A* (tuto ma zékladni stav X

C,. Hodnoty energie

1% viz Tabulka 2 — dvojitd grupa C; je grupa vypocetni symetrie pouzité v programu

DIRAC pro KRCI vypocty heteronuklearnich biatomik.
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stavil X 0" a 4 1 v Hartreeho atomovych jednotkach (E,_viz seznam zkratek) a piiéné

excitaéni energie'”’ T.(X 0" 2 4 1) v jednotkach vlno&tu (cm™).

7 Tj. Velikosti roz§tépeni (v nerelativistickém piipadg, popf. v ptipadé nezahrnuti spin-
orbitalni interakce pivodné trojnasobné degenerovaného) tripletu stavi °L ~ (L. =0, S=1, S. € {-1, 0,

1VnaX0' (L=0)adl (e {-1,1}).
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Sb SbH
[Cd] 5p112°5pa/2,112*5P312,312, kde [Cd]561,°6612°5m1° 53",
arxty=3 kde a+b=2
a=x a=2 | a=1
a=1 a=2 a=z b=y b=0 | b=1
0S cs 3in6 0S cs oslI
MO E AE] AEg MO E AE] AE2 ESbH -
[E0] [10°E)] | [10° [Eo] [10°Eg] | [10° E] | Eg,
Eol [10° Ey]
1s12 -1127,0408335 7,88 | -0,91 | 1s4p -1127,0369070 3,81 1,35 3,93
2S12 -174,9584627 7,16 | -0,88 | 2s450 -174,9545546 3,36 1,32 3,91
2p1p2 -163,1945320 587 | -0,86 | 2p4p -163,1907848 2,51 1,32 3,75
2p3p -153,9011001 7,81 | -0,89 | 2psp -153,8974269 3,26 1,33 3,67
3sup | -358031496 | 7,01 -0.87 | 2py, | -153,8971389 | 431 131] 3,96
3p12 -30,9524274 5,09 | -0,84 | 3sqp -35,7994681 3,40 1,31 3,68
3par -29,1883642 8,18 | -0,87 | 3p4e -30,9490332 2,02 1,30 3,39
3d3p -20,7242929 6,83 | -0,86 | 3psp -29,1853264 3,63 1,32 3,04
3ds) -20,3628312 7,38 | -0,87 | 3pap -29,1843922 4,46 1,28 3,97
4511 64888957 | 7,56 | 0,84 | 3dy, | -20,7212320 | 3,09 132 3,06
4p12 -4,7684345 2,65 | -0,78 | 3dsp -20,7203499 3,22 1,29 3,94
4ps2 -4,4392108 9,76 | -0,86 | 3dsp -20,3599805 3,85 1,33 2,85
4ds), -1,6543739 5,24 | -0,81 | 3dsp -20,3591404 3,45 1,30 3,69
4ds), -1,6048106 8,43 | -0,84 | 3dsp -20,3588135 3,25 1,29 4,02
5511 06267282 | 342 052 4sip | 64857943 | 366 1,27 3,10
21,46 9,71 | 4pip -4,7660284 0,43 1,26 2,41
5p3i2 -0,2892139 -2,22 | -0,74 | 4psp -4,4373800 3,62 1,31 1,83
6S4/2 0,1658046 1,15 | -0,22 | 4psp -4,4357136 6,63 1,20 3,50
6p1s2 0,1865293 -5,06 0,40 | 4dsp -1,6529423 1,62 1,32 1,43
6ps.2 01966407 |  4,36] 024 4dsp | 16516648 | 264 | 1,19 271]
5d30 0,3033112 -14,72 | -0,36 | 4ds, -1,6038493 4,43 1,36 0,96
5ds» 0,3044249 12,58 | -0,26 | 4dsp -1,6022806 4,32 1,18 2,53
H, 1S1/21 4ds), -1,6016550 4,01 1,23 3,16
MO Evar n: Eexact
[£o] ! [£o]
1S1p -0,4998164 | 14 | -0,50000666 | 5G4/ -0,6778683 1,56 0,77 | -51,14
2s1; 0,3789332 | 2., | -0,12500208 | 6G12 | -0,4107163 | 146| 059 | |
2p12 0,7865947 235 | -0,12500042 13,78 -7,83 15,14
2pa2 0,7866006 315 | -0,05555630 | Smspm -0,2930695 | 277,26 -4,67 -3,86
3s42 2,0885492 332 | -0,05555580 | 761, 0,1082009 0,59 0,27 3,93
3dsp 3,4578137 | 3sp | -0,05555564 | 8o12 0,1648993 0,43 0,36
3ds2 34578544 | 41p | 003125034 | 6myp | 01874390 | 497 | -005]
3pi2 3,8890103 43, | -0,03125013 | 67312 0,1964987 2,78 0,05
3p3p 3,8891479 | 4s» | -0,03125006 | 901 0,1997692 | 13,58 0,19
4s4)0 9,7735435 475 | -0,03125003 | 1004, 0,2949632 | -13,48 0,52
5542 61,4495923 515 | -0,02000018 | 503/ 0,2952021 | -10,81 0,50

113

108 s M ) y . . e .

V ptipadé¢ Kramerova paru MEB 6m;, a paru 9o, jsou jejich ,,n* respektive ,,c

charaktery zna¢né nezietelné. Nebot' jsem neprovedl piesny vypocet <> u zadného MEB a A-®
projekce (o-, - orientacni oznaceni) piisuzoval ,,od oka“ tam kde to bylo ziejmé, jsou oznaceni o/m u
61, a vySe pouze velmi orientacni (a s ohledem na znacné smiSeny charakter energeticky vyssich

virtualnich MEB vcelku irelevantni).
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Tabulka 5:  Energic MO (Kramerovy pary feseni DHF rovnic o energii & > - mc”

(elektronicka feSeni, uvadim pouze jeden bispinor pro dany Kramerv par) pro atom
Sb (average-of-configuration (a-o-c) pro elektronové konfigurace v tabulce uvedené
— E odpovida [Cd]5p12'5pap.112*5parar’, kde x+y=2, AE; a AE, odpovidaji
energetickym rozdilim vzhledem k E (tj. energiim po odecteni hodnoty E)) a
molekulu SbH (R = 3.3 ay, a-o-c pro elektronové konfigurace uvedené v tabulce,
energetické rozdily AE; a AE, jsou vztazené vzhledem ke Kkonfiguraci

[Cd]561,°6612>5m12 5m32"). Energetické jednotka ,,E,“ (také oznacovana jako ,,H“ a

JEn) je 1 Hartree = 27,211383 86 (68) eV = 4,35974394 (22)-10 '* T =219 474,631

3705(15) cm™, energeticka jednotka mH je pak milihartree, tedy 107 Ej,. V ptipadd
atomu vodiku E., odpovida pfesnym hodnotdm feSeni Diracovy rovnice pro model
bodového jadra a E,, hodnotam vypoétenym pomoci feseni DHF rovnic'® pro
jednolelektronovy atom (H, s korekci na nenulové rozméry jadra) s pouzitou bazi

AO.

0,20

0,19 -

0,16 -

0,15

R [af]

Graf 9: Zavislost energii nékterych dalSich virtudlnich MO (Kramerovych
pari MEB), ¢islovani odpovida potadi dle energie pro R = 2,0 ay (viz grafy 8, 9, 10b

' Pro 1s,,, orbital odpovida feseni Kramers restricted open-shell DHF (a-o-c 1s,,') feseni
Diracovy rovnice pro atom vodiku v pouzité bazi AO, pro energeticky vyssi orbitaly se DHF feSeni a

feSeni Diracovy rovnice v dané bazi lisi (self-interakéni ¢len je nenulovy).
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a tabulka 5, kde pferuSovana ¢ara v seznamu MO pro SbH oddéluje MO po péticich).
Za drobnou pozornost stoji, ze zatimco kiiZzeni kiivek Eyzp = Emep(R) pro MO.30 a
MO.31 (6712 a 6m3p) je ,,vyhnuté®, kiivky Eyes = Eyves(R) pro MO.31 a MO.32 se

kiizi skuteéné.

0,31

0,29 ~

o

[

~
1

o

)

w
|

Emes [Eo]

0,23 4

0,21 +

0,19

4
R [ag]
Graf 10: Zavislost energii nékterych dalSich virtualnich MO (Kramerovych
pari MEB), ¢islovani odpovida potadi dle energie pro R = 2,0 ay (viz tabulka 5, kde
preruSovana cara v seznamu MO pro SbH oddéluje MO po péticich). Detail grafu

uvadi graf

147



-6480,8

-6480.9 * [Core]5ﬂ1f2x5ﬂwy \
Xty =2
- [Core]STEwQ 5'."[3_‘.-2
i 1 1 /
mo 64810 1 COI’E]SJ‘[”Q 5']T3f2
= ' DHF
Ll
— DHF, os
-6481,1 - A1 — DHF, cs
— LCI(l), os, X 0+
(LCI(I))+ — LCI(I), os, A 1
~ X0 — DHF, osll
64812 L L | {LCH) . & ¢ | ——EOHD o5 Dlnega =2
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 18 20
R [ag]

Graf 11: Disociacni kiivky molekuly SbH v ramci KR-DHF aproximace (,,.close
shell“ [Cd]561,°6612°5m1275m3°, L.open shell a-o-¢ [Cd] 561,°661,>5m1,, 573,

x+y=2 ,,open shell II* a-o-c [Cd]561,°601,25m12 5m32")
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| | | | [ —-dEdr (xo+LCI() |
0,01 kbl i e e | —-dE/dR (A1,LCI()) |
| —-dE/dR (0s,DHF) |
0,00
30 | | | | | | 85

oo ffii i

eef N A

ags f N T

-dE/dR [Eo-a0™"]

008 - AN — BN _ahm— S S ————

005 N

-0,06

R [ao]

Graf 12: Zavislosti projekce vektoru sily ptisobici na jadro' '

H' na spojnici jader na
mezijaderné vzdalenosti R v zdkladnim stavu (X 0°) a energeticky nejniz$im

excitovaném stavu (4 1) vramci LCI(I) vypoctu. Porovnani s odpovidajici kfivkou

"9 Na jadro Sb*'" piisobi sila stejné velikosti, ale opaéného znaménka.
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pro DHF vypocet (KR, a-o-c [Cd]561,°661,75m12 513", x+y = 2 (dale jen ,.open-
shell)). S ohledem na to, ze plati F. = -dE/dR, je studium zavislosti F. = F.(R)
(poptipadé d"F/dR" = d""' E/AR™' pro n e N) néstrojem jak odhalit mozné
nespojitosti na kiivce £ = E(R) ukazujici na chybnou konvergenci pti DHF nebo CI
vypoctech.

VeliCina Hodnota [ay]
R,.i(DHF, ,open-shell®) 3,2257
Rin(LCI(I), X 0) 3,2531
Ryuin(LCI(D), 4 1) 3,2518
R,in(X 0", experiment) 3,25
Ruin(X0" ad 1)— 3,255242
doporucend hodnota T.F.

Tabulka 6: Minima disociacnich kiivek molekuly SbH — DHF vypocet (,,open-
shell*), LCI(I) vypoéty — zakladni stav (X 0") a stav 4 1.

Pted provedenim simulace kvantového diagonaliza¢niho algoritmu (IPEA)
pro KRCI hamiltonian byly provedeny KRCI vypocty na zdklad¢ klasickych
numerickych algoritmii pro Direct-CI vypocty implementovanych v programu
DIRAC [D]. Hodnoty KRCI energii (pro rizné¢ vymezené a tedy i riizn¢ rozsahlé

rozvoje Slaterovych determinantt, ,,referenci byl ,,open shell“ DHF vypocet'"!

) pro
mezijaderné vzdalenosti R = 3,255424 ap a R = 3,3 ay uvadim v tabulce 4, disociacni
ktivky pak v grafu 13. Z hodnot energii pro oblast minima (tabulka 4) plyne, ze ani
pro tuto oblast nejsou pouzité baze Slaterovych determinantli dostatecné mohutné,
z graft 13 a 11 pak, ze pro popis disociace jsou CISD rozvoje nedostatecné (coz je
pln¢ v souladu s obecnymi zakonitostmi, které v kvantové chemii plati) a budou
(podobné jako DHF metoda) poskytovat silné nadhodnocenou hodnotu disocicni
energie molekuly a i pro popis zasvislosti energetické separace stavii 4 1 a X 0" na

mezijaderné vzdalenosti R nejsou vhodné (zejména ne pro R > 5,1 ay, tedy uvnitf a za

,oblasti 2, viz graf 14).

""" Bispinory ztohoto vypoétu slouzily jako vstup pro konstrukci baze Slaterovych

determinantu.
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Graf 13: Disociacni kiivky molekuly SbH v ramci DHF a KRCI vypocta s DHF
referenci odpovidajici vypoctu pro ,,open-shell (CISD(2), CISD(46) — zakladni stav
X 0" a excitovany stav 4 1, LCI(T) — navic stavy Q=2 a 0(II)).
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Graf 14: Zavislost rozdilu energii dubletu excitovanych stavit 4 1 (2 = £1) a
zékladniho stavu X 0 (2 = 0) na mezijaderné vzddlenosti pro KRCI vypoéty
(CISD(2), CISD(46) a LCI(I)).
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V tomto piipadé vSak CISD(2) a CISD(46) vypocty nejsou zcela zbytecné,
nebot’ umoziuji studovat diagonalizaci hermitovské matice mensiho rozméru (viz
pocty determinantli uvedené v tabulce 4) a také umoziuji rychlou piedbéZnou
analyzu vlnovych funkci stavi X 07, 4 1 a dalgich alespoii pro R < 6 ay. Na zakladé

této analyzy lze pak konstruovat nejjednodussi mozné post-DHF odhady pro
pouzitelné vstupni odhady |l//0> vlastniho vektoru pro algoritmus IPEA.

Uvadim proto nize KRCI rozvoje pro ptipad CISD(2) vypoctu. Jak je
uvedeno v tabulce 4, prostor stavli odpovidajicich koreprezentaci ,,A* dvojité grupy
C, je v tomto piipadé 4-rozmérny. Je generovany Slaterovymi determinanty z
obrazki 27 a 28. Diky tomu, Ze vypocetni grupa je vlastni podgrupou fyzikalni grupy
C., vychazeji pti vypoctech nenulové rozvojové koeficienty pro stavy z obr. 27 i
pro determinanty z obr. 28 a naopak, ale jejich hodnoty obvykle nepiekraduji 10,
proto je v dalSim ignoruji. Pak Ize tedy tento 4 rozmérny prostor faktorizovat na 2-

rozmérny prostor generovany determinanty jejichz <j.>> = 0 (obr. 27) a dva

jednorozmérné prostory odpovidajici dvojici ket z obr. 28.

| =-3/2 ]. = +3/2
I 3 Tap
— — 3 Mg

- =-1/2 i, = +1/2

Obr. 26: ZjednoduSené hladinové schéma HOMO/LUMO bispinorl pro znazornéni

Slaterovych determinanti v obrazcich 27-29.

ﬂ-lzf.?ﬁi?f 2 E][l'Zﬁ'.; /2
—— X
X 07 (CISD@))) = e i |JF % f_

—— o o
i L ——

Obr. 27: Popis stavil ,,X 0™ a,a 0", v ramci CISD(2) vypoétu.

a0 (CISD2))) = ¢
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Pribéh zavislosti rozvojovych koeficientll ¢; a ¢, z Obr. 27 na mezijaderné
vzdalenosti R je znazornén v grafu 15 nize a zavislost |c]|2 a |cz|2 je vgrafu 16
porovnana se zavislosti Ctvercli absolutnich hodnot rozvojovych koeficientii
odpovidajicich stejnym Slaterovym determinantiim na R pro ptipad LCI(I). Z tohoto
porovnani pak vyplyva, Ze zastoupeni konfigurace m;,’m3s° v piipadé CISD(2)
srostoucim R klesd podstatné pomaleji nez v piipadé LCI(I) a zastoupeni
konfigurace m,°m3," v pripadé CISD(2) s R dokonce nepatrnd roste (narozdil od
LCI(I))'"*. Faktem je, Ze jak pro CISD(2) tak pro LCI(I) vykazuji zavislosti |c,|* (R) a
> (R) v oblasti R € (1,6; 3,2) prakticky konstantni zavislost a |c;|* (R) ma v okoli
rozvovazné meziajderné vzdalenosti (R = 3,3 ay) podobny prubéh i hodnoty pro
CISD(2) a LCI(I). DalSim zajimavym poznatkem je, ze pro R = 3,3 ay lze s chybou
mensi nez 1,2.10* (ve smyslu vzdalenosti mezi normovanymi vektory se stejnou

hodnotou faze pro koeficient c¢;) aproximovat stav ‘X 0" (CISD(2))> linearni

. 113
kombinaci

| X 0°(CISD(2)),) = E\[core]nfmu} - \E\[core]nf’/zn;2>,(4ls>

A tento stav pouzit jako vhodnéjsi vstupni odhad vlastniho vektoru pro metodu IPEA

(pro vSechny studované mezijaderné vzdalenosti) nez jednodeterminantovy odhad
‘[core]nf/2ﬂ§/2>. Zavislost ,,prekryvu® vektoru (415) s vlastnim vektorem z LCI(I)
vypoétu (odpovidajicimu zékladnimu stavu X 0") na R znazornéna v grafu 16 svétle

fialovou plnou kiivkou a v grafu 20 tmavomodrou plnou kiivkou pak mé podobny

pribé¢h 1 hodnoty jako =zavislost ,ptekryvu®“ jednodeterminantového odhadu

‘[core]ﬂﬁzﬂ;}» vlastniho vektoru z LCI(I) vypoctu energie stavu ,,4 1 (2=+1).

12 pohledem na meze os v grafu 15, stejné jako pribéh ervené a zelené prerusované kiivky
v grafu 16 také snadno nahlédneme, ze koeficienty ¢; a ¢, (a tedy i zastoupeni Slaterovych
determinantfi 7t,,°m3," a 711,°m3,°) se v piipadé CISD(2) ve zkoumaném rozmezi R € <1,5 ay; 7,6 as>
meéni jen nepatrne.

13 1de [core] = [Cd]561/22661/22 a u HOMO/LUMO hrani¢nich orbitald 5w, a 5msp

vynechavam oznaceni ,,5° vychazejici z hlavniho kvantové Cisla (tj. Sp-orbitaly Sb).
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Q=-2(CISD(2))) + = L

Q=+2(CISD(2))) = : ";‘ 75,

Obr. 28: Popis stavl s |Q =2 v rdmci CISD(2) vypoctu

3/2

Prostor stavii odpovidajicich koreprezentaci ,,B“ dvojité grupy C, je v tomto
pfipad¢ 2-rozmérny. Je generovany Slaterovymi determinanty z obrazku 29. Kazdy
ze stavi 4 1.a 4 1, je dan pfimo odpovidajicim bazovym Slaterovym determinantem

(v ramci CISD(2) vypoctu).

41 (CISDQ)) = 7270

1/2°%3/2

A 1.(CISD2))) = —F |\

Obr. 29: Popis stavi ,,4 1 (|Q| = 1) v ramci CISD(2) vypoctu

hodnoty rozvojovych koeficienti KRCI Slaterovych determinantii v rozvoji vinové

funkce pro CISD(2) vypocet

153



A 0,855 -0,59
0,850 | Ml SRR
i ' -0,58
0,845 - T T
A i i i 5 : 5 5 1 5 5 1 A
© | 0840 RN RN | | E | : | | : 057 | o
ﬁ H H H i H H i ﬁ
o 1. (o]
8 | 0835 7| — - sqr(23) 056 | 3
9y — —-R=3.3Bohr iy
Ng 0,830 - 220, b=2 og
= 0.825 sqrt(1/3) 0,55 | &
o | : i o
o o
O, | 0,820 7o 054 | &
\'4 \'4

0,815 1t
0,53
0,810 4
0,805 052 ¥
1,5

Graf 15: Zavislost rozvojovych koeficienti Slaterovych determinantt
[Cd]5(51/226(51/225751/2251'[3/20 a [Cd]561/22661/225751/205753/22 KRCI vlnové funkce na
mezijaderné vzdalenosti R pro CISD(2) vypocet s DHF referenci ,,open-shell®.
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Graf 16: Zavislost kvadrati absolutnich hodnot rozvojovych koeficientli nejvice
zastoupenych Slaterovych determinant KRCI vinové funkce zékladniho stavu X 0
na mezijaderné vzdalenosti R pro LCI(I) vypocet, srovndni s hodnotami
odpovidajicimi CISD(2) a CI-CAS(4,4) vypoctim. V grafu je znazornéna kiivka
ptekryvu vinové funkce LCI(I) zékladniho stavu (‘X 0" (LCI (1))>) $ moznymi
pocateCnimi odhady vlastniho vektoru pro metody IPEA — jednodeterminantovou
funkci ‘[Cd 156),60/,5n; /2> (¢ervena plna kiivka) a vlastnim vektorem
odpovidajicim metodé¢ CISD(2) (normalizovand linedrni kombinace vyse uvedeného
Slaterova determinantu s determinantem ‘[Cd ]5(712/26(712/2571'10/2577:32/2>) (

) — tyto ptekryvy urcuji realisticky odhad horni meze k pravdépodobnosti
Pm(0) Gspéchu algoritmu IPEA A dle vztahu (241). Pferusovanou ¢arou hnédé barvy

(vstupni odhadem dany determinantem ‘[Ca’ 156,,60/,5n; /2> ), respektive
tmavofialové barvy (vstupni odhad dany linearni kombinaci ‘[Cd 15067,607,5n; /2>
a ‘[Cd]SGf/z6612/257r10/257r32/2>) pak oznaluji zasvislost jejich 8/n* nasobku (ktery je

dolni mezi k pravdépodobnosti p,,(d) spéchu algoritmu IPEA A) na R.
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Graf 17: Zavislost Ctevrci absolutnich hodnot koeficienti CI rozvoje pro
LCI(I) popis zékladniho stavu X 0" molekuly SbH — zastoupeni Slaterovych

determinantl popisujicich disociaci v oblasti R > 4 a,.
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Graf 18: Zavislost Ctevrcl absolutnich hodnot koeficienti CI rozvoje pro LCI(I)
popis zékladniho stavu 4 1 molekuly SbH.

Numericka simulace algoritmu IPEA A (compact mapping)

Pro nasledujici mezijaderné vzdéalenosti R uvedené v tabulce 7 byla

zkontruovana matice /' KRCI hamiltonianu (pro metodu LCI(I) charakterizovanou
v tabulce 3 odpovidajici CI rozvoji do 29665 Slaterovych determinantti (pro vypocet
stavil se sudym J,, tedy véetné zakladniho stavu X 0"), respektive 29530 Slaterovych
determinantli (pro vypocet stavi s lichym J., tedy vcetné dubletu excitovanych stavi
A 1)), respektive pole exponencidl z nasobkli této matice ve tvaru (viz také vztah

(197))

U* = exp (iAT (H—E)2") (417)
kde m je pocet bitil pii bindrni reprezentaci raciondlni aproximace hledané faze f e
<0;1) (hledané vlastni &islo U (ozna&im jej A € C, |A| = 1) je parametrizovano

vztahem (418), kde f € R oznac¢im jako fazi, m je souCasné také pocet iteraci uvnitf

algoritmu IPEA), k € {1; 2; ...; m} indexuje iterace metody IPEA, E,,;, je dolni mezi
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k hledanému vlastnimu &islu H (analogicky horni mezi ozna¢im jako E,.) a At je
realny parametr, ktery zvolim ve tvaru (419), nebot’ tato volba zajiSt'uje bijektivni
zobrazeni mezi mnozinou moznych hodnot faze <0;1) a mnozinou moznych hodnot
energetického rozdilu E — E,;, (kde E je hledané vlastni ¢islo H ), tedy <0; Epgx —
Eonin).

A o= expmif) = exp(iat(E-E,,)), (418)
2r

AT = — 419

! Emax _Emin ( )

Ze vztahll (418) a (419) vyplyvaji vztahy pro vypocet dvou nejbliz§ich
aproximaci £, E, (420)-(421) vlastniho Cisla £ matice KRCI hamiltonidnu H
z hodnot jim odpovidajicich nejbliz8ich raciondlnich aproximaci f,, f, faze f

v ramci m bitu.

2
E¢ = A_Zfi + Emin - fJ, (Emax_ Emin) + Emin’ (420)

2
ET - A_ZfT + Emin - fT(Emax_ Emin) + Emin’ (421)

Maximalni chyba wurCeni vlastniho ¢isla E je pak dana rozdilem

0 E=E, - E,pro ktery plati

O0F = 2T"AE, (422)
kde AE=FE__ —E_ . je délka intervalu ve kterém oCekavame vyskyt vlastniho ¢isla
maticové reprezentace KRCI hamiltonidnu vramci dané baze Slaterovych

determinantll. Je zfejmé, ze ¢im uzsi je tento interval, tim vyS8i pfesnosti lze

dosahnout pro dany pocet iteraci algoritmu, pro fixni hodnotu AE pak pocet cifer na
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které 1ze presné (s vysokou pravdépodobnosti) urCit £ roste linearné s po¢tem iteraci
m (kazda iterace pfidava jednu binarni ¢islici k fazi parametrizujici linearné E).

V nasem ptipad¢ byly meze E,ux a Enin ur€eny s ohledem na piedchézejici
vypocet nékolika malo vhodné situovanych bodl na disocia¢ni kiivce klasickym
diagonalizacnim algoritmem a drZeny fixni pro vSechny simulované IPEA
diagonalizace v ramci dané dvojice disociagnich kiivek (X 0" a 4 1 pro danou bazi
Slaterovych determinantil). Pro simulace uvedené také v ¢lanku [1] bylo zvoleno E,;,
=-6481,5 Eyp a Ejpgx = -6481,0 Ey. Tato volba je do zna¢né miry uméla, nicméné pro
prvni pfedbézny test simulaci kvantového algoritmu postacujici (v praktickych
aplikacich by bylo piirozené volit za E,,, energii ziskanou SCF vypoétem''* (tedy
feSenim DHF rovnic) a za E,; klasickou diagonalizaci ziskanou KRCI energii
v okoli minima zmensenou o dil kompenzujici neznalost pfesné polohy minima,
alternativné lze pouzit libovolné¢ hrubou dolni mez vychazejici naptiklad z metod
popisovanych v [53], [54] a pouzitim algoritmu IPEA pro mensi pocet iteraci
nasledné stanovit piesnéj$i odhad této meze (nasledné pak pouzité pro vice IPEA
kvantovych vypoctt podél celé disociacni kiivky))

Volba m = 17 pouzita v ¢lanku [1] pak vede na teoretickou maximélni chybu
v uréeni energie 8 E = 3,82-10° E, (odpovida 0,837 cm™ na ose vInoétd), coz &ini
pfiblizné€ 0,1% z experimentalné uréené hodnoty energetické separace stav 7, = E(A4
1, Ruin) — EQX 0F, Rpin) = 654,97 cm™ [1], [55]. Takovy energeticky rozdil je
samoziejm¢ naprosto nepostiehnutelny v grafu 19 a body odpovidajici £, tak lezi
prakticky na kiivkach E = E(R). Pro vétsi nazornost je v grafu 19 na vedlejsi ose y
znazornéna energeticka stupnice v jednotkach faze f.

Praktickd pouzitelnost algoritmu je limitovana podminkou, aby
pravdépodobnost Uspéchu p,, (stanovend jako soucet pravdépodobnosti zméieni fazi
f, a f;, tedy vztahem (238)) byla vétsi nez 0,5.

V [1] byla pouzita varianta IPEA A, pro kterou lze oCekéavat splnéni vztahi
(238), (243) pro pravdépodobnost p,,.

Grafu 20 znazorniuje zavislost mezi pro p,, danych vztahem (234) pro piipad

jednodeterminantovych vstupnich odhadii vlastniho vektoru (odpovidajicich

"4 Pro kazdy bod disociaéni kiivky zvlast (Ize predpokladat, ze SCF iterace probé&hly pro
kazdy studovany bod v kazdém pripad¢, nebot jich bylo potieba ke konstrukci baze MEB), nebo pro

oblast disociace, popft. prvnich n¢kolika bodl pro velmi malé mezijaderné vzdalenosti.
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konfiguracim [Cd]561,°661,°5m1°5m3," (pro X 01) a [Cd]561,2%661,25m1,°5m3,™
(pro komponentu Q = +1 dubletu 4 1)) pomoci Cervenych kiivek pro zakladni stav X
0" a zelenych kfivek pro excitovany stav 4 1 (plnou ¢arou horni mez, pferusovanou
dolni mez). Jednodeterminantovy vstupni odhad byl pouzit pravé v praci [1].
Poskytuje pro kazdou hodnotu mezijaderné¢ vzdalenosti nizSi pravdépodobnosti
tispéchu pro aplikaci IPEA A na vypodet energie stavu X 0" nez v ptipadé stavu 4 1 a
pro stav X 0" také nizsi , kritickou hodnotu mezijaderné vzdalenosti Ry,:; nad kterou
jiz nelze zarucit, ze p,, > 0,5 (Rpi = 4,75 ap pro X 0" a Riiu = 6,03 ay pro 4 1).
Skutecné zjistené hodnoty pravdépodobnosti uspéchu p, jsou pak znazornény
v grafu 20 jako body spojené plnou &arou ¢ervené (X 0°), respektive zelené (4 1)
barvy.

Pro zvyseni hodnot mezi pro p,, v pfipadé zédkladniho stavu X 0" byla v této
praci studovana moznost pouzit pro celou disociani kiivku jako vstupni odhad
vlastniho vektoru linearni kombinace Slaterovych determinantii odpovidajicich
konfiguracim [core]m , 3" a [core]m 2 ms0” (kde [core] oznaduje [Cd]561,°601," a
u hrani¢nich m-orbitalli vynechavam oznaceni slupky) s koeficienty ze vtahu (415),
ktery v dobrém pftiblizeni odpovida vlastnimu vektoru pro (KR)CISD(2) metodu
v rovnovazné geometrii (R = 3,3 ay, viz graf 15). Stouto volbou je pak pribéh
zavislosti mezi k p,, na mezijaderné vzdalenosti R pro zékladni stav X 0" velmi
blizky pribéhu pro excitovany stav 4 1 (coz odpovida faktu, Zze odhad vlastniho
vektoru pro oba stavy vychazi z CISD(2) metody, jiz odpovidajici prostor
Slaterovych determinanti odpovida CAS(2,2) — tedy Gplnému aktivnimu prostoru).
V tomto piipadé tedy také Ry,:; = 6,18 ay pro zakladni stav X 0", coz je blizké hodnot&
Riie = 6,03 ay pro excitovany stav 4 1.

Simulace IPEA A algoritmu pro vySe zmifiované vylepSeni vstupniho odhadu
vlastniho vektoru pro stav X 0" nebyly zé&asovych diivodi dosud provedeny,
nicméné hodnoty p,, budou téméf s jistotou spliiovat ve velmi dobrém piibliZzeni

vztah (239) (kde hodnoty 6 jsou uvedeny v tabulce 7).
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X0

R ET Z_%S o) pT DPm p%
[ao] (£ [10°E) [10°]
2,30 -6481,04269028 2,76 0,276 0,0755 0,5952 -0,7
2,65 -6481,14415741 0,10 0,973 0,6708 0,6714 -0,6
3,00 -6481,17970276 0,58 0,847 0,6225 0,6430 -1,0
3,35 -6481,18439484 0,84 0,780 0,5722 0,6176 -0,5
3,70 -6481,17544174 1,40 0,632 0,4195 0,5616 -0,4
4,05 -6481,16115952 1,88 0,506 0,2747 0,5356 -0,3
4,40 -6481,14562225 2,30 0,398 0,1623 0,5343 -0,2
4,75 -6481,13097763 1,85 0,516 0,2675 0,5033 -0,2
5,10 -6481,11839676 3,11 0,185 0,0269 0,5485 | -21,4
5,45 -6481,10836792 2,99 0,216 0,0350 0,4945 -0,3
5,80 -6481,10092926 0,75 0,804 0,4236 0,4489 -0,2
6,15 -6481,09574890 2,12 0,445 0,1354 0,3461 -0,2
6,50 -6481,09231186 3,66 0,042 0,0007 0,3702 5,6
7,00 | -6481,08942413 3,42 0,102 0,3159 0,3200
7,20 | -6481,08871078 2,42 0,367 0,1826 0,2438

Tabulka 7: Simulace IPEA A algoritmu na klasickém pocitaci pro LCI(I) vypocet
energii zakladniho (X 0") stavu molekuly SbH pro riizné mezijaderné vzdalenosti —
hodnoty nejbliz$i horni aproximace energie E,, jeji odchylky od energie E ziskané
klasickou diagonalizaci (Es = E, - E) a hodnot parametru 6 € <0;1) (pfesna faze
spliiuje f = f, +2™6). Dale uvadim hodnoty pravdépodobnosti uspéchu p, p., pm

= p, + p; aodchylky ps= pn — pun(9), kde p,(9) je dano vztahem (239).
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Graf 19: Disociacni kfivky zakladniho (X 0") a dubletu nejnizsich excitovanych
stavll (4 1) molekuly SbH v ramci KRCI (LCI(I)) vypoctu s DHF (,,open shell®)
referenci vypoctené jako vystup ze simulace kvantového algoritmu IPEA A pro m =

17 iteraci.
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Graf 20: Kiivka prekryvu vinové funkce LCI(I) zakladniho stavu (|X 0% (LCI(1))))
s moznymi pocate¢nimi odhady vlastntho vektoru pro metody IPEA —

jednodeterminantovou funkci ‘[Cd ]5612/26612/257T12/2> (Cervené, plna ¢ara) a linearni

kombinaci determinant [Cd]5612/26(712/2571'12/2> a ‘[Cd]SGf/z6612/257r10/257r32/2> (s
koeficienty odpovidajicimi metodé¢ CISD(2) a rovnovazné geometrii R = 3,3 ay,
modie, plna &ara'") odpovidajici kiivka pro excitoavny stav 4 1 (vstupni odhad
vlastniho vektoru pro metodu IPEA A byl zvolen jako Slatertiv determinant
‘[Cd]565/26612/257r5257r;1/2> pro Q =1, zelené&, plna Cara, pro R < 5 ay tato kiivka
prakticky koinciduje s modrou) a soucet pravdépodnosti (body odpovidajicich barev
spojené soustavou piimek) p (5 )= p, + p, odpovidajici dvéma nejblizSim
raciondlnim aproximacim piesné faze f odpovidajici hledanému vlastnimu cislu

(metoda IPEA A).

115 px ~ » : ¥ r v v ’
PreruSovanou ¢arou jsou v grafu vyznaceny dolni meze pro soucet pravdépodobnosti

P, (5) = p, + P4 pro metodu IPEA A dané vztahem
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Numerické porovnani uspé$nosti algoritmu IPEA A a IPEA B

Pro porovnani metod IPEA A a IPEA B jsem provedl simulace diagonalizace
matice KRCI hamiltonidnu pro CI rozvoj (oznacovany ,,LCI(IV,6)* v této praci)
vymezeny GAS prostory s obsazenim uvedenym v tabulce 8 nize. Ein, @ Epac byly
zvoleny stejné jako v pfipad¢ simulaci ,JPEA A-LCI(1)“, tedy E,.;, = -6481,20 Ejy a
Enae = -6480,70 Ej. Vstupni odhad vlastniho vektoru KRCI hamiltonidnu pro
vypocet stavu X 0” byl zvolen jako dvoudeterminantovy odhad uvedeny ve vztahu
(415) a pro vypocet stavu 4 1 jako jednodeterminantovy uvedeny v obr. 29. Pocet
iteraci a tedy pocet biti v dvojkovém rozvoji algoritmem zjiStované faze byl
v piipad¢ nésledujicich simulaci (IPEA A i IPEA B) pouzit m = 17, stejné jako

v predchazejicim textu a stejné jako v ¢lanku [1].

| min.e” | max.e
- KEPof
LCIAV, n) MEBs
GASN= .
3 Man
GASII
GASTI 4 6

Tabulka 8: Rozvoj CI specifikovany podle obsazeni GAS prostori pro metodu
,»LCI(IV, n)*“ pouzitou vtéto Casti (n znaci pocet virtudlnich Kramerovych part
vymetujicich prostor GAS III, zde byla pouzita varianta n = 6, ktera vede dle tabulky
4 na CI rozvoje o délkach 2680 Slaterovych determinanti (konfiguraci) (pro stavy
symetrie irreducibilni koreprezentace 4 (tedy zahrnujic X 07)), respektive 2640

Slaterovych determinantti (stavy irreducibilni koreprezentace B (zahrnujic 4 1))).

Volba rozvoje LCI(IV,6) je ,.stiedni cestou” mezi CAS(4,4) a CISD(n) (pro
vetsi n) a lze se tak domnivat, ze by mohla poskytovat dobry popis rovnovazné
geomerie 1 nepiili§ zkresleny popis disociace molekuly. » = 6 bylo vybrano
s ohledem na ¢asovou zvladnutelnost simulace (CI rozvoje maji podobnou délku jako
v piipadé¢ metody CISD(46), kde jsem dobu pro simulaci vypoctil jiz znal (ne vice

jak tfi hodiny pro jeden bod na disociani kiivce)), nicméné, neni volbou
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nejvhodnéjsi, nebot’ hraniénim orbitalem je poté 10c;, (,M0.34%), jehoz kiivka
zavislosti energie EMEB na mezijaderné vzdalenosti R se v oblasti R € <3,9 ay; 3,95
ap> kiizi s ktivkou EMEB = EMEB(R) pro 563, (,,M0.33). Proto je tfeba v této
oblasti dat pozor na zadani prostort GAS ve vstupu pro DIRAC, aby bylo vymezeni
Cl rozvoje v celé pocitané oblasti disociacni kiivky navzajem konzistentni.

V grafu 21 porovnavam disociani kfivky ziskané metodou LCI(IV,6)
s disocia¢nimi kiivkami z ostatnich metod, v grafu 22 pak uvadim vysledky simulace
IPEA A (a IPEA B) algoritmi pro diagonalizaci matice KRCI hamiltonidnu. Metody
IPEA A a IPEA B poskytuji stejné hodnoty energie, mouhou se liSit pouze

pravdépodobnosti tspéchu p,,, které porovnava graf 24.

0,305 - e T e e
0,300
=)
W 0,295
| T—
o
1]
= s 1 1 1 s
L1 O T ST M S - e NN
—MQ.33 : . . :
0285 4 fr | —MO.34 [t N T N WU B VA N
| —mo35 | 1 3 i
| —M036 | 1 | |
0,280 i ; ; ; i
0 1 3 5 6

Graf 10b: Zavislost energie vybranych MO (Kramerovych parti vzniklych feSenim

KR-DHF rovnic) na mezijaderné vzdélenosti R.
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Graf 21: Srovnani disociac¢nich kiivek stavii dvou energeticky nejnizs§ich

elektronovych stavii molekuly SbH - X 0" a 4 1 v ramci metod DHF (pierusované
kiivky), CISD(2), CISD(46), LCI(I) a metody pouzité v rdmci simulaci k porovnani
IPEA A a IPEA B algoritmi — LCI(IV,6). Je patrné, ze metoda LCI(IV,6) podobné
jako LCI(I) nenadhodnocuje markantné disociacni energii (narozdil od metod CISD

a DHF), ale neni spolehliva pro stanoveni rovnovazné mezijaderné vzdalenosti R,;y.
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Graf 22: IPEA simulované disociaéni kiivky pro zakladni (X 0") a prvni
excitovany (4 1) elektronovy stav molekuly SbH v ramci metody KRCI (LCI(IV,6)).
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Na vedlejsi (pravé) ose y je vynesena faze f, hledana v algoritmu IPEA. S ohledem
na to, Ze maximalni mozna chyba (stanoveni energie (v rdmci zvoleného CI rozvoje))
pti zvoleném poétu iteraci/bitl zjistované fate (m = 17) je OE = 3,81-10° Ey, nejsou
odchylky bodl (odpovidajicich hodnoté¢ E, ) od kiivky (odpovidajici ,,pfesné*

hodnot¢ vlastniho ¢isla daného KRCI hamiltonidnu) pozorovatelné v grafu.

3,5
- 700
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g : ! , - 600
R e ettt R T o T e e
H H H i i : L 500
e 5 5 5 1 1 :
W 20 1o o e - o . . —— o ——— R\ - o —— o -
"(?: : : : | | : L 400 E
— : : : : | ; L
W 15 . S S N S S e oot NS I S w
< = = 5 3 : L300 <
1,0 4| ——E[A1]-E[X0+](LCI(I), os ref) |- S — N~ 1 200
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Graf 23: Zavislost energetické separace stavi X 0" - 4 1 (jeji nenulovost je

déna spin-orbitalni interakci a je Cist€ molekulovym jevem (disociaéni kiivky obou
stavll maji stejnou limitu)) na mezijaderné vzdalenosti R — vypocet metodami LCI(I)
(¢ervena kiivka) a LCI(IV,6) — modra kiivka, pro které byla provedena simulace
alogoritmu IPEA (simulované body zndzornény ktizkem). Pferusovanou carou je

znazornéna experimentalni hodnota AE = 654,97 cm’ [55].
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Graf 24: Zavislost pravdépodobnosti uspéchu p, metod IPEA A a IPEA B
(parametr » udava pocet opakovani méteni v kazdé iteraci metody IPEA B) na
excitovaného stavu (4 1) molekuly SbH metodou KRCI s CI rozvojem vymezenym

pomoci GAS prostortl definovanych v tabulce 8 vyse.

Z vysledkii uvedenych v grafu 24 je patrné, ze metoda IPEA B, je-li
provedeno pouze jediné méfeni (k urceni bindrni Cislice zapisu faze f, tj. pocet
méfeni v ramci kazdé iterace » = 1) vramci kazdé iterace ma obecné vzdy nizsi
pravdépodobnost uspéchu nez metoda IPEA A (coz je zfejmé zkvantovych
logickych obvodi pro obé metody — v ramci iteraci IPEA A dochazi (existuje-li
dostatecny piekryv vstupniho odhadu vlastniho vektoru diagonalizované matice
s timto vlastnim vektorem) k postupnému zvySovani piekryvu vektoru z kvantového
registru b (viz str. 86-90) s vlastnim vektorem odpovidajicim hledanému vlastnimu
Cislu, kdezto v piipadé metody IPEA B vkazdé iteraci pracujeme s pivodnim
vstupnim odhadem vlastniho vektoru). Rozdil mezi pravdépodobnostmi uspéchu
metody IPEA A a IPEA B (pro » = 1) dokumentovany rozdilem mezi ¢ervenou
ktivkou s body (IPEA A, pro stav X 0") a oranzovou kiivkou s body (IPEA B (»= 1),
pro stav X 0"), respektive rozdilem mezi tmavozelenou kfivkou s body (IPEA A, pro

stav 4 1) a svétle zelenou kiivkou s body (IPEA B, pro stav 4 1) se ukazuje byt

nezavislym na hodnoté 6, ale zaviset na hodn¢ prekryvu KWO |¢>‘2 (kde |¢> e C* je
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vlastnim vektorem KRCI hamiltonianu odpovidajicim hledanému vlastnimu ¢islu a

|l//0> je pouzity vstupni odhad) — kiivky pro dany elektronovy stav a metody IPEA A
a IPEA B (r = 1) maji velice podobny pribéh pokud jde o (zdanlive) ,,ndhodnou
slozku (ve skutecnosti zavislou na hodnoté 9).

Metoda IPEA B (r = 1) je nepouZitelna jiz pro R > 4,1 a,, zatimco IPEA A je
pouzitelna jesté pro R = 5,9 ay (vypocty pro vyssi R nebyly zatim z casovych divodii
provedeny, nicmén¢ budou provedeny v nejblizSich dnech jako (predpoklddam)
soucast dal§iho vystupu). Pokud se v metodé¢ IPEA B vSak v kazdé iteraci provede
vetsi pocet metfeni, pravdépodobnosti uspéchu p,, pro vSechny studované hodnoty R

pomérné rapidné konverguji k jedné.

Zavislost pravdépodobnosti uspéchu metody IPEA B (r=1)p,, na 6 a Kl//o |¢>‘2

V grafu 25 uvadim studium zavislosti pravdépodobnosti uspéchu metody
IPEA B (r = 1) na velikosti piekryvu K‘l’o |¢>‘2. Na zaklad€ tvarové podobnosti

kiivek p, = pn(R) pro metody IPEA A a IPEA B jsem odhadl tvar vzorce pro
pravdépodobnosti tspéchu p,, v ptipadé metody ,,IJPEA B, » = 1% jako

(o)) (423)

e = 5,06) T,

kde T, je neznama''® funkce jedné nezaporné proménné s parametrem m € N a

funkce S,,(0) odpovida teoretické pravdépodobnosti tspéchu pro metodu IPEA A

v piipadg, ze [(y, |¢)|” = L, tedy dle (232), (233) plati

S, ) = (o, ) + (a,0-5)), (424)

kde

"% Predem lze uvazit, ze musi platit 7,,(1) = 1, 7,,(0) =0 a T,(x) < x Vxe<0;1>. Na
zaklad¢ analyzy kvantového logického obvodu pro metodu IPEA B lze také snadno usoudit, ze by

mélo dale platit 7,,(x) = x", kde A = A(m) bude linearni, roustouci funkci m.
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a,(8) =

Hodnoty 6,

1

sin (7 5)

2™ sin iﬂ5/2’" ’

vypoéty stavu X 0" tabulka 9 a pro vypoéty stavu A 1 tabulka 10 niZe.

(425)

(wo|9) a pu pro IPEA A, IPEA B (+ = 1, 3, 5, 7) uvdi pro

X0
R 2 Pm Pm - log(1-pm)
K‘l’o |¢>‘ g
[ao] IPEA A IPEA B IPEA B
r=1 r=>5 r=9 |r=17

2,1 0,98313 | 0,0445 0,9789 | 0,8657 | 0,9999 6,91

2,3 0,98215 | 0,2748 0,8704 | 0,7645 | 0,9913 2,91 4,35
2,5 0,98094 | 0,3820 0,8178 | 0,7170 | 0,9784 2,34 3,46
2,7 0,97945 | 0,8447 0,9347 | 0,8066 | 0,9989 4,48 717
29 0,97758 | 0,1144 0,9518 | 0,8122 | 0,9995 5,28 8,69
3,1 0,97519 | 0,4361 0,7973 | 0,6679 | 0,9720 2,23 3,40
3,3 0,97208 | 0,2229 0,8910 | 0,7295 | 0,9951 3,40 5,24
3,5 0,96798 | 0,0787 0,9553 | 0,7509 | 0,9991 5,43 9,75
3,7 0,96254 | 0,5651 0,7872 | 0,6078 | 0,9692 2,17 3,27
3,9 0,95535 | 0,7595 0,8657 | 0,6194 | 0,9905 3,03 4,59
4,1 0,94592 | 0,4767 0,7676 | 0,5149 | 0,9593 2,04 3,17
4,3 0,93368 | 0,5554 0,7617 | 0,4782 | 0,9559 2,01 3,02
4,5 0,91799 | 0,4059 0,7578 | 0,4426 | 0,9562 2,08 3,15
4,7 0,89820 | 0,4516 0,7317 | 0,3612 | 0,9341 1,85 2,82
4,9 0,87373 | 0,4696 0,7096 | 0,2544 | 0,8868 1,61 2,54
51 0,84419 | 0,1270 0,8173 | 0,2482 | 0,9125 2,07 3,97
5,3 0,80980 | 0,1074 0,7908 | 0,1855 | 0,8569 1,67 3,13
55 0,77081 | 0,8074 0,7200 | 0,1191 | 0,7473 1,24 2,41
57 0,72842 | 0,9481 0,7241 | 0,0564 | 0,5550 0,82 1,75
59 0,68418 | 0,0257 0,6832 | 0,0577 | 0,5396 0,76 1,53

Tabulka 9:  Vysledky simulaci pro stav X 0". Hodnoty piekryvu vlastniho vektoru

|¢> (zde konkrétné

X0" >) KRCI hamiltonianu (rozvoj LCI(IV,6)) a jeho vstupniho

odhadu |l//0> (zde konkrétn€ (415)), parametru 6 ( f = f| + 6 -27" viz (228)-(230)),

pravdépodobnosti uspéchu p,, metod IPEA A a IPEA B (r oznacuje pocet opakovani

meéteni v kazdé iteraci metody IPEA B — ,uspéchem® je pak majoritni vysledek

méfeni u kazd¢ho bitu shodny s ocekavanou hodnotou pro fazi f, a nebo f| ).

V ptipad€ » =9 a r = 17 jsou pravdépodobnosti uspéchu p,, pro metodu IPEA B (s

témito pocty » opakovani méteni) jiz velmi blizké jedné a tak uvadim pouze zaporné

vzaty dekadicky logaritmus jejich odchylky od jedné.
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A1
R 2 P P - log(1-pm)
[a0] [wolo) o | IPEA A IPEA B IPEA B
r=1 r=>5 r=9 |r=17
2,1 0,98458 | 0,6661 0,8415| 0,7536 | 0,9847 2,54 3,72
2,5 0,98318 | 0,2893 0,9766 | 0,8645 | 0,9999 6,82 12,00
2,7 0,98204 | 0,0558 0,8000 | 0,7076 | 0,9725 2,24 3,44
29 0,98051 | 0,4517 0,8238 | 0,7202 | 0,9799 2,38 3,49
3,1 0,97837 | 0,6344 0,8055 | 0,6890 | 0,9743 2,26 3,39
3,3 0,97516 | 0,4132 0,9241 | 0,7723 | 0,9982 4,18 6,65
3,5 0,96880 | 0,8315 0,8372 | 0,6844 | 0,9842 2,55 3,75
3,7 0,96522 | 0,3195 0,7890 | 0,6242 | 0,9691 2,18 3,34
3,9 0,95810 | 0,4386 0,8184 | 0,6053 | 0,9785 2,38 3,48
4,1 0,94789 | 0,3347 0,9012 | 0,6016 | 0,9941 3,72 6,02
4,3 0,93445 | 0,8379 0,8011 | 0,5271 | 0,9726 2,30 3,41
4,5 0,91700 | 0,6715 0,9170 | 0,5069 | 0,9891 3,60 6,73
4,7 0,89489 | 0,0059 0,8946 | 0,3764 | 0,9691 2,85 5,38
4,9 0,86738 | 0,0118 0,7070 | 0,2566 | 0,8883 1,59 2,39
51 0,83418 | 0,4485 0,6851 | 0,1971 | 0,8514 1,51 2,41
5,3 0,79143 | 0,5794 0,6581 | 0,1267 | 0,7558 1,24 2,19
55 0,75323 | 0,4030 0,6370 | 0,1064 | 0,6911 1,02 1,83
57 0,70709 | 0,6470 0,5890 | 0,0762 | 0,5671 0,74 1,35
59 0,66004 | 0,3837 0,6505 | 0,0362 | 0,4054 0,54 1,17
Tabulka 10: Hodnoty piekryvu vlastniho vektoru |¢> (zde konkrétne

hamiltonianu (rozvoj LCI(IV,6)) a jeho vstupniho odhadu |l//0> (zde konkrétné viz

obr. 29), parametru 6 ( f = f|, + 0 -27" viz (228)-(230)), pravdépodobnosti uspéchu
pm metod IPEA A a IPEA B (r oznaCuje pocet opakovani méfeni v kazdé iteraci
metody IPEA B — ,juspéchem* je pak majoritni vysledek méfeni u kazdého bitu
shodny s oCekdvanou hodnotou pro fazi f| anebo f|). V piipad€ r=9 ar=17 jsou
pravdépodobnosti Uspéchu p,, pro metodu IPEA B (s témito pocty r opakovani

meéfeni) jiz velmi blizké jedné a tak uvaddim pouze zdporn¢ vzaty dekadicky

logaritmus jejich odchylky od jedné.
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Graf 25: Pravdépodobnosti uspéchu p,, pro metodu IPEA B (» = 1) jako funkce

ptekryvu mezi vlastnim vektorem KRCI hamiltonidnu (|¢>) a jeho vstupnim

odhadem (|l//0>) — &erna kiivka s body (stav X 0") a zelena kiivka s body (stav 4 1).

Na zakladé¢ numerickych experimentii jsem navrhl vyrazy pro horni (pyg, plna
cervend kiivka) a dolni (pg, pferusovana Cervena kiivka) odhady p, tvaru (426) a

(427).

P = |[wolo)|". (426)

kde hodnota exponentu A = 16 byla ziskana fitem, stejn¢ jako odhad prefaktoru (1,00

v dobrém pfiblizeni). Domnivdm se, Zze hodnota exponentu bude zéviset na poctu

iteraci (v tomto p¥ipadé m = 17) a bude s poétem iteraci rast''’.

"7 Pravé v tomto piipadé plati A = m — 1. Tento odhad planuji ovéfit v ramci dal$i prace na

této problematice. Odhad je zaloZen na nasledujici tvaze — v dal§$im oznac¢me

o = lwo). =

protoze pravdépodobnost uspéchu p,, je souc¢tem dvou pravdépodobnosti pro dvé nejblizsi faze, lze
bez Gjmy na obecnosti povazovat p, za pravdépodobnost pro ureni faze jediné, ovSem v ramci

algoritmu s m = m — 1 iteracemi. V k-té iteraci miZe byt zméfena bitova hodnota odpovidajici &-té
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8 Q
P = F‘<WO|¢>‘ ) (427)

binarni ¢islici v zapisu faze f; (odzadu), nebo bitova hodnota odpovidajici k-t€ binarni Cislici v zapisu
jiné faze f, (kde p je ndhodné kladné celé cislo). Pokud nevime nic o vzajemném vztahu fazi
odpovidajicich riiznym vlastnim &islim operatoru U (ktery je v algoritmu diagonalizovan), je
rozumné piedpokladat, Ze vztah k-té binarni Cislice £, ke k-té bindrni ¢islici f; bude odpovidat nulové

korelaci — v poloving iteraci tak budou tyto ¢islice stejné (pak bude vysledkem méfeni na kvantovém
registru a s jistotou spravny bit, respektive s pravdépodobnosti S ok (5 )) a v poloving iteraci budou
opacné (tj. 0 a 1, popt. 1 a 0, pak bude vysledkem méfeni na kvantovém registru a spravny bit s
pravdépodobnosti odpovidajici zastoupeni faze f;, tedy © - Sm, k (5)) . Je-li tedy provedeno (m — 1)
iteraci, bude pfi stanovovani pravdépodobnosti tispéchu pm metody IPEA B (+ = 1) v soucinu &len ®
v (m — 1)/2 ptipadech (pro jednoduchost predpokladejme, Ze je m liché, coz v nasem pripadé splnéno
je (m = 17)) a ve viech piipadech bude v soucinu &len .S ok (5 ) Ze soucinu S ok (5 ) pro vSechna &

vznikne vyraz tvaru S,(J) a

m —1

©: = [{v4)

m—1

, (429)

coz po porovnani s (426) skutecné vede na vztah A = m — 1. Dokonala nekorelace bitovych rozvoju
fazi odpovidajicich vlastnim vektorim matice (} na néz (resp. jejich linearni kombinace) postupné
kolabuje kvantovy registr a v pribéhu jednotlivych iteraci metody IPEA B (r = 1) je vSak obecny a
zjednodusujici predpoklad, ktery nebude pfesné splnén pro drtivou vétSinu matic 0 , které budou

v praxi pfedmétem mozného studia (diagonalizace). Proto ma smysl zabyvat se krajnimi odhady —

dokonalou antikorelaci, kdy p, =@®" 'S (5) = ‘<l//0 |¢> " m (5) (coz pfedstavuje dolni

mez k hodnoté pravdépodobnosti tispéchu pm) a co nejdokonalejsi korelaci navzajem odlisnych fazi
(pak p,, =0OS, (5 ) = ‘<l//0 |¢> ‘ S, (5) , coz odpovida pravdépodobnosti zjisténi dané faze

pomoci metody IPEA A a ptedstavuje horni mez k pravdépodobnosti uspéchu p,,). Tedy lze takto

,-odvodit“ intervalové vymezeni pro p,, i pro metodu IPEA B (r=1) a to

e@*" s (8 < p, < O"'S (5). (430)
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kde prefaktor 8/n” i hodnota exponentu (2 = 18 byly ziskany Gpravou vztahu (426)
tak, aby byl zahrnut vliv 6 (232)-(243), respektive byla (vétsi) jistota, ze studovany
odhad pravdépodobnosti bude skutecné zdola.

Vychazeje ze vztahu (423) jsem vynesl zavislost podilu pravdépodobnosti
uspéchu p,, a funkce S,,(9) na prekryvu KWO |¢>‘2. Prolozeni této zavislosti''® pravou

stranou (426) (pro volbu A = 16) se ukazalo jako kvalitativné dobré jak pro hodnoty
pm odpovidajici zdkladnimu stavu X 07, tak pro hodnoty p,, odpovidajici stavu A 1
(viz graf 26).
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Graf 26: Studium zavislosti pravdépodobnosti tspéchu p,, pro metodu IPEA B
(r = 1) na velikosti pfekryvu Kl//o |¢>‘2 pro zékladni stav (X 0", éernd kiivka s body) a

prvni excitovany stav (4 1, zelend kiivka s body). Funkce S,(0) je definovana
vztahem (424) a ptedstavuje pravdépodobnost ispéchu metody IPEA A pro stejnou

hodnotu parametru 6 a jednotkovy piekryv. Plnou cervenou cCarou ve v grafu

. r 2 W W W W
znazornéna zavislost podilu pye/S,(6) na KWO |¢>‘ a preruSovanou cervenou carou

zavislost podilu py/S,(6) na Kl//o |¢>‘2 (pue a pre jsou dany vztahy (426) a (427)).

" Dle vztahu (423) plati
T, ([wol8)]?) = p./S,(). (431)
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Graf 27: Studium zavislosti pravdépodobnosti uspéchu p,, pro metodu IPEA B

2

(r = 1) na velikosti ptekryvu Kl;/o |¢>‘2 - detail oblasti pro nejvyssi hodnoty Kl[/o |¢>‘

Zavislost pravdépodobnosti uspéchu metody IPEA B p,, na r

Konvergence pravdépodobnosti uspéchu metody IPEA B s rostoucim poctem
opakovani r méfeni v kazdé ziteraci metody je zobrazena v grafech 28 a 29.
Smérnice linedrnich ¢asti kiivek z grafu 29 se pohybuji mezi hodnotami 0,3 az 2,2

(pro riizné body disociaénich kfivek stavii X 0" a 4 1 — zavislost hodnoty této
. ” 2 cevix s , L
smérnice na o ¢i Kl//o |¢>‘ nebyla ze zjiSténych dat zkoumatelnd). Je patrné, Ze pro

vSechny studované body obou disociacnich kiivek konverguji pravdépodobnosti
uspéchu p,, metody IPEA B srostoucim poctem opakovanym meéfeni » v kazdé

iteraci k jedné i1 kdyz p, pro IPEA B (r = 1) jsou nizsi nez 0,5. V nékterych

ptipadech lze ukazat, ze ani Kl;/0|¢>‘2 > 0,5 nemusi byt nutnou podminkou pro

takovou konvergenci pravdépodobnosti v ptipadé metody IPEA B'".

" Vypotty tohoto typu jsem pro molekulu SbH také provedl, ale jejich zpracovéani jsem

z technicko-¢asovych ditvodl nestihl zahrnout do této prace. Domnivam se, Ze postacujici podminkou

2
pro konvergenci p,, k 1 (s » = o) je maximalita goKWo |¢0 >‘ (dolni index ,,0“ u ¢ oznacuje, Ze se
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Kritické hodnoty meziajaderné vzdalenosti Ry (nad Ry je pravdépodobnost

uspéchu dané metody nizsi nez 0,5 a tak ji nelze pouzit) pro rzna r v ramci metody

IPEA B jsou uvedena v tabulce 11.

Rei (IPEA B (7))

R IPEA B (1))

r [ao] [ao]
X0 A1
1 42 4,5
3 5,4 5,3
5 5,9 5,8
7 >59 >59

Tabulka 11: Kritické mezijaderné vzdalenosti Ry pro metodu IPEA B pro rizné

hodnoty poctu opakovani méteni v kazdé iteraci algoritmu 7.

10— PP —_— —
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- 7
;. 3 ——R=25a,
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< R=333g,
wi -
o AR S S A N S RIaT2rxon |
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R f 313, (A 1)
R=47a,
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— - p=100%
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r
Graf 28: Zavislost pravdépodobnosti uspéchu p, metody IPEA B na poctu

opakovani méteni r v kazdé iteraci IPEA B (o vysledku méfeni pak rozhoduje bitova

hodnota, kterd pfevazovala v sérii  opakovani méteni (proto jsou r lichd))

zabyvame vlastnim vektorem odpovajicim hledané fazi f, |¢k> pak bud vlastni vektor

diagonalizované matice a jemu odpovidajici faze f; (tj. jemu odpovidajici vlastni ¢islo

diagonalizované matice je Ax = exp(2mi f4))) v mnozing W = {gk KWO |¢k >‘2 | k € {0, L..., p}},

1
kde f; € <0;1) jsou navzajem ruzné faze, |¢k> vlastni vektory z charakteristického podprostoru C :

odpovidajiciho fazi f; a g, nasobnosti vlastnich ¢isel A = exp(27m i f).
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-log (1 - pm) (IPEA B, r)

Graf 29: Zavislost pravdépodobnosti uspéchu p, metody IPEA B na poctu
opakovani méfeni » v kazdé iteraci IPEA B (zobrazeni ,.- log (1 — p,)* umoziluje
nahlédnout exponencialitu konvergence p,, k 1 a odliSeni hodnot pravdépodobnosti

blizkych 1).
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3 Plany do budoucna

V nejblizs§i dobé planuji pokracovat ve studiu (na zakladé teoretickych uvah i
numerické simulace kvantového algoritmu na klasickém pocitaci) zavislosti

pravdépodobnosti uspéchu p,, pro metodu IPEA B (» = 1) na poctu bith m faze f,

které jsou ur¢ovany a na hodnoté piekryvu vstupniho pocéate¢niho odhadu |l;/0>

vlastniho vektoru |¢> , tedy ‘<l//0 |¢>‘2 a pokusim se formulovat podminky pro které

algoritmus IPEA B (r) poskytuje p,, > 1 sr — +oo. Véetné studia hodnoty r

potiebné pro dosazeni dané hodnoty p, pravdépodobnosti uspéchu (v zavislosti na m,
‘<l//0 |¢>‘2 a pfipadné 1 dalSich parametrech ulohy — napft. distribuce jinych vlastnich

¢isel nez je studované pro dany hamiltonian/evoluéni operator a dany pocéate¢ni
odhad jeho vlastniho vektoru).

Dalsi oblasti moZzného z4jmu je simulace diagonalizacniho algoritmu pro Direct-
mapping a rozklad evolu¢niho operatoru na elementarni hradla tak jak je ukdzano
v kapitolach  Trotteriiv-Suzukiho rozvoj, Druhé kvantovani, Jordan-Wignerova
transformace a Rozklad evolucniho operdtoru. V této souvislosti planuji simulovat
navic procesy kvantového Sumu, nepiesnosti v aplikaci elementarnich hradel, v
piipravé vstupniho stavu, v méfeni, proces dekoherence a ptipadné opravné kody
k zmirnéni diisledkil t€chto procest. Vysledkem by méla byt kvantifikace potiebnych
poctl hradel a qubith k realizaci diagonaliza¢niho algoritmu, popfipadé jinych
simulaci kvantovych systémi pro dany rozsah a ptesnost vypoctu (tedy také
stanoveni optimalni hodnoty fadu Trotterova rozvoje n (293) a poctu dilki g pro
rozdéleni ¢asového intervalu Af (v evoluénim operatoru (194)) na podintervaly At,
pro které je pouzito Trotterovy formule (293) (viz druhy odstavec pod vztahem
(294)))

V neposledni fadé povazuji za zajimavé studovat alternativy mezi direct- a
compact-mappingem, které umoziuji reprezentaci hamiltonidnu/evoluéniho
operatoru v dostatecné efektivné aplikovatelném tvaru z hlediska poc¢tu kvantovych
hradel (podobné¢ jako kombinace Jordan-Wignerovy transformace a Direct-
mappingu) a zaroven umoziuji reprezentovat hospodarnéji  studovany (odhad)

vlastni(ho) vektor(u) nez v ptipad¢ Direct-mappingu. Domnivdm se, Ze pro metodiku
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vymezeni prostoru konfiguraci v metodé CI jak jak je popséno nad tabulkou 3 by
takové alternativy mohly byt velmi vhodné.

Pouziti kvantového algoritmu pro diagonalizaci unitdrni matice v metodé
konfiguraéni interakce (CI) (potazmo uplné konfiguracni interakce — FCI) je
pravdépodobné nejptimocarejsi aplikaci kvantovych algoritmil v ab initio kvantové
chemii, nicmén¢ muize byt zajimavé studovat moznosti pouziti vyhod kvantovych
algoritmi i1 vradmci jinych ab initio kvantové-chemickych metod (SCF, MCSCEF,
DFT, CC, ...).

Mezi systémy na kterych planuji do budoucna studovat simulace kvantovych
algoritmti bych kromé molekuly SbH vramci 4c-DC popisu bych rad pftipojil
NOMO/CI vypodet nejjednodussich molekul (H,, HeH', ..), respektive jejich
riznych iztopomerti. Clanek na zabyvajici se touto tematikou pravé smym
ptispévkem vznikd na pracovisti, kde jsem se zabyval i problematikou studovanou
v této praci — Ustavu fyzikalni chemie Jaroslava Heyrovského.

Protoze kvantové diagonaliza¢ni algoritmy vyZzaduji dolni odhad energie, rad
bych se v dalsi praci také vratil k problematice, kterou jsem diive studoval ve svych
bakalatskych pracech [53], [54] — konkrétné implementaci algoritmu pro jednoduchy
odhad dolni meze kenergii do vybranych kvantové-chemickych vypocetnich

programu.
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V teoretické casti prace bylo provedeno strucné shrnuti teorie kvantového
pocitani potfebné pro praci s kvantovymi algoritmy vyuzitelnymi vab initio

kvantové chemii.

Praktickd cast prace (shrnuti vysledkd simulaci kvantovych algoritmt
Iterative Phase Estimation A a B na klasickém pocitaci pro piipad diagonalizace
KRCI hamiltonianu molekuly SbH pro dva LCI rozvoje a hodnoty mezijaderné
vzdalenosti do R = 2 ajy po R = 6 aj) zahrnovala implementaci algoritmii IPEA A a
IPEA B vprogramovacim prosttedi C++ (v dané implementaci jde o kod
ekvivalentni kodu, ktery by bylo mozné zapsat v programovacim jazyce QCL), jejich
propojeni s programem DIRAC — pro ¢tyrkomponentni all-electron relativistické
vypocty zalozené na Dirac-Coulombové hamiltonidnu a n¢kolik testovacich simulaci

obou variant kvantového algoritmu Iterative Phase Estimation (IPEA A i IPEA B).

Pomoci simulované kvantové diagonalizace matice KRCI hamiltonidnu
v ramci LCI(I) rozvoje (charakterizované¢ho na obrazku 24 a v tabulkach 3 a 4) byla
molekuly SbH — zékladniho stavu X 0" a excitovaného dubletu 4 1 véetn& jeji
zévislosti na mezijaderné vzdalenosti R (§tépeni hladiny *X" je Gisté molekularnim
fenoménem, energeticka separace AE pro R > 4 ap srostouci mezijadernou
vzdalenosti R klesé k nule, viz graf 14, ervend kiivka). V tomto pfipadé byla pouzita

pouze varianta IPEA A a vstupni odhad vlastniho vektoru |1;/0> byl volen jako

jednodeterminantovy (rty2 s pro stav X 0" a mys msn” pro 4 1 (Q = +1)). Takova
volba vede na zavislost pravdépodobnosti tispéchu p,, algoritmu uvedenou v grafu 20
(Servené kiivky odpovidaji zakladnimu stavu X 0", zelené excitovanému dubletu 4 1,
modré teoretickym mezim pro pravdépodobnost uspéchu p,, za ptedpokladu pouziti
dvoudeterminantového odhadu pro zékladni stav X 0" ve tvaru linearni kombinace
konfiguraci Tt a myptnan’ s koeficienty ¢, = (2/3)1/2 ac = - (1/3)1/2 (coz
odpovida v dobrém pfiblizeni diagonalizaci v ramci aktivniho prostoru (2,2) pro
rovnovaznou oblast disociacni kiivky, tj. R = 3,3 ay). Kritickd mezijadernd Ry

vzdalenost nad kterou jiZz nelze metodu IPEA A pouzit z divodu nedostatecné
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velkého prekryvu mezi vstupnim odhadem vlastniho vektoru KRCI hamiltonianu a
vlastnim vektorem KRCI hamiltonidnu v rdmci dané baze Slaterovych determinantii
byly Rii = 4,75 ap pro X 07 a Ry = 6,03 ay pro 4 1. Pokud by byl pouzit
dvoudeterminantovy odhad, bylo by mozné zvysit Ry pro zékladni stav X 0" na
hodnotu blizkou hodnoté pro excitovany dublet 4 1, tedy Ry." = 6,18 ay. Pfi simulaci
bylo uvazovano m = 17 iteraci metody IPEA A, tedy 17-bitova pfesnost v urceni faze
odpovidajici hledané energii (rozpéti intervalu ve kterém byla hleddna energie bylo
zvoleno jako 0,5 Ej), takto ziskané simulované hodnoty energii se od piesnych
hodnot (pfesnych v ramci dané baze Slaterovych determinantt) 1i§i o méné nez 6 E =
3,82:10° E, (odpovida 0,837 cm™” na ose vlnoltd), coz &ni piiblizng 0,1%
z experimentalné urcené hodnoty energetické separace stavli 7, = E(A4 1, Ryim) — E(X

0", Rpin) = 654,97 cm™ [1], [55].

Pro LCI rozvoj o mensim poctu Slaterovych determinanti — LCI(IV,6),
charakterizovany v tabulce 8, stejny pocet iteraci (m = 17) i $itku okna ve kterém lze
oc¢ekavat hledané hodnoty energie (Enax — Emin = AE = 0,5 Ep) jsem provedl
numerické porovnani vysledkli simulaci algoritmi IPEA A a IPEA B. Pouzity
vstupni odhad vlastniho vektoru pro stav 4 1 byl determinant ;,"m3," (Q = +1), ale
pro stav X 0" byl zvolen ve tvaru linedrni kombinace konfiguraci D213 a 1 s’
s koeficienty ¢; = (2/3)"* a ¢; = - (1/3)"%, coz je ptistup vedouci ke srovnatelnym
hodnotam pravdépodobnosti uspéchu p,, pro oba stavy — X 0" a A4 1. Disocia¢ni
ktivky pro tento piipad uvadim v grafu 22, porovnani zéavislosti AE = AE(R) pro
LCI(IV,6) rozvoj a LCI(I) rozvoj v grafu 23 a kone¢n¢€, porovnani pravdépodobnosti
uspéchu metod IPEA A a metody IPEA B pro rtizné poCty » opakovani kazdé iterace
uvadi graf 24. Metoda IPEA A je v tomto pfipadé dobie pouzitelnd aZz do hodnoty R
= 6 ay, zatimco metoda IPEA B pro jediné opakovani (» = 1) v kazdé iteraci je
pouzitelna pro oba elektronové stavy nejvyse do R = 3,9 ay, nicméné pro dostatecné
velky pocet opakovani (ukazuje se, ze pro vSechny body na studované casti
disocia¢ni kiivky (R < 6 ay) postacuje volba = 7 opakovani méfeni v kazdé¢ iteraci
metody IPEA B a vysledna pravdépodobnost uspéchu p,, metody IPEA B pievysSuje
ve vSech bodech (az na posledni odpovidajici nejvetsi mezijaderné vzdalenosti, viz
graf 24) pravdépodobnost uspéchu metody IPEA A (samoziejmé za cenu minimalné
7-nasobné delSiho vypocetniho ¢asu). Konvergence hodnoty p,, s rostoucim poctem

opakovani 7 je pro metodu IPEA B a vySe popsané uspofadani znazornéna v grafech
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28 a 29. Na praktickém piipadé simulace diagonalizace KRCI hamiltonidnu pro

LCI(IV,6) rozvoj jsem také numericky studoval zavislost pravdépodobnosti uspéchu
pm metody IPEA B (r = 1) na piekryvu ‘<l;/0|¢>‘2 vlastniho vektoru |¢> a jeho
vstupniho odhadu |w0> a odhadoval souvislost exponentu v této zavislosti (viz

vztahy (426)-(431)) a poctu iteraci m v této simulaci. S pomoci znalosti této
zavislosti bude mozné v budoucnu odpovit podobny vztah i pro metodu IPEA B pro

r>1.
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Seznam pouzitych zkratek

4c¢ ... ctytkomponentni.
4¢-DC ... ¢tytkomponentni Dirac-Coulomb (-ovsky vypocet, -tiv hamiltonidn, ...).

ay ... Bohrv polomér,

Ame b
g = TGN M 55917721092(17)-10 "' m (432)"°

2
m, e, m, ca

AQ ... Atomic Orbital, atomovy orbital.

a-o-c ... average-of-configurations.

AVCR ... Akademie véd Ceské republiky.

BOA ... Born-Oppenheirmer aproximation, Bornova-Oppenheimerova aproximace
CAS(n,n) ... Complete active space (n electrons in n orbitals), Kompletni aktivni
prostor (n elektrond v n orbitalech).

cc-pVTZ ... correlation-consistent polarized valence Triple Zeta (basis set), druh
baze atomovych orbitalll, resp. atomovych bispinori pouzivany v ab initio kvantové
chemickych vypoctech pro post-Hartree-Fockovské vypocty.

CI ... Configuration Interaction, konfigura¢ni interakce.

CI-CAS(n,n) ... Configuration Interaction-Complete Active Space (n electrons in n
orbitals), druh konfigura¢ni interakce popsany na str. 125-126.

CISD(n) ... Configuration Interaction Singles Doubles (n orbitals), druh CI popsany
na str. 125-126.

CTM ... Classical Turing Machine, (Klasicky) Turinglv stroj

DC ... Dirac-Coulomb

DCB ... Dirac-Coulomb-Breit

DFT ... Discrete Fourier Transformation (diskrétni Fourierova transformace), ¢i

Density Functional Theory (teorie funkcionalli elektronové hustoty), dle kontextu

120 ¢, je perimitivita vakua, /i redukovana Planckova konstnta, m, klidova hmota elektronu,
e, elementarni elektricky naboj, a konstanta jemné struktury. Zdroj: "CODATA Recommended
Values of the Fundamental Physical Constants: 2010". Committee on Data for Science and

Technology (CODATA). NIST.
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DHF ... Dirac-Hartree-Fock

E, ... Hartree, jednotka energie,

E, = = myoc’a’ = 4.35974394(22)-10"°J = 27.21138386 (68) eV

,(433)"!

EMSL ... Environmental Molecular Sciences Laboratory.

EVU ... Evolu¢né univerzalni mnozina unitarnich hradel, Definice 7, str. 37

FCI ... Full Configuration Interaction, uplna konfigura¢ni interakce.

GAS ... Generalized Active Space, Zobecnény aktivni prostor.

HOMO ... (The) Highest Occupied Molecular Orbital, nejvyssi obsazeny
molekulovy orbital (obvykle ve smyslu ,,dvojndsobné obsazeny®, v této praci i ve
vyznamu ,,jednou ¢i dvojnasobné obsazeny*, respektive odpovidajici Krameriiv par
elektronickych bispinorti).

HOMO-1 ... Molekulovy orbital, nebo Kramertv par bispinort energeticky tésné
pod ,,HOMO* orbitalem, nebo Kramerovym parem.

IPEA ... Iterative Phase Estimation Algorithm, Algoritmus Iterativniho odhadu faze
IPEA A ... Iterative Phase Estimation Algorithm, var. A — viz str.88-101.

IPEA B ... Iterative Phase Estimation Algorithm, var. B — viz str. 8§8-101.

KR ... Kramers restricted.

KRCI, KR-CI ... Kramers restricted Configuration Interaction — Konfigura¢ni
interakce vychazejici z ,,Kramers-restricted* baze molekulovych bispinort.
KR-DHF ... Kramers restricted Dirac-Hartree-Fock, Metoda feSici Dirac-Hartree-
Fockovy rovnice za podminky ,,Kramers restricted*

KVU ... Kvantové vypocetné univerzalni, definice 6, str. 37.

LCI ... Limited CI, omezena konfiguracni interakce.

LCI(I), LCI(I), LCI({II), LCIIV,n) ... Rizné varianty omezené konfiguracni
interakce pouzité v této praci, viz Obr. 24, Tabulka 3, Tabulka 4, str. 139, 140, 143.
LUMO ... (The) Lowest Unoccupied Molecular Orbital, energeticky nejnizsi
neobsazeny molekulovy orbital (nebo Krameriiv par bispinora).

MEB ... Molecular Electronic Bispinor, Molekulovy eletronicky bispinor.

12! Zdroj: "CODATA Recommended Values of the Fundamental Physical Constants: 2010".
Committee on Data for Science and Technology (CODATA). NIST.
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MO ... Molecular Orbital, Molekulovy orbital.

NPA ... No-pair aproximation.

nr-BOA ... non-relativistic, Born-Oppenheimer model.

PEA ... Phase Estimation Algorithm, Algoritmus odhadu faze (neiterativni verze),
viz str. 76.

post-DHF ... Post-(Dirac-Hartree-Fock), metoda jdouci za rdmec Hartree-Fockovy
aproximace v ramci Diracova(-Coulombova) hamiltonianu.

POVM ... Positive Operator Valued Mesurement

PTM ... Probabilistic Turing Machine, Pravdépodobnostni Turinglv stroj.

QCL ... Quantum Computing Language, [8], [31].

QFT ... Quantum Fourier Transform, kvantovéa Fourierova transformace.

QTM ... Quantum Turing Machine, Kvantovy Turingtv stroj.

ROHEF ... Restricted-open-shell-Hartree-Fock.

UFCHJH ... Ustav Fyzikalni Chemie Jaroslava Heyrovského.

UMKO ... Uplna mnozina komutujicich operatord.
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