Prirodovédecka fakulta Univerzity Palackého v Olomouci

Katedra algebry a geometrie

STAVY NA ALGEBRACH

Diplomova prace

Vypracovala:
Vedouci diplomové prace: Martina Stépanova
Prof. RNDr. Jii{ Rachunek, DrSc. Uéitelstvi pro SS, M-Dg

Rok odevzdani: 2007 5. ro¢nik, prezencni studium



Prohlasuji, ze jsem diplomovou praci zpracovala samostatné pod vedenim
Prof. RNDr. Jiftho Rachunka, DrSc. a Ze jsem v seznamu literatury uvedla

vSechny zdroje pouzité pii psani této prace.

V Olomouci 29. brezna 2007



Deékuji vedoucimu diplomové prace panu Prof. RNDr. Jirimu Rachunko-
vi, DrSc. za cenné rady a pripominky, které mi pomohly k vypracovani této

prace, a také za ¢as vénovany konzultacim.

IT



Uvod

Ukolem diplomové prace je prehledné a jednotici zpracovani problema-
tiky stavu, které jsou specialnimi piipady zobrazeni do mmnoziny realnych
¢isel, na usporadanych abelovskych grupach, MV-algebrach, GMV-algebrach
a DRIl-monoidech.

Préce zacind uvedenim zakladnich pojmu a vlastnosti, které se tykaji
pfedevsim relace uspofdddni <, nebot tuto bindrni relaci maji vsechny
algebraické struktury, s nimiz budeme pracovat, zavedenou na piislusnych
nosicich.

Pojem stav je nejdiive definovan na usporadanych abelovskych grupach,
je studovana jeho existence a také hodnoty, kterych nabyva.

V dalsi casti prace se budeme zabyvat MV-algebrami. Zvlastni pozornost
vénujeme idedlum v téchto strukturach a poukdzeme na vztah MV-algeber
k usporddanym abelovskym grupam.

MV-algebry zobecnime na GMV-algebry, na nichz definujeme pojem stav,
ktery specifikujeme pro komutativni GMV-algebry (tj. MV-algebry).

Posledni tiidou algeber, na kterych bude problematika studovana, jsou
komutativni DRIl-monoidy. Pred zavedenim stavi na téchto systémech je

ukazan jejich vztah k vyse uvedenym algebram.
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Kapitola 1

Z.akladni definice a vlastnosti

V tvodni kapitole jsou definovany nékteré zéakladni pojmy, jejichz znalost
je nutnd ke studiu dalstho textu. Rovnéz je zde uveden prehled nékterych

dulezitych vlastnosti, které budou dale pouzivané.

1.1 Relace usporadani, usporadané mnoziny,
zobrazeni

Definice 1.1.1 Bindrni relaci < nazveme relaci usporadani na mnoziné X,
jestlize je reflexivnt, antisymetricka a tranzitioni na X.

Usporddana mnozina je kaZdd mnoZina, na niz je zavedena relace usporadans.
Uspordadand mnozina X se nazyvd iplné usporadana, jsou-li kazdé dva proky
x,y € X srovnatelné, tj. bud x < y nebo y < x. Relaci < v tomto pripadé

nazveme uplné usporadani na X.

Definice 1.1.2 Usporddand mnozina X se nazyvd shora (zdola) usmérnéna,
jestlize kazda jeji neprdzdnd koneénd podmnozina md horni (dolni) hranici

v X.



Jestlize kazZdd neprazdnd koneénd podmnoZina v usporadané mnozZiné X md

supremum a infimum v X, potom se mnozina X nazyjvd svaz.

Definice 1.1.3 Necht X.,Y jsou usporddané mnoziny. Rikdme, Ze zobrazent

f: X —Y je

e izotonni, jestlize pro kazdé dva prvky x,y € X takové, Ze x < y, plati

flz) < f(y).

e antitonni, jestlize pro kazdé dva prvky x,y € X takové, Ze x <y, plati

flz) > f(y).

Zobrazeni f : X — Y nazveme izomorfismus X na Y, jestliZe je bijektivoni

a izotonnd a f~1 je také izotonnd.

1.2 Usporadané abelovské grupy

Definice 1.2.1 Abelovskou grupu G, na nizZ je zavedena relace usporddd-
ni < takova, Ze pro kazdé x,y,z € G,x < vy, plati x + z < y + z, nazyvame
usporadand abelovskd grupa. Je-li usporadand uplné, mluvime o iplné uspo-

fadané abelovské grupeé.

Definice 1.2.2 Kladnym prvkem v usporddané abelovské grupé G nazijvdme
kazdy prvek x € G takovy, Ze x > 0 a ostie kladnym prvkem v G nazveme

kazdy prvek x € G takovy, Ze x > 0 (tj. x > 0 Az #0).

Poznamenejme, ze usporadani na G muze byt dano stanovenim kladnych
prvku v G, protoze pro kazdé z,y € G je x < y, pravé kdyz y — x > 0.

Mnozina kladnych prvku tvoii tzv. kuzel.



Definice 1.2.3 Kuzelem v abelovské grupé G nazgvime kaZdou podmmnoZi-
nu C v G, kterd je uzavrend na scéitini, 0 € C a pouze pro 0 plati, Ze
x € C a zdaroven —x € C. Kladnym kuzelem usporadané abelovské grupy G

nazyvdme mnoZinu G viech kladnych proki v grupé G.

Zadanim kuzele C' v grupé G muzeme definovat relaci <o na grupé G
takto: * <¢ y, pravé kdyz y — x € C pro vSechna z,y € G. Zaddnim
kladného kuzele G* je zaddno usporaddni <g+ a naopak, je-li C' kuzel v
abelovské grupé G, potom G je usporadand abelovska grupa s usporadanim
<c a potom Gt = C. V mnoha piipadech je uréeni usporddani abelovské
grupy pomoci kladného kuzele snazsi nez urceni relace usporadani. Dle této

terminologie tedy Z*, G+, R* znadi nezédporna celd, racionalni a redlns éisla.

Necht H je podgrupa uspoiddané abelovské grupy G. Potom uspotrddani
v H je indukované usporddanim v grupé G a tedy Ht = H N GT.

Definice 1.2.4 Usmérnéna podgrupa usporadané abelovské grupy G je kazdd
podgrupa H v G, kterd je shora usmérnénd. Jestlize grupa G je usmérnénd

podgrupa v G, potom ji nazyvdme usmérnénou grupou.

Lze dokézat, ze kazdé shora (zdola) usmérnéna podgrupa H usporiadané

abelovské grupy G je rovnéz zdola (shora) usmérnéna.

Definice 1.2.5 Silna jednicka v usporadané grupé G je takovy kladny prvek
u € G, Ze pro kazdé x € G existuje kladné celé ¢islo n, pro které x < nu.

Grupu G s existenci silné jednicky nazgvdme unitalni a znacéime ji (G, u).

V nenulové usporadané abelovské grupé G prvek 0 nemuze byt silnou
jednickou. Takze u > 0. Navic u < nu pro vSechna n € N a tedy nu > 0 pro

vSechna n € N a mu < 0 pro vSechna zaporna cela cisla m.



Definice 1.2.6 Svazové usporadanou grupou nazyvame kaZdou usporddanou
abelovskou grupu, kterd je (jakozto usporddand mnozina) svazem. Zkrdcené

piseme [-grupa.
Napriklad kazdéd uplné uspoirddana grupa je l-grupa.

Definice 1.2.7 Necht G,H jsou uspordidané grupy. Kladnym homomor-
fismem grupy G do grupy H nazyvame kaZdy grupovy homomorfismus

f: G — H, ktery zobrazuje kladné proky na kladné, tj. f(GT) C H*.
Grupovy homomorfismus je kladny, pravé kdyz je izotonni.

Definice 1.2.8 Necht G a H jsou usporddané grupy a necht v € G,v € H
jsou silné jednicky téchto grup. Normalizovanym kladnym homomorfismem
z (G,u) do (H,v) nazveme kazdy kladny homomorfismus f : G — H takovy,
ze f(u) =w.

Definice 1.2.9 Necht G je uspordadand grupa a n € N. Grupu nazveme
n—perforovand, jestlize existuje prvek x € G, pro ktery nx > 0, ale x 2 0.
V opacném pripadé se grupa nazyvd n-neperforovana. Jestlize G je perforo-
vana pro nékteré n, potom G nazyvdme perforovana. Jestlize G je n-neper-

forovand pro vsechna n, potom G nazyjvame neperforovanou.

Piiklad 1.2.1 Uvazujme aditioni grupu celych cisel Z. Necht md kladniy
kuzel {0;2;4;6;...}. Potom Z je 2-perforovand, nebot napriklad 1 € Z,1 % 0
a pritom2-1=22>0.

Definice 1.2.10 Usporddand grupa G se nazyjvd archimédovska, jestlize pro

vSechna x,y € G plati: jestlize nx <y pro vSechna n € N, potom x < 0.



Priklad 1.2.2 Oznac¢me mnoZinu vsech funkci z nékteré mnoziny X do gru-
py R symbolem RX a necht uspordddni na RX je ddno takto: f < g, prdvé
kdyz f(z) < g(x) pro vsechna x € X. Potom kaZdd podgrupa v R¥ je

archimédovskd.

Veéta 1.2.11 Svazové uspordadand grupa G je archimédovskd, pravé kdyz plati:

jestlize v,y € GT anx <y pro viechna n € N, potom x = 0.

Veéta 1.2.12 Jestlize G je archimédovskd usmérnénd abelovskd grupa, potom

je neperforovand.



Kapitola 2
Stavy na usporadanych grupach

Zaved me na uspofadanych grupéch se silnou jednickou pojem stav jako
specidlni homomorfismus z (G, u) do (R, 1). Kromé zavedeni pojmu odvodime
zékladni vlastnosti stava (napf. existenci a jednoznacnost) a popiseme mno-
zinu jejich hodnot. Ukazeme, Ze stavy urcuji usporadani v grupé, prave kdyz

je archimédovska.

2.1 Existence stavu

Definice 2.1.1 Necht (G,u) je usporddand abelovskd grupa se silnou jednic-
kou. Stav na (G,u) je kazdy normalizovany kladny homomorfismus z (G, u)

do (R, 1), tj. kazdé zobrazeni s : G — R takové, Ze plati:

1. s(GT) CR",

3. s(x +y) = s(x) + s(y) pro vSechna x,y € G (Tikame téz, Ze zobrazeni

je aditivni).



Véta 2.1.2 Necht G je usporddand abelovskd grupa, H podgrupa vG ax € G.
Necht f : H — R je kladny homomorfismus a poloZme

o p=sup {f(y)/m; y € H; m € N; y < ma},

o r=inf {f(z)/n; z€ H; n € N; nz < z}.
Potom plati:

1. —c0o <p<r < +o0.

2. Jestlize existuje kladny homomorfismus g : H+Zx — R rozsirujici f,

potom p < g(z) < 7.

3. Jestlize existuje redlné cislo q takové, ze p < q < r, potom lze f rozsirit

na kladny homomorfismus g : H + Zx — R takovy, Ze g(z) = q.

Dukaz (1) Jestlize zadny prvek z Nz nelezi nad zddnym prvkem z H,
potom p = —oo. Jestlize zadny prvek z Nz nelezi pod zadnym prvkem z H,
potom r = +o0. Pokud proy,z € H am,n € N plati, ze y < mx anx < z,
potom ny < mnzx < mzatedy nf(y) < mf(z). Odtud f(y)/m < f(z)/n,
neboli p < r.

(2)Jestlize y € H a m € N spliuji y < max, potom f(y) = g(y) < mg(x)
a tedy f(y)/m < g(z). Tj. p < g(x). Obdobné se dokéze, ze g(xz) < r.
(3) Tvrdime, ze pokud pro w € H a k € Z plati, ze w + kx > 0, potom
f(w) + kg > 0. Jestlize k = 0, potom w > 0 a tedy f(w)+ kg = f(w) > 0,
nebot f je kladny homomorfismus. Jestlize k > 0, potom ze vztahu —w < kx
dostdvame f(—w)/k <p < qa tedy f(w)+ kg > 0. Je-li k < 0, dostdvame
q < r < f(w)/(=k), protoze (—k)z < w. A tedy opét f(w) + kg > 0.
Specidlné pro w € H a k € Z,w + kxr = 0 dostavame: f(w) + kg = 0
a f(—w) —kq >0, nebot w+ kx> 0a —w —kx > 0. Tedy f(w)+ kq = 0.



Celkové tedy f lze rozsitit na grupovy homomorfismus g : H + Zr — R

takovy, ze g(x) = q.

Véta 2.1.3 Necht G je usporddand abelovskd grupa, H podgrupa G a pred-
pokladejme, Ze kaZdy prvek z G je shora ohranicen prvkem z H. Potom kaZdy

kladny homomorfismus f : H — R lze rozsirit na kladny homomorfismus

G — R.

Dukaz Necht K je mnozina dvojic (K, g) takovych, ze K je podrupa
grupy G obsahujici H a g : K — R je kladny homomorfismus rozsituji-
cf f. Pro (K',¢') a (K",¢") v K definujme (K',¢') < (K", q"), pravé kdyz
K" C K" a ¢" rozsifuje ¢'. Dle tzv. Zornova lemmatu existuje maximalni
prvek (K, g) v K a staci dokdzat, ze K = G, coz se provadi tak, ze dokdzeme

neexistenci z € G\ K.

Dusledek 2.1.4 Necht (G, u) je usporddand abelovskd unitdlni grupa a necht
H je podgrupa v G takovd, Ze uw € H. Potom kaZdy stav na (H,u) lze rozs§irit

na stav na (G, u).

Dikaz Pro kazdé x € G plati x < nu pro nékteré n € N anu € H adle

véty 2.1.3 tvrzeni plati.

Dusledek 2.1.5 Necht (G,u) je usporddand abelovskd unitdlni grupa. Po-

tom ezistuje stav na (G, ), pravé kdyz grupa (G,u) je nenulovd.

Diukaz Je-li s stav na (G, u), potom s(u) = 1 a tedy u # 0. Naopak necht
G je nenulova. Protoze u je silnd jednicka, u # 0 a potom nu >u > 0 pro
vSsechna n € N a mu < —u < 0 pro vSechna zaporna cela ¢isla m. Odtud
ZuN Gt =Z%u a ku # 0 pro véechna k € Z\ {0}. Proto existuje grupovy
homomorfismus t : Zu — Z tak, ze t(u) = 1 a t je stav na (Zu,u) a t se

roz3iii na stav na (G, u).



Véta 2.1.6 Necht (G,u) je usporddand abelovskd unitdlni grupa a necht
f + G — R je kladny homomorfismus.

1. Jestlize f je nenulovy, potom f(u) > 0 a f = f(u)s pro néktery stav
na (G, u).

2. Jestlize G je nenulovd, potom f = as pro nekteré nezdporné redlné

¢islo o a néktery stav s na (G, u).

Dukaz (1) Dle predpokladu f(z) # 0 pro nékteré z € G. Vyberme n € N
takové, ze —nu < x < nu a tedy —nf(u) < f(x) < nf(u), odsud f(u) > 0.
Zobrazeni s = (f(u))~'f je stav na grupe (G,u) a f = f(u)s.

(2) Jestlize f # 0, aplikujeme (1). Jestlize f = 0, potom f = Os pro kazdy
stav s na (G,u). Existence alespon jednoho stavu s na (G,u) je zarucena

dusledkem 2.1.5.

2.2 Hodnoty stavi

Pouzijeme véty 2.1.2 k ziskani popisu mnoziny hodnot, které maji stavy

na (G, u) pro jednotlivé prvky z grupy G.

Véta 2.2.1 Necht (G,u) je nenulovd usporddand abelovskd unitdlni grupa,

necht © € G a poloZme
o ful@) =sup {k/m; k € Z; m € N; ku < maz},
o f*(x)=inf{l/n;l € Z;neN;nx <lu}.
Potom plati:
1. —oo < fi(x) < f*(x) < +o00.
2. Jestlize s je stav na (G,u), potom f.(x) < s(x) < f*(x).
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3. Jestlize q je redlné ¢islo takové, ze f.(x) < q < f*(x), potom existuje

stav s na (G,u), pro ktery plati s(z) = q.

Dikaz Pokud G je nenulova, potom ju < 0 pro vSechna zaporna cela
¢isla.
(1) Existuji kladna celd cisla k,l takova, ze —x < ku a x < lu, tedy
fulx) > =k > —oc0 af*(x) <1< +o0. Pro k,l € Z am,n € N takova, ze
ku < mx a nr < lu dostavame knu < mnx < Imu a tedy (Im — kn)u > 0.
Vidime tedy, ze Im — kn > 0 a odtud k/m < l/n. Neboli f.(z) < f*(x).
(2) Pro k € Z, m € N takovd, ze ku < mx, dostdvdme k < ms(z), nebot
s(u) = 1. Proto k/m < s(x) a f.(z) < s(z). Obdobné dokdzeme platnost
nerovnosti s(z) < f*(x).
(3) Necht H = Zu. Protoze u > 0, existuje na (H,u) stav f a déle

p=sup {f(y)/m; y € H; m € N; y < maz},
r=inf {f(2)/n; z € H; n € N; nx < z}

a dle véty 2.1.2 1ze f rozsitit na kladny homomorfismus g : H + Zx — R
takovy, ze g(x) = q a g je stav na (H + Zu,u) a ten lze (dle dusledku 2.1.4)
rozsitit na stav s na (G, u)
(4)Platnost je evidentni.
(5) Necht nz < lu, I € Z. Potom —lu < n(—z) a tedy f.(z) > —I/n. Tj.
fo(—x) > —f*(z). Necht naopak k'u < m(—z) pro k' € Z, m € N. Potom
mx < —k'u, coz znamena, ze f*(z) < —k/l, tj. f*(x) < —fi(—z). Celkové
tedy dostavame f*(z) < —f.(—x) < f*(z) a tato nerovnost implikuje rovnost
fr(x) = =fu(=x).

Zcela analogicky postupujeme pro druhou rovnost z tvrzeni.
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Dusledek 2.2.2 Necht (G,u) je nenulovd usporddand abelovskd unitdini gru-

pa, x € G a poloime
o fl(x) =sup {k/m; k€ Z"; meN, ku < mz},
o f*(x) =inf{l/n; I,n € N; nx < lu}.
Potom plati:
1. 0 < fli(z) < f"(z) < 4o0.
2. Jestlize s je stav na (G, u), potom fl(x) < s(x) < f™*(x).

3. Jestlize q je redlné cislo takové, Ze fl(x) < q < f™(x), potom existuje

stav s na (G,u), pro ktery plati s(x) = q.

Dukaz Protoze Ou < z, dostdvame f.(x) > 0. Zbytek dukazu spoc¢iva
vdokézani rovnosti fl(z) = f.(z), f*(x) = f*(x).

Véta 2.2.3 Necht (G,u) je nenulovd usporddand abelovskd unitdlni grupa,
x € G. Potom s(x) > 0 pro vSechny stavy s na (G,u), pravé kdyz existuji

kladnd celd ¢isla mq,ma, ... takovd, Ze m,(nx +wu) > 0 pro kazdé n € N.

Diikaz Necht takova éfsla mq,mo,... existuji. Pro stav s dostdvame
my(ns(x)+1) > 0, neboli s(x) > —1/n pro libovolné n € N a tedy s(z) > 0.
Naopak necht s(z) > 0 pro vSechny stavy s na (G,u). Necht f,(z) je stejné
jako ve véte 2.2.1. Dle této véty existuje stav s na (G, u) tak, ze s(z) = fi(x)
a tedy i fi(z) > 0. Pro kazdé n € N musi existovat k € Z a m € N takova,
ze ku < mz a k/m > —1/n. Potom kn > —m, odtud mnz > knu > —mu,

a proto m(nx +u) > 0.

Dusledek 2.2.4 Necht (G,u) je nenulovd neperforovand usporddand abe-
lovskd unitdlni grupa, x € G. Potom s(x) > 0 pro vSechny stavy s na (G, u),

prave kdyZ nx +uw > 0 pro vsechna n € N.
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Dikaz Tvrzeni plyne ptimo z predchozi véty a z vlastnosti neperforované

grupy (G, u).

Dusledek 2.2.5 Necht (G,u) je nenulovd neperforovand usporddand abe-
lovskd unitalnd grupa, y € GT. Potom s(y) = 0 pro viechny stavy na (G, u),

prave kdyz ny < u pro vsechna n € N.

Dukaz Protoze y € GT, s(y) = 0 pro vSechny stavy na (G, u), prave kdyz
s(—y) = 0 pro vSechny stavy na (G, u). Dle dusledku 2.2.4 toto nastane, prave

kdyz —ny + u > 0, neboli ny < u pro vSechna n € N.

Véta 2.2.6 Necht (G,u) je usporddand abelovskd unitdlni grupa, x € G.
Potom s(x) > 0 pro vdechny stavy s na (G,u), pravé kdyz existuje m € N

takové, Ze mx je silnou jednickou v G.

Dikaz Predpokladejme nenulovost G. Pokud ma je silnou jedni¢kou pro
nékteré m € N, potom kmx > u pro nékteré k € N. Tedy kms(z) > 1,
a proto s(z) > 0. Naopak, at s(x) > 0 pro vSechny stavy s na (G,u). Dle
vety 2.2.1 existuji k € Z,m € N takova, ze ku < mx a k/m > 0. Potom
k>0amz > ku>u>0.Prokazdy prvek y € GG existuje n € N takové, ze

y < nu a tedy y < n(mzx). Odtud vyplyva, ze mz je silnou jednickou v G.

Dusledek 2.2.7 Necht (G,u) je neperforovand usporddand abelovskd uni-
talni grupa, x € G. Potom s(x) > 0 pro vSechny stavy s na (G,u), prdvé

kdyz x je silnou jednickou v G.

Dikaz Je-li ma silnou jednickou, potom mx > 0 a pro neperforovanou

grupu x > 0 a x je silnd jednicka v G.

Véta 2.2.6 a jeji dusledek 2.2.7 ukazuji, ze pro prvek z nenulové us-

porddané abelovské unitdlni grupy (G,u) plati, ze pokud s(z) > 0 pro
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viechny stavy s na (G,u), potom mz > 0 pro nékteré n € N a déle
x > 0 v pripadé neperforované grupy. Hodnoty stavu na (G, u) tedy vyrazné
ovliviiuji usporddani v grupé G. Mnozina stavi na (G, u) urc¢uje jednoznacné

usporadani v G, pravé kdyz je grupa G archimédovska.

Véta 2.2.8 Pro usporadanou abelovskou unitalni grupu G jsou nasledujici

turzeni ekvivalentni:
1. Gt ={x € G, s(x) >0 pro vsechny stavy s na (G,u)}.

2. G je izomorfni (jako usporddand grupa) s podgrupou RX pro néjakou

neprdzdnou mnozZinu X .

3. G je archimédovskd.

Dikaz Predpokladejme, ze G je nenulova.

(1)=(2) Necht X je mnozina stavi na (G,u) (X je dle dusledku 2.1.5
neprazdnd) a necht pro zobrazeni ® : G — RX plati: ®(z)(s) = s(x)
pro kazdé x € G a s € X. Dle (1) pro v8echna z,y € G plati xz < y, pravé
kdyz ®(x) C ®(y) a ® je proto injektivni. ¢ je tedy izomorfismus z G na
podgrupu ®(G) C RX.

(2)=(3) Tato implikace je trividlni.

(3)=(1) Dle definice stavu je s(x) > 0 pro vSechna € G* a vsechny stavy
s na (G,u). Obracené, uvazujme x € G takové, ze s(x) > 0 pro vSechny
stavy s na (G, u). Protoze G je dle véty 1.2.12 neperforovand, dusledek 2.2.4
ukazuje, ze nx +u > 0 a tedy n(—z) < u pro vsechna n € N. A protoze G

je archimédovskd, plati —x < 0 a tedy x € G™.
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2.3 Jednoznacnost stavu

Pomoci véty 2.2.1 a disledku 2.2.2 odvod'me kritéria uréujici, které us-

poradané abelovské unitalni grupy maji pravé jeden stav.

Pro kazdé dva stavy s, t na grupé (G, u) definujme binarni relaci <™ takto:

s <T t, prave kdyz t — s je kladny homomorfismus z grupy (G,u) do (R, 1).

Véta 2.3.1 Necht (G, u) je usporddand abelovskd unitdlni grupa a necht s,t

jsou stavy na (G, u). Jestlize s <T t nebo t <* s, potom s = t.

Diukaz Ze symetrie lze predpoklddat, ze s < ¢. Oznacme f =t — s.
f je kladny homomorfismus z G do R takovy, ze f(u) = 1—1 = 0. Pro
libovolné x € G a nékteré n € N plati —nu < z < nu, a proto dostavame
0 = f(—nu) < f(z) < f(nu) = 0. Odtud f(z) =0 a konecné tedy mame
f=0as=t.

Véta 2.3.2 Necht (G, u) je nenulovd usporddand unitdlni grupa. Pro viechna

x € Gt polozme:
o f.(z)=sup {k/m; k € Rt; m € N; ku < mx},
o f*(x) =inf {l/n; l,n € N; nz < lu}.
Potom nasledujici tvrzent jsou ekvivalentni:
1. Existuje prdvé jeden stav na (G, u).
2. f*= f.. (V tomto pripadé lze f* rozsirit na stav na (G, u)).
3. f* je aditivni zobrazen.

4. f« je aditioni zobrazeni.
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Dukaz Dle dusledku 2.1.5 existuje alespon jeden stav na (G, u).
(1) = (2) Pro dané z € G* dle dusledku 2.2.2 existuji stavy s,¢ na (G,u)
tak, 7ze s(r) = f* (x) a t(z) = f.(x). Jelikoz s = t, tak rovnéz f* = f..
(2) = (1) Necht s,¢ jsou stavy na (G,u). Potom opét dle dusledku 2.2.2
pro kazdé x € G* plati f.(z) < s(z) < f*(2), f.(2) < t(z) < f*(z) a tedy
s(z) = t(z) = f*(z) na G*. Specidlné s, t jsou rozsifenim f*. Jelikoz grupa G
je usmérnéna, plati s = ¢.
(2) = (3) Jelikoz f*(x) rozsituje grupovy homomorfismus, musi byt aditivni.
(3) = (1) Plati, ze f*(0) = 0. Rozsifme aditivni f* na grupovy homomor-
fismus f : G — R. Dle dusledku 2.2.2 je f*(x) > 0 pro libovolné x € G+,
takze f je kladny homomorfismus. Protoze nu £ lu pro vSechnan € N,n > [,
je vidét, ze f*(u) = 1, a proto f je stav na (G, u).
Nyni uvazujme libovolny stav s na (G,u). Dle disledku 2.2.2 s(z) < f*(x)
pro véechna x € G*. Tj. s <T f. Dle predchozi véty s = f a f je tedy jediny
stav na (G, u).

(2) = (4) = (1) Postupujeme stejné jako pro (2) = (3) = (1).

Dusledek 2.3.3 Necht (G, u) je nenulovd iplné usporddand abelovskd uni-
talnt grupa. Potom existuje jeding stav s na (G,u) a pro kazdé x € G plati:

s(x) =sup {k/m; k € Z*; m € N; ku < ma} =inf {{/n; [,n € N; nz < lu}.

Diikaz Definujme f*, f, dle véty 2.3.2. Pokud na (G,u) existuje vice
stavii, potom f*(x) # f.(x) pro nékteré x € G*. Dle dusledku 2.2.2 plati
0 < fu(x) < f*(x) a tedy existuji k,n € N takovd, ze f.(z) < k/n < f*(z).
Protoze k/n < f*(x), dostavdme nz £ ku a nasledovné ku < nwz. Potom ale
k/n < f.(z), coz je spor.

Existuje tedy pravé jeden stav s na (G, u) a dle véty 2.3.2 je restrikce s na G*

rovna f* = f, a tedy s(z) mé pozadovanou hodnotu.
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Nyn{ uvedme (jiz bez dukazu) dalsi kritérium uddvajici, zda na grupé

existuje praveé jeden stav.

Véta 2.3.4 Pro libovolnou nenulovou usporadanou abelovskou unitdlni gru-

pu (G, u) jsou ndsledugici tvrzeni ekvivalentni:
1. Ezistuje jediny stav na (G, u).

2. Pro libovolnd kladnd celd ¢isla a > b a libovolné prvky x,y € G*, pro
které je x+y silnou jednickou, existujen € N takové, Ze bud nbx < nay

nebo nby < nax.

3. Existuji a,b € N, a > b takové, Ze pro kaZdy prvek x € G a kaZdé

| € N exzistuje n € N, pro které bud nbx < na(lu) nebo nb(lu) < nazx.

2.4 Diskrétni stavy

Obraz stavu s(G) je aditivni podgrupa v R. Ukazme, ze v R existuji dva

zcela odlisné typy aditivnich podgrup a Ze tento typ ovliviiuje chovani stavu.

Véta 2.4.1 Kazdd aditivni podgrupa v R je bud cyklickd grupa nebo hustd

podmnozZina v R.

Dikaz Uvazujme aditivni podgrupu G v R, ktera neni husta. Potom
GG neobsahuje libolné mala kladné realna cisla a tedy existuje e € R,e > 0
takové, ze interval (0, €) je disjunktni s G. V G existuje nejmensi kladné redlné
¢islo, nebot v opaéném pifpadé by existovala kladnd redlné cisla a; > as > . ..
takova, ze vSechna lezi v G. Vsechna kladna realna ¢isla a; — a;1 pak lezi
v GG a vSechna (az na konecny pocet) musi byt mensi nez £, coz neni mozné.
Existuje tedy nejmensi kladné realné ¢islo a € G. Kazdé realné ¢islo b lze

vyjadrit ve tvaru na + ¢, kde n € Z a 0 < ¢ < a. Jestlize b € GG, potom téz
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¢ € G a z minimality ¢isla a plyne, ze ¢ = 0. Tedy b = na a odtud G = Za.

Proto je G cyklicka grupa.

Definice 2.4.2 Necht (G, u) je usporddand abelovskd unitdlni grupa. Stav s
na (G,u) nazveme diskrétni, prdveé kdyz jeho obraz s(G) je cyklickou pod-
grupou v R.

Protoze s(u) = 1 € s(G), musi generator s(G) diskrétniho stavu byt ve
tvaru 1/n a tedy s(G) = (1/n)Z pro nékteré n € N.

Priklad 2.4.1 Necht G = Z? a u = (m,n) pro nékterd kladnd m,n € Z.
Potom stavy s,t definované s(x,y) := xz/m a t(x,y) := y/n jsou diskrétni,
nebot s(G) = (1/m)Z, t(G) = (1/n)Z. Naopak ale stav r na (G, ) definovansj
r(z,y) = (x 4+ ya)/(m + na), a je kladné iraciondlni ¢islo, neni diskrétn,

nebot r(G) = (m + na) 'Z + a(m + na)~'Z je hustd podgrupa v R.
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Kapitola 3

MYV-algebry a jejich vztah

k usporadanym grupam

Pro klasickou dvouhodnotovou logiku byly jako jejich algebraicky protéj-
sek zavedeny Booleovy algebry. Naskyta se tedy otazka, zda k Lukasiewiczo-
vé (komutativni) nekoneéné hodnotové logice existuje v teorii algebraickych
struktur tento protéjsek také.

Kladnou odpovéd ndm poskytuji tzv. MV-algebry (zkrdceno z anglického
many valued algebras), které byly zavedeny v padesétych letech 20.stoleti
americkym matematikem C.C.Changem.

Definujme nyni tyto algebry a uved me nékteré jejich zédkladni vlastnosti

véetneé jejich vztahu k dalsim algebraickym strukturam.

3.1 Definice a zakladni vlastnosti

Definice 3.1.1 MV-algebrou nazgvime algebru M = (M, ®,—,0) typu (2,1,0),
kterd splnuje ndsledujici rovnosti:

MVI)z® (y®z)=(xdy) ® 2,
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MV2)zdy=ydu,

MV3)xz® 0=z,

MV}) ——zx =z,

MV5) & =0 = 0,

MV6) ~(~zdy)dy=-(ydx)dx.

Na kazdé MV-algebie definujme konstantu 1 a operace ®, & néasledovné:
1:= -0,
2Oy = (-2 )
rOy =G y.

Nejdiive provadime operaci —, operaci ® davame prednost pred operaci &

resp. ©.

Definice 3.1.2 MV-algebra se nazyvd netrivialni, prdve kdyz jeji nosic M

mda vice nez jeden prvek. V opacném pripadé se nazyvd trivialni.

Jisté plati, ze MV-algebra je netrividlni, pravé kdyz 0 # 1. Trivialni
piikladem MV-algebry je jednoprvkova mnozina {0}.

Uvedme nyni pifklady netrividlnich algeber.

Piiklad 3.1.1 Uvazujme jednotkovy interval [0;1] = {x € R;0 < = < 1}
a pro vSechna x,y € [0;1] definujme:

r @y = min{r +y; 1},

-z i=1-—ux.
Pro operace ® a © plati:

x©y:=max{x +y—1;0},
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r Oy :=max{zr —y;0}.
Viysledky téchto operact jisté nalezi intervalu [0;1].

Lze ovérit, ze [0;1] = ([0; 1], @, —,0) je MV-algebra.

Piiklad 3.1.2 Interval [0;1] z predchozi véty miZeme zobecnit na inter-
val [0;u]. Uvazugme abelovskou l-grupu G a prvek u, 0 < u € G.
Polozme I'(G,u) = [0,u] = {x € G,0 < x < u} a pro kazdé z,y € [0,u]
definujme:

r@y:=(xr+y)Au,

X =U—T.
Pro operace ® a © plati:

@y :=max{x +y—u;0},

r Oy :=max{r —y;0}.
Viysledky téchto operaci evidentné ndlezi intervalu [0, u].

Struktura [0,u] = ([0, u], ®,—,0) je opét MV-algebra.

Piiklad 3.1.3 Je-li B = (B,V,A,—,0,1) Booleova algebra, potom struk-
tura B = (B,V,—,0) je MV algebrou, kde V,—,0 znaci po radé spojent,

komplement a nejmensi prvek v B.

Piimo z definice plyne:
MVT)-1=0,
MV8) z®y=—(-z 06 -y),
MV9) z & -z = 1.

Definice 3.1.3 Necht M = (M, ®,—,0) je MV-albebra, S podmnoZina mno-
ziny M obsahujici prvek 0. Potom strukturu S = (S,®g,g,0), kde S je
uzavrend na operace z A a Bg, g znaci restrikce @, — na mnozZinu S, naziy-

vame podalgebra MV-algebry M.
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Prunik neprazdné mnoziny podalgeber MV-algebry M je opét podalgebra
MV-algebry M.

Definice 3.1.4 Necht X je podmnoZina mnoZiny M. Prinik vsech podalge-
ber MV-algebry M obsahujici mnozinu X se nazyvd podalgebra MV-alge-

bry M generovana mnozinou X.

Lemma 3.1.5 Necht M je MV algebra a x,y € M. Potom jsou ndsledujici

podminky ekvivalentni:
1. ~x®y=1.
2. x ©—y=0.
3. y=z® (youx).
4. Emistuje prvek z € M takovy, Ze x & z = y.

Pro kazdé dva prvky z,y € M definujme relaci < takto:
x <y, pravé kdyz ~z &y = 1.
Je snadno ovéritelné, Ze tato relace < je relace usporadani na M (tzv. pri-
rozené usporadani na M). Zminme nékteré vlastnosti této relace, kterd hraje

roli v definici idedlu v MV-algebte.
Definice 3.1.6 MYV algebru M s uplnygm uspordddnim nazgyvdme MV-tetézec.

Poukazme na skutecnost, ze prirozené usporadéani MV-tetézce [0; 1] splyva

s prirozenym uspotradanim redlnych cisel.
Véta 3.1.7 V kazdé MV-algebre M ma relace < ndsledujici vlastnosti:
1. x <y, prave kdyz -y < —x.
2. Jesthize x <y, potom pro kazdé z € M plati: x®bz < y®z, 1Oz < yOz.
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3. xOy <z, pravé kdyz x < -y @ 2.

Diukaz (1) Plyne primo z lemmatu 3.1.5(1), nebot ~z &y = —(—y) ® —z.
(2) Monotonie scitani @ je dusledek lemmatu 3.1.5(4).
Pro dukaz monotonie ndsobeni ® vyuzijeme cast (1) a monotonie @: Jestlize
x <y, potom x®z < ydz. Z toho, ze ~x > -y mame —x P -z > —~y D —z,
neboli ~(-z @ —z) < =(-y @ —2). Tedy 1 © 2 <y © 2.
(3) Staci si uvédomit, ze nerovnost z ® y < z je dle definice ekvivalentni

sl==(z0y)®z=-2® (—y®2) atedy s nerovnosti x < -y @ z.

Na kazdé MV-algebte M je prirozené usporadani svazovym usporadanim.
Spojeni x V y a prusek z Ay prvku z,y € M jsou dany takto:
tVy=(@o-y)ody=(xcy dy,
rANy=-(-zV-y) =206 (-zdy).

V kazdé MV-algebie dale plati nasledujici rovnosti, jejichz platnost lze
oveérit pomoci vyse uvedenych vlastnosti:
TOYyVe)=(@0y V(o:z),
t®(YNz)=(zdy) A (z®2),
(zey)A(yex) =0,
-z Oz =0.

3.2 Homomorfismy a idealy MV-algeber

Definice 3.2.1 Necht M, N jsou MV-algebry. Zobrazeni h - M — N na-
zyvame homomorfismus MV-algeber, pravé kdyz pro vsechna x,y € M plati:
H1) h(0) =0,

H2) h(z ®y) = h(z) ® h(y),
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H3) h(—x) = —h(x).

Bijektivni homomorfismus MV-algeber nazyvame izomorfismus MV-algeber
a skutecnost, Ze pro MV-algebry existuje tento izomorfismus znacime M = N.
Mnozinu Ker(h) = h™*(0) = {x € M; h(z) = 0} nazgvdme jddrem homo-

morfismu h.

Definice 3.2.2 Idedl v MV-algebie M je podmnozina I mnoziny M majici
ndsledujici vlastnosti:

I1)0 e I;

12) jestlizex € I ay € I, potomx dy € I;

13) jestlize x € I,y e M ay < x, potomy € I.

Prinik ideali MV-algebry M je opét ideal MV-algebry M.

Definice 3.2.3 Necht M je MV algebra a necht W je podmnoZina mno-
zZiny M. Pranik vsech idedlu obsahujici W nazgvdme idedl generovany W

a znacime jej (W).

Piimo z definice trividlné vyplyva nésledujici lemma:

Lemma 3.2.4 Necht M je MV algebra a necht W je podmnoZina mmnoZi-
ny M.

Jestlize W = (), potom (W) = {0}.
Jestlize W #£ 0, potom (W) ={z € M,z < w; ® ws ® ... D wy pro nékterd

Wi, W, ..., W € W}

Pro kazdé x z MV-algebry M polozme 0z = 0 a pro kazdé n € Z™ necht
(n+ 1)z =nx @ x.
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Definice 3.2.5 Ideal I v MV-algebre M se nazyva
e hlavni idedl generovany prvkem z, prdvé kdyz I = (z) = ({z}).
e vlastni, prdvé kdyz I # M.

e prvoidedl, prdve kdyz je vlastni a splnuje podminku: jestlize x Ny € I,

potom x € I neboy € 1.

e maximalni, pravé kdyz je vlastni a Zddny jiny vlastni idedl J idedl I
neobsahuje. Tj. pro kazdy idedl J # I plati, Ze pokud I C J, potom
J =M.

Plati, ze ({z}) = {z € M, nz > x pro nékteré n € Z*}. Napiiklad
(0) = {0} a (1) = M. Déle rovnéz pro kazdy idedl J v M a pro kazdé z € M
plati: (JU{z}) ={z € M, x <nz® a pro nékteré n eN a a € J}.

Véta 3.2.6 Pro kaZdy vilastni idedl J v M'V-algebre M jsou ndsledujici podminky

ekvivalentni:
1. J je maximadlni idedl.
2. Pro kazdé x € M plati: x & J prdavé kdyz —-nx € J pro néjaké n € N.

Diukaz (1) = (2) Predpokladejme, ze J je maximdlni.
Jestlize © ¢ J, potom ({z}UJ) = M a 1 = nz & a pro nékteré n € N
a a € J. Jinak vyjadieno -nx < a € J a dle I3) —nz € J. Naopak, jestlize
x € J, potom nx € J pro kazdé n € N a jelikoz J je vlastni, plati —-nx & J.
(2) = (1) Necht K # J je idedl v M takovy, ze J C K. Pro kazdé x € K\ J
musi —nz € J pro nékteré n € N. Odtud 1 = nx®—nx € K, aproto K = M.

Nasledujici lemma bude mit vyznamné vyuziti v dale uvedené problema-

tice stavu.
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Lemma 3.2.7 Necht M, N jsou MV-algebry a h : M — N homomorfis-

mus. Potom plati:

1. Pro kazdy idedl J v N je mnozina h™'(J) := {x € M, h(x) € J} idedlem
v M. Tedy i Ker(h) je idedl v M.

2. h(x) < h(y), pravé kdyz x ©y € Ker(h).
3. h je injektivni, pravé kdyz Ker(h) = {0}.
4. Ker(h) # M, prdvé kdyz N je netrividlni.

5. Ker(h) je prvoidedl, pravé kdyz N je netrividalni a obraz h(M), jakozto
podalgebra MV-algebry N, je MV-retezec.

Definujme funkci, pomoci které zavedeme relaci kongruence a pro tuto

relaci ukazeme jeji vzajemné jednoznacny vztah k idedlum v MV-algebréch.

Definice 3.2.8 Necht M je MV algebra. Funkei vzdalenosti prvki z,y v M
nazveme zobrazeni d : M x M — M definované vztahem

d(z,y) = (x0y) ® (y© ) pro vSechna x,y € M.
Veéta 3.2.9 V kazdé MV-algebre M plati:
1. d(z,y) =0, prdvé kdyz z=y,
2. d(z,y) = d(y, z),
3. d(x,z) < d(z,y) ® dly, 2),
4 d(z,y) = d(=z,~y),

b. d(z @ s, y®t) < d(z,y) ®d(s,1).
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Véta 3.2.10 Necht I je idedl v MV-algebie M. Potom bindrni relace =;
na M definovand vztahem x =y y, prdvé kdyz d(z,y) € I je relace kon-
gruence (tj. =; je relace ekvivalence, pro kterou plati: jestlize pro vsechna
r, Yy, s, tE€M, x=rs a y=t, potom ~x=;—s a t®y=;sDdt). Navic
plati, ze I = {x € M, x =;0}.

Naopak, jestlize = je relace kongruence na M, potom {x € M,z =0} je idedl
a x=y, prdvé kdyz d(z,y) =0. Tedy vztah I —=; je bijekci mnoZiny vsech

idedlt v M na mnoZinu vsech kongruenci na M.

Pro dané x € M a relaci =; oznacme tiidu ekvivalence prvku x symbo-
lem /1 a faktorovou mnozinu M/=; symbolem M/I.
Protoze = je relace kongruence, lze na M /I definovat operace —, @ takto:
—(z/1) = —z/I,
e/ T@y/l = (x®y)/l.
Systém (M/I,®,—,0/1) je MV-algebrou, tzv. faktorovou algebrou MV-al-
gebry M podle idedlu I. Navic vztah © —— x/I ur¢uje homomorfismus h;
z MV-algebry M na faktorovou algebru M /I, ktery nazyvame prirozeny ho-

momorfismus z M na M/I. 7 vyse uvedeného je patrné, ze Ker(h;) = I.
Jelikoz plati, ze Ker(h) = Ker(hiern)), dostavame vétu o homomorfismu
MYV - algeber.

Véta 3.2.11 Necht M, N jsou MV-algebry. Jestlize h : M — N je sur-
jektivni homomorfismus, potom existuje izomorfismus f : M/Ker(h) — N

takovy, zZe f(x/Ker(h)) = h(x) pro viechna x € M.

Véta 3.2.12 Jestlize M je MV-retézec, potom vsechny vlastni idedly v M

jsou prvoidedly.
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Dukaz Necht I je vlastni{ idedl v MV-tetézci. Protoze hy : M — M/I
je surjektivni homomorfismus, potom M/ je také MV-fetézec a odsud dle

lemmatu 3.2.7(5), I musi byt prvoideal.

Je-li M MV-fetézec, potom mnozina vSech jeho idedlu Z(M) je tuplné
uspotrddand pomoci inkluze. Skutecné toto plati, nebot pokud by I,.J byly
dva idealy MV-tetézce M takové, ze I € J a J & I, potom by musely
existovat prvky x,y tak, zex € I\ Jay e J\ [ atedy rt L yay £ z, coz

nelze.

Veéta 3.2.13 Kazda MV-algebra M md tyto vlastnosti:
1. Kazdy vlastni idedl v M obsahujici prvoidedl je prvoidedlem.

2. Pro kazdy prvoidedl J v M, mnozina {I € Z(M), J C I} je uplné

usporddand pomoci relace inkluze.

Disledek 3.2.14 KazZdy prvoidedl J v MV-algebre M je obsaZen v jediném

mazimdlnim idedlu v M.

Dukaz Mnozina H := {I € Z(M), I # M, J C I} je tplné uspoiradana
pomoci inkluze. Proto M := ey [ je idedl v M. M je rovnéz vlastnim

idedlem, nebot 1 € M. M je jediny maximalni idel obsahujici J.

Véta 3.2.15 Necht M je MV-algebra, J idedl v M a a € M \ J. Potom
existuje prvoidedl P v M tak, 2¢ J C P aa & P.

Dausledek 3.2.16 Kazdy vilastni idedl v MV-algebre M je prinikem prvoidedli.

Z véty 3.2.15 a dusledku 3.2.14 ihned dostavame:
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Disledek 3.2.17 Kazdd netrividlni MV- algebra md mazimdlni idedl.

Véta 3.2.18 Necht M,N jsou MV-algebry a K necht je mazimdlni idedl v N .

Potom:

1. Pro kazdsj homomorfismus h : M — N je 1ipingj vzor h='(K) mazimdlnim

idedlem v M.

2. Pro kazdou podalgebru S v N plati, Ze S N K je maximdlni idedl v S.

Diikaz (1) Dle lemmatu 3.2.7 je mnozina h™'(K) idedlem v M. Protoze
h(1) =1 ¢ K je h™'(K) vlastnim idedlem. Predpoklddejme, ze z ¢ h™1(K).
Protoze h(z) ¢ K, musi zde dle véty 3.2.6 existovat n € N takové, ze
-nh(z) € K, coz implikuje —nz € h™'(K) a pouzijeme-li podruhé vétu 3.2.6,
dostédvame, ze h™'(K) je maximaln{ ideal v M.

(2) Dukaz plyne z ¢ésti (1). Staci uvazovat piirozené vnoteni ¢, ¢ : S — N,

t(x) = x pro viechna z € S a piitom K N N = 7 1(K).

3.3 Vztah MV-algeber a usporadanych grup

V roce 1959 C. C. Chang [1] dokdzal, ze kazdd MV-algebra s linedrnim
usporadanim je izomorfni s MV-algebrou ve tvaru I'(G, u), kde G je komuta-
tivn{ linedrné uspotrddand (aditivni) grupa, 0 < u € G je silnd jednicka v G,
I'(G,u) = [0,u] := {z € G, 0 < x < u} a pro viechna z,y € I'(G,u) jsou
operace takovéto: —x := u — x, (a proto 1 = u),

x @y :=min{r + y;u},
@y :=max{r+y—u;0} = ~(-x & ).
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Tento vysledek zobecnil D. Mundici [12] pro jakoukoli MV - algebru.
Mundiciho reprezentaéni vétu pro MV-algebry lze vyslovit takto:
Kazda MV-algebra je izomorfni s MV-algebrou I'(G, u), kde (G, u) je komu-
tativni unitdlni l-grupa, 0 < u € G a operace na I'(G,u) jsou nésledujict:
-z :=u—x, (a proto 1 = u),
rdy:=(r+y) Au,
r @y = —(—x & —y) pro vSechna z,y € ['(G, u).
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Kapitola 4

GMV-algebry a stavy na nich

V této kapitole se budeme zabyvat GMV-algebrami, které jsou nekomu-
tativnim zobecnénim MV-algeber. Neklademe na né pozadavek, aby operace
@® a ® byly komutativni.

Tyto struktury byly neddvno zavedeny J. Rachunkem [13]. V nékterych
literaturach se muzeme rovnéz setkat s tzv. pseudo MV-algebrami, které byly
zavedeny Rumuny G. Georgescuem a A. lorgulescuovou [6]. Tyto algebraické
struktury jsou rovnéz nekomutativnim zobecnénim Changovym MV-algeber
a jsou ve skutecnosti s GMV-algebrami ekvivalentni.

GMV-algebry muzeme opét chéapat jako algebraicky protéjsek jisté logiky,
a to konkrétné nekomutativni nekonecné hodnotové logiky, kterou zavedla
v roce 2006 I. Leusteanova [11].

Setkame se s ni napt. v psychologickych procesech, v paralelnim pro-

gramovani nebo v technické praxi.
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4.1 Definice a zakladni vlastnosti

Definice 4.1.1 GMV-algebra je algebra M = (M, &, —,~,0,1) typu (2,1,1,0,0)
takova, Ze pro vsechna x,y,z € M plati:

GMV1)x® (y®z)=(zdy) Dz,

GMV2)x&0=0®2 ==z,

GMV3)xzdl=10x=1,

GMV])—-1=0; ~1=0,

GMV5) ~ (mx @ ) = ~(~ 2® ~ y),

GMV6) 2@ (~20y) =yD(~yoz)=(0w) dy=(y© ) dw,
GMV7) 20 (mzdy) = (zd ~y) Oy,

GMVS) ~ (—z) =z,

kde y ©® x =~ (—x & ).

Véta 4.1.2 Necht M je GMV-algebra, x,y € M. Potom plati:
L ~(z@y)=yoa; ~(@®y) =~yO~uz,
2. 2(z@y)=—y® 7~ (T0y) =~y d~uz,
3. a(~ 1) =z,
4. 20=1;,~0=1,
b xOl=2x=10u,
6. 200=0=00u=.

Diikaz (1) =(z @ y) = =(~ (-2)® ~ (-y)) = ~y © ~z.
(2) 7(r©y) = ~(~ (7y ® ~7)) = ~y © 7.
(3) 7(~2) =~(~(280)) = =2(~ 0O ~ ) =~ (700 ~z) =~ (=(2©0)) =

=~ () = z.
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(4) "0==(~1)=1.
B)zoOl=~(-1®-2)=~ (0 ) =~ (—2) = 2.
6) 2@0=~ ("0 )=~ (16 2)=~1=0.

Zbyvajici rovnosti v tvrzenich (1)-(6) se dokézi zcela analogicky.

Pro vSechna z,y € M zavedme na M binarni relaci uspofddani takto:
x <y, pravé kdyz -x @y = 1. M je potom distributivni svaz, kde spojeni
x Vy a prusek z Ay prvku z,y jsou dany:
tVy=z&(~z0y),
tANy=(x®~y)Oy.

Nésledujici véta nam umozni zavést binarni relaci < ekvivalentné pomoci

operace ©.

Véta 4.1.3 Pro vsechna x,y z GMV-algebry M jsou nasledujici rovnosti

ekvivalentni:
1. ~xpy=1
2. ~yox =0

Dtkaz (1) = (2) Pfedpokladame platnost vztahu (1). Potom ~ y©z =
(2) = (1) Naopak, plati-li vztah (2), potom =z @y = - (~y© ~ (—z)) =

A tedy dostavame, ze pro vsechna z,y € M plati: z < y, pravé kdyz

~y®x=0.
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Véta 4.1.4 Necht M je GMV-algebra. Pro viechna x,y € M plati:
1. x2VO0=x=2zAN1;2AN0=0; 2 V1=1,
2.2y & W< w S ~vyS~u,
S xo0oy<lrhy<zVy<zy,

4. 2Dy=0=>2=0=y;
rOy=1=r=1=y.

Véta 4.1.5 V GMV-algebre M pro vztahy mezi prisekem (resp. spojenim)

a negacems plati:
1. =(xVy)=—x Ay,
2. =(x ANy) =z Vy,
3. ~(xVy) =~z ~y,

4. ~(xANy) =~zV ~y.

Ditkaz (1)~(zVy) = ~(z® (~ 20 y)) = ~(~ (~(~ 20 y) ® ~z)) =
=a(rvzOy) O ax=(ydr)Ox="-yA-x=-xAY.

Zbyvajici vztahy lze dokazat zcela analogicky.

Priklad 4.1.1 Obdobné jako u MV-algeber, kde existuje vzdajemné jednoznac-
ny vztah mezi nimi a abelovskymi [-grupami se silnou jednickou, @ zde
u GMV-algeber lze nalézt tento vztah s obecnéjsimi strukturamsi:

Necht G je (ne nutné abelovskd) unitdlni l-grupa. Polozme I'(G,u) := [0, u].
Pro viechny prvky z T(G,u) necht plati:

T i=u— T,
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~x:=—T+u,
r®y:=(r+y) Ay,
rOy:=(r—u+y)VO0.

Potom T'(G,u) = ([0, u], ®, =, ~,0,u) je GMV-algebra.

Je znamo, ze kazda konecnd GMV-algebra je MV-algebrou.

Necht M je GMV-algebra. Definujme ¢dstecnou binarn{ operaci + na M
takto: x 4+ y je definovano, praveé kdyz x < —y a potom plati: x +y :=x D y.
Je ztejmé, ze tato operace + je definovana, pravé kdyz ~ x > y. Navic
plati, ze x <y, prave kdyz existuje prvek k € M takovy, ze x+k = y a praveé

kdyz existuje prvek | € M takovy, ze [ +x = y.

Uvedme nyni zobecnéni Mundiciho reprezentacni véty pro MV-algebry
a dostaneme tak nasledujici reprezenta¢ni vétu pro GMV-algebry, kterou

dokézal A. Dvurecenskij [4].

Véta 4.1.6 Pro kazdou GMV-algebru M existuje jedind (aZ na izomorfis-

mus) unitdlni l-grupa G se silnou jednickou u takovd, Ze M =T'(G,u).

4.2 Idealy v GMV-algebrach

Obdobné jako pro komutativni MV-algebry zaved me pojem ideél, defin-
ujme nékteré typy idedli a nésledné uvedme vztahy mezi nimi a poukazme

na jejich roli v budovéni teorie stavii na GMV-algebrach.
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Definice 4.2.1 Idedlem v GMV-algebie M rozumime podmnozinu I mnoZi-
ny M splnujici nasledujici podminky:

IG1)0 € I;

IG2) jestlize x,y € I, potom x @y € I;

IG3) jestlizex € I, y € M ay <z, potomy € I.

Definice 4.2.2 Idedal I v GMV-algebre M se nazyvd
e vlastni, prdavé kdyz I # M.

e normalni, prdave kdyz x & 1 = I & x pro vsechna x € M, kde x & [ :=
={zdy,yel}, Iox:={ydz, ycl}.

e prvoidedl, jestlize x Ny € I implikuje x € I nebo y € 1.

e maximalni, jestliZe je vlastni a neni obsaZen v Zddném jiném vlastnim

idedlu, tj. pro kazdy idedl J # I plati, Ze pokud I C J, potom J = M.

Stejné jako u komutativnich MV-algeber, existuje pro GMV-algebry vza-
jemneé jednoznacny vztah mezi kongruencemi a jistymi mnozinami, které jsou
zde u GMV-algeber jejich normalni idedly. Lze tedy opét vytvorit faktorovou
GMV-algebru M /I dle normélniho idealu I algebry M.

Tato faktorova algebra je definovana jako mnozina vSech prvku ve tvaru
z/l ={y e M, (z©-y)® (y©®-x) € I} nebo také ekvivalentné ve tvaru
/I ={yeM,(~20y) & (~yox)el}

Operace na faktorové GMV-algebie jsou dany nasledovneé:

~(a/1) = (~a)/1.
~ (x/1) = (~z)/1,
e/ T@y/l=(xdy)/l
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Véta 4.2.3 Kazdy mazximdlni idedl J v M je prvoidedl.

Dtikaz Pro MV-algebry dle dusledku 3.2.16 plati, ze kazdy vlastni ideal
je prunikem prvoidealu.
G. Georgescu a A. Torgulescu tuto skutecnost dokazali i pro GMV-algebry

a z toho jiz pfimo vyplyva tvrzeni véty.

Definice 4.2.4 GMV-algebra M se nazyvd prostd, prave kdyZ neobsahuje

zZadny netrividalni vlastni idedl.

Veéta 4.2.5 Normdlni idedl I v GMV-algebre M je maximdalni, prdve kdyz
M/I je prosta MV-algebra.

Definice 4.2.6 GMV-algebra M se nazyvd archimédovska, plati-li implikace:
jestlize na := a+a+...+a (kde na pravé strané je n scitanci) ezistuje v M

pro vsechna n € N, potom a = 0.

Véta 4.2.7 Necht I je normdlni a mazimdlni idedl v GMV-algebre M. Po-

tom M/I je archimédovskd.

Disledek 4.2.8 Jestlize I je normadlni a mazimalni idedl v GMV-algebre M,

potom M /I je komutativni.

Dukaz Dle véty 4.2.7 je M /I archimédovska a A. Dvurecenskij dokézal,

ze kazda archimédovskd GMV-algebra je komutativni, tedy je MV-algebrou.
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4.3 Stavy na GMV-algebrach

Definice 4.3.1 Stav na GMV-algebie M je zobrazeni m : M — [0;1]
takové, Ze plati:

S1) m(1) = 1,

S2) jestlize v M existuje soucet a + b, potom m (a +b) = m(a) + m(b).

Véta 4.3.2 Necht m je stav na GMV algebre M. Potom pro vsechna a,b € M
plati:

2. jestlize a < b, potom m(a) < m(b) a plati m(b® —a) = m(b) —m(a) =
=m(~a®b),

3. m(=a) =1 —m(a) =m(~ a),

4. m(=(=a)) = m(a) = m(~ (~a)),

5. m(aVb)+m(aAb)=m(a)+ m(b),

6. m(a®b)+m(b e a) =m(a) +m(b),

7. mnozina Ker(m) = {a € M, m(a) = 0} je normdini idedl v M,
8. a/Ker(m) = b/Ker(m), pravé kdyz m(a) = m(a A b) = m(b),

9. existuje jeding stav m na M/Ker(m) tak, Ze m([a]) = m(a),
l[a] € M/Ker(m), kde |a] je trida ekvivalence prvku a € M,

10. m(a®b) =m(b® a).
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Definice 4.3.3 Necht M,, M jsou GMV-algebry. Zobrazeni h : My — M,

se nazyvd homomorfismus GMV-algeber, jestliZe pro vsechna a,b € M plati:

~

. h(a ®b) = h(a) ® h(b),
2. h(=a) = =h(a),

3. h(~a) =~ h(a),

4 1(0ar,) = Onry,

5. h(1a) = 1as,.

Definice 4.3.4 Bud [0;1] = ([0;1], ®r, —,0,1) MV-algebra na redlném in-
tervalu [0;1], kde s@grt := min{s+t,1}, =s = 1 —s pro vdechna s,t € [0;1].
Zobrazeni m z GMV-algebry M do MV-algebry [0; 1] takové, Ze pro viechna
a,b € M plati:

1. m(a ® b) = m(a) Br m(b),
2. m(—a) =m(~a)=1-—m(a),
3. m(1) =1,

se nazyvd stavovy morfismus. (Jingmi slovy: zobrazeni m je stavovy mor-

fismus, pravé kdyz m je homomorfismus z GMV-algebry M do MV-algebry
[0;1].)

Je evidentni, ze je-li m stavovy morfismus, potom je stavem. Obracena

véta vSak obecné neplati. Situace, kdy je mozno vétu obratit, vyjadiuji

nasledujici tvrzeni.
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Véta 4.3.5 Necht m je stav na GMV-algebie M. Potom m je stavovym
morfismem, pravé kdyz m(a A b) = min{m(a),m(b)} pro vsechna a,b € M.

Dukaz Predpoklidejme, Ze m je stavovy morfismus. Potom m(a A b) =
=m(a®(—a®b)) = m(a)Or (m(—a)®rm(b)) = min{m(a), m(b)}. Naopak,
necht plati uwvedeny vztah. Potom a®b=a+ (~a® (a®b)) = a+ (~ aAb),
a proto m(a @ b) = m(a) + m(~ a A b) = m(a) + min {1 — m(a),m(b)} =
= min {m(a) + m(b), 1}.

Véta 4.3.6 Necht m je stav na GMV-albebre M. Potom m je stavovy mor-

fismus, prdvé kdyz Ker(m) je mazximdlnd idedl v M.

Véta 4.3.7 (1) Necht Gy, Go jsou komutativni l-podgrupy grupy (R,+),
z nichZ kaZda obsahuje spolecny nenulovy prvek go. Pokud existuje injektivni
grupovy homomorfismus ® : G — Gy zachovdvajici usporadani takovy, Ze
®(g0) = go, potom G1 C Gy a P je identita na Gy. Je-li navic ® surjektivnt,
potom G1 = G.

(2) Necht My, My jsou MV-podalgebry MV-algebry [0;1]. Pokud ezistuje
MV-izomorfismus ¥ : My — My, potom My, = My a V¥ je identita.

Dikaz (1) Predpokladejme opak, tedy ze existuje nenulovy prvek g € Gy

takovy, ze ®(g) = h # g . Potom existuji p,q € Z,q > 1 takové, ze bud
h < %go < gmnebo g < %go < h. V prvnim pripadé dostavame gh < pgo < qg,
takze ®(pgo) < P(qg), z cehoz pP(go) = pgo < qP(g) = qh, coz neni soucasné
s qgh < pgo mozné. Obdobné postupujeme v druhém piripadeé.
(2) Dle Mundiciho véty existuji abelovské l-podgrupy Gy, Gs grupy (R, +)
takové, ze M; = I'(G;, 1), i = 1,2. Kategoricka ekvivalence mezi kategoriemi
MV- algeber a abelovskych unitdlnich l-grup déva vztah (Gh,1) = (Ga,1).
Tedy G1,G3 jsou izomorfni unitélni l-grupy a dle (1) G; = Gs a odtud
My = M.
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Véta 4.3.8 Necht my a my jsou stavové morfismy na GMV-algebre M

takové, ze Ker(my) = Ker(msy). Potom m; = ms.

Dtukaz Dle véty 4.3.6 je Ker(m;) norméln{ a maximalni idedl v M, tedy
M/Ker(m;) je linedrni archimédovskda GMV-algebra. Tzn., ze M/Ker(m;)
je MV-algebra, kterd je MV-podalgebrou MV-algebry [0;1].

Definujme mq,ms dle véty 4.3.2(9). Tedy iy, s jsou stavové morfismy
na M/Ker(my). Definujme MV-algebry M, := m;(M/Ker(m,)) proi = 1, 2.
Potom M, My jsou MV-podalgebrami MV-algebry [0; 1]. Definujeme-li zo-
brazeni U : M; — My, VU(m([z])) = ma([z]), © € M, potom ¥ je
MV-homomorfismus, ktery je bijektivni a dle véty 4.3.7(2) My = M, a tedy

myp = mMmaoy.

Véta 4.3.9 Necht I je normdini a mazimdini idedl v GMV-algebre M. Po-

tom existuje prdavé jeden stavovy morfismus na M, pro ktery Ker(m) = 1.

Dukaz M/I je linedrni archimédovska komutativni MV-algebra, tedy
existuje unitélni l-grupa G, pro kterou M/I = I'(G,u). Navic G je linedrni
a archimédovska a lze dokézat, ze G je l-podgrupa realné grupy (R, +). Tedy
M/I C [0;1] azobrazenia — a/l,a € M, definuje stavovy morfismus takovy,

ze Ker(m) = I. Jednozna¢nost plyne z véty 4.3.8.

Ozna¢me S(M) mnozinu vech stavii na GMV-algebie M. Potom S(M) je
konvexni mnozina a kazdy stav lze vyjadrit jako konvexni kombinaci tzv. ex-

tremdlnich stav.

Definice 4.3.10 Stav s na GMV-algebre M nazveme extremalnim stavem,
jestlize rovnost s = Asy + (1 — \)sa, s1,82 € S(M) pro nekteré A € (0;1),

implikuje rovnost s = Sg.
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Pojem extremdlni stav lze nazorné ilustrovat graficky. Zakreslime-li vsechny
stavy na M jako mnozinu bodu konvexniho mnohothelnika, potom extremalni

stavy jsou praveé vrcholy tohoto rovinného obrazce.

Véta 4.3.11 Necht m je stav na GMV-algebre M. Potom jsou ndsledujici

turzend ekvivalentni:

1. m je extremdlni stav na M.
2. m je stavovy morfismus.

3. m(xz Ay) =min{m(x),m(y)}.

4.4 Existence stavii na GMYV-algebrach

V této podkapitole si predstavime nékolik vét, které vypovidaji o tride
GMV-algeber s existenci alespori jednoho stavu. Zacneme dvéma ptiklady

GMV-algeber s linedarnim usporadanim, které maji stavy.

Piiklad 4.4.1 Necht G je grupa vech matic tvaru

& a
0 1

kde €, o € R, & > 0. Grupovd operace necht je béiné ndsobeni matic.
Oznacme A = (€, a). Potom A~ = (1/€, —a/€) a (1;0) je neutrdlni proek.
Definujme G = {(§, «), kde (i) § > 1 nebo (ii) (§¢ = laa > 0)}. Po-
tom G je linedrné usporddand l-grupa, v = (2;0). Necht M = T'(G, u), potom
M = My UMy U My, kde My = {(§,a), 1 <& <2}, My ={(2,a), a > 0}
a M3 = {(1,a), « > 0}. Ms je jediny normdlni mazimdlni idedl v M
a existuje tedy prdavé jeden stavovy morfismus m a to m((§,«)) = logy &

pro viechna (§, ) € M.
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Priklad 4.4.2 Necht G je mnoZina dvojic (x,y) redlngch ¢isel,
(1, 91) + (9, y2) = (T1 + T9, €™2y1 +y2) a necht G* je mnoZina vsech dvojic
(z,y), kde bud x > 0 nebo x =0 ay > 0. Potom G je linedrné usporddand
l-grupa s neutrdlnim prvkem (0;0) a inverznim prvkem —(x,y) = (—z, —e"y)
a se silnou jednickou u = (1;0). Potom I'(G,u) md prdvé jeden stav m a to

m((z,y)) = x pro vsechna x,y € M.

Véta 4.4.1 Necht (G,u) je unitdlni l-grupa a M = T'(G,u). Potom M je

linearnt, pravé kdyZ G je linedarnd.

A. Dvurecenskij dokézal [3] nasledujici vétu tykajici se maximalnich idedlu
v linedarné usporadanych GMV-algebrach.
Véta 4.4.2 Kazda linedrné uspordadand GMV-algebra md prdvé jeden mazi-
malni idedl, ktery je normadlnd.
Veéta 4.4.3 Kazdd linedrné usporadand GMV-algebra M md prdvé jeden

stav.

Diikaz Dle predchozi véty ma M jediny maximalni normalni idedl I a dle

véty 4.3.9 existuje jediny stavovy morfismus m na M takovy, ze Ker(m) = I.

Véta 4.4.4 Kazdd linedrné uspordadand unitdlni l-grupa (G,u) md jediny

stav.

Dukaz Definujme M = I'(G, ). Dle véty 4.4.2 m& M préave jeden stav m

a ten muze byt jednoznacné rozsiten na stav s na (G, u) takovy, ze m = s|M.
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Rozsitme tyto vysledky na tzv. reprezentovatelné GMV-algebry.

Definice 4.4.5 Necht {(My, ®¢, —¢, ~¢, 0, 1) hier je systém GMV-algeber.
Kartézsky soucin M := lyer My, kde operace &,—,~,0,1 jsou definovany po
soutadnicich, se nazgvd direktni soucin systému {(My, @, 2, ~t, 0p, 1¢) brer-

Takto zavedend algebraickd struktura M je také GMV-algebra.

Definice 4.4.6 GMV-algebra se nazyva subdirektni soucin GMV-algeber
{(My, @, 2y ~e, 04, 1) beer, prave kdyz existuje injektivni homomorfismus
h : M — IlierMy GMV-algeber takovy, Ze pro vsechna t € T, moh je
surjektivni homomorfismus z M na My, kde m; je t-td projekce z Ilier M,

na M;.
Definice 4.4.7 Rikime, e GMV-algebra je reprezentovatelnd, je-li subdi-
rektni soucin linedrnich GMV-algeber.
Je znamo, ze kazdd MV-algebra je reprezentovatelna.
Veéta 4.4.8 KazZdd reprezentovatelnd GMV-algebra ma alespon jeden stav.

Dukaz Existuje mnozina linedrnich GMV-algeber { M, };cr, pomoci které
je reprezentovatelna grupa urc¢ena. Kazda z téchto linearnich GMV-algeber
ma dle véty 4.4.3 jediny stav. Je-li h vnoteni M do Il;erM; takové, ze
hy := moh je homomorfismus z M na M,;, potom m(a) = m;(h,(a)), a € M,

je stavovy morfismus na M.
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4.5 Stavy na normalné hodnotovych

GMV-algebrach

Rozsirme nyni tridu GMV-algeber, které maji alespon jeden stav na tfidu
tzv. normalné hodnotovych.

Ozna¢me Z(M), P(M), N (M) mnozinu vSech idedlt, prvoidedlu a normdl-
nich idealtt na GMV-algebte M. Podobné necht C(G), P(G), L(G) znaci mno-
zinu vSech konvexnich l-podgrup, prvo-podgrup (tj. konvexnich prvo-l-grup)
a l-idedlu v l-grupé G. Na zakladé reprezentace GMV-algeber pomoci
l-grup se silnou jednickou nasel J. Rachunek [14] ekvivalenci mezi idedly v M
a konvexnimi l-podgrupami grupy (G, u) a také mezi P(M) a P(G).

Tento vysledek rozsitil A. Dvurecenskij [3]:

Véta 4.5.1 Necht (G, u) je unitdini I-grupa, M = T'(G,u). Pro kazdy idedl I
v M polozme: (1) :={x € G, |x| Nu € I}.

Potom:

1. ®(I) je konvexni l-podgrupa grupy G generovand idedlem I. Zobrazeni
O [ — O(I) z mnoziny Z(M) do mnoziny C(G) definuje vzdjemné
jednoznacny vztah zachovdvajici mnoZinovou inkluzi.

Inverzni zobrazeni W je ddano takto: V(K) := KN [0;u], K € C(G).
2. 0()={r e G, vy, €, s =014+22+...+Tpn—Y1—Y2— .. —Ym}-

3. Restrikce ® na P(M) nebo N (M) ddvd bijekci mezi P(M) a C(G)

a také mezi N (M) a L(G), kterd zachovdvd mnozinovou inkluzi.

Definice 4.5.2 Necht g je nenulovy prvek z GMV-algebry M. Idedl V v M
takovy, Ze g € V a 'V je maximdlni idedl s touto vlastnosti, nazgyvime hod-

notou prvku g.
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Lze dokéazat, ze takovy idedl V' v M vzdy existuje a je to prvoidedl.

Oznac¢me I'(g) mnozinu vsech hodnot prvku g.

Definice 4.5.3 Pro kaZdou hodnotu V' prvku g existuje prdvé jeden nejmensi

wdeal V* DV, ktery nazyvdme pokrytim hodnoty V.

Tento pojem splyva s N{I, I D V} a je také roven idedlu generovanému
idedlem V' a prvkem g.

Navic kazdy vlastni idedl v M je prunikem hodnot a jestlize f A g = 0
aV el(f), WeTll(g), potom V a W jsou nesrovnatelné.

Definice 4.5.4 Prvek g € M \ {0} se nazgvd

e specidlni, jestlize mohutnost mnoziny |I'(g)| = 1. Hodnota prvku se

potom nazyvd specidlni a znacime ji V.
Rekneme, Ze hodnota V je
e normdalni v pokryti V*, prdvé kdyz x+V =V +x pro vsechna x € V*.

e podstatna, prdve kdyZ obsahuje vSechny hodnoty nékterého prvku

g€ M\ {0}.
GMV-algebra se nazjvd

e konecné hodnotova, jestlize kazdy menulovy prvek z M md konecné

mmnoho hodnot.

e normélné hodnotova, jestlize pro kazdé g > 0 kaZdd hodnota V € T'(g)

je mormdlni v pokryti V*.

e specidlni, jestlize |I'(g)| = 1 pro vsechna g € M \ {0}.
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Neékteré vyse definované pojmy lze obdobné definovat i pro l-grupu G.
Hodnotou prvku g € G\ {0} nazyvame konvexni l-podgrupu V grupy G
takovou, ze g ¢ V a V je maximélni konvexni l-podgrupa s touto vlastnosti.
Pokrytim hodnoty V rozumime nejmensi konvexni I-podgrupu V*, pro kterou
plati V- C V*. V* je soucasné také konvexni l-podgrupou grupy G generovana

l-podgrupou V' a prvkem g.

Véta 4.5.5 Necht M =T(G,u).

1. Necht V' je hodnota prvku g € M \ {0}. Potom ®(V') je hodnota proku
g€ G vgrupé G.
Jestlize V' je hodnota proku g € G\ {0}, potom V N [0,u] je hodnota
prvku |g| Au v M\ {0}. Navic plati, Ze V* je pokryti V', prdvé kdyz
O(V)* je pokryti (V) a ¢(V*) = &(V)*.

2.V je normalni v V*, pravé kdyz ®(V') je normalni v ®(V*).

3. M je konecéné hodnotovd, pravé kdyz G je konecné hodnotovad.

Definice 4.5.6 Nenulovy prvek s v GMV-algebre M se nazyvd zakladni,
jestlize interval [0, s] je Tetézec a specidalné prvek a > 0 se nazyvd atom,

jestlize [0,a] = {0,a}.

Je ziejmé, ze pokud g a h jsou zakladni prvky v M, potom g Ah =0

nebo g a h jsou vzajemné srovnatelné.

Napftiklad kazdy nenulovy prvek v linedarni GMV-algebie M je zakladni.

Jestlize f < g, potom pro kazdou hodnotu V' € T'(f) existuje hodnota
W e I'(g), pro kterou V.C .
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Véta 4.5.7 Necht f, g jsou specidlni proky v GMV-algebre M.
1. Jestlize f N g > 0, potom Vy C V,; nebo V, C Vy

2. Necht g je zdkladni proek, potom mnoZina g+ = {x € M, x A g = 0}
je prvoideal v M.

3. Jestlize f je specidlni prvek v GMV-algebre M, potom V; je normdini

ve svém pokryti Vi*.

Dukaz (1) Jestlize f A g > 0, potom bud f < g nebo g < f. V prvnim
piipadé g & V4, tedy Vy C V,. V druhém piipadé dostdvame analogicky
Vy, C V.

(2) Necht g je zdkladn{ prvek v M. Potom gt je idedl v M, [6]. Necht a,b € M
aaAb=0.Potom (aAg)A(bAg)=0.Protoze g je zakladni, a A g = 0
nebo bA g =0, tj. a € g- nebo b € g-. Tedy g* je prvoidedl.
(3) Necht V; je specidlnf hodnota prvku f € M. Potom ®(V}) je hodnota f
v G adle vety 4.5.5(1) je (V) jedind hodnota f v G. Lze dokézat, ze ®(V})
je normalni v ®(V;)*, takze dle 4.5.5(2) je V; normdlni v V™.

Véta 4.5.8 Necht M je GMV-algebra.
1. Jestlize |I'(1)] < oo, potom |I'(g)| < oo pro kazdé g € M \ {0}.

2. Jestlize |I'(1)| < oo, potom kaZdd hodnota je specidlni hodnotou a M je

normalné hodnotovd.

Véta 4.5.9 KazZdd normdlné hodnotova GMV-algebra M md alespon jeden

stav. Specidlné pro |I'(1)| = n plati, Ze M md prdvé n stavoviych morfismai.
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Dukaz Necht M = T'(G,u). Potom pro 1 = u plati, Zze kazd4a hodnota
V € I'(1) je normélni v pokryti V* = M. Odtud M/V je linearni GMV-al-
gebra a dle véty 4.4.3 ma stav u. Zobrazeni m(a) := u(a/V), a € M, je stav
na M. Druhé tvrzeni plyne z predchozi véty a véty 4.3.8.

Véta 4.5.9 rozsifuje tvrzeni véty 4.4.8, nebot plati:

Veéta 4.5.10 Kazdd reprezentovatelna GMV-algebra je normdlné hodnotovd.

Nésledujici véta urcuje, zda M je ¢i neni reprezentovatelna.

Véta 4.5.11 GMV-algebra M je reprezentovatelnd, praveé kdyz g* je normdlnd
v M pro kazdé g € M.

4.6 Neexistence stavii na GMV-algebrach

Ukazme, ze existuji GMV-algebry, na nichz neexistuji stavy.

Véta 4.6.1 Necht M je GMV-algebra. Jestlize g md asporni jednu hodnotu,
kterda meni normdlni, potom g md nekonecné mnoho hodnot, které nejsou

normalni.

Dukaz Necht M = I'(G,u) a necht V' je hodnota g € M \ {0}. Dle vé-
ty 4.5.5 je ®(V') nenormélni hodnota g € G a odsud (dle vysledku M. R. Dar-
nela) pro grupu G plati, ze ¢ ma nekonetné mnoho nenormalnich hodnot
Wy, Wy, ... € G. Tedy V,, := W,, N [0,u] jsou pro kazdé n € N nenorméalni

hodnoty prvku g v M.
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Véta 4.6.2 Necht g > 0 je prvek l-grupy G a necht G(g) je konvexni I-
podgrupa grupy G generovand prvkem g. Jestlize V' je hodnota prvku g v G,
potom V N G(g) je hodnota g v G(g) a V' je normdini v V*, prdavé kdyz
VN G(g) je normdini v G(g).

Dukaz Je ziejmé, ze VNG(g) je hodnota prvku g v G(g). Zbytek tvrzeni

plyne z teorie l-grup.

A. Dvurecenskij [3] dale dokézal:

Véta 4.6.3 FEuistuje takova GMV-algebra M, Ze nemd Zddnou normdlni hod-

notu prvku 1 a |T'(1)| = co.

Disledek 4.6.4 Existuji GMV-algebry, které nemaji stav.

Diikaz Toto tvrzeni plyne ze vzdjemné jednoznacného vztahu mezi sta-
vovymi morfismy a normalnimi maximalnimi idedly, z véty 4.3.9 a z existence

GMV-algebry nemajici normalni hodnotu prvku 1.

Existuji ale GMV-algebry, které nejsou normalné hodnotové a presto stav

maji. V nasledujicim piikladu je takova GMV-algebra predstavena.

Priklad 4.6.1 Necht M, = [0;1] a My je GMV-algebra nemaygici stav. Defi-
nujme M = M, x My. Necht mq je jeding stav na redlném intervalu M, dany
takto: mo(t) = t, t € [0;1]. Potom zobrazeni m : M — [0;1] dané vztahem

m(a,b) = mo(a) pro vsechna (a,b) € My x M,, je jeding stav na M.
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4.7 Stavy na komutativnich GMYV-algebrach
(tj. M'V-algebrach)

Navratme se nyni k problematice studia stavii na MV-algebrach. Jelikoz
Changovy MV-algebry jsou GMV-algebrami, plati pro né vsechny vlastnosti
a pojmy uvedené vyse ve 4. kapitole. Tedy stav na MV-algebie definujeme
jako zobrazeni m : M — [0; 1] takové, ze m(1) = 1 a jestlize v M existuje
soucet a + b, potom m(a + b) = m(a) + m(b).

Vyslovme nékolik vét analogickym tém, které byly vysloveny pro

GMV-algebry a pro MV-algebry si muzeme dovolit jejich uptfesnéni.

Véta 4.7.1 Necht I je mazimdlni idedl v MV-algebie M. Potom existuge

pravé jeden stavovy morfismus na M takovy, Ze Ker(m) = 1.

Diikaz Véta je trividln{ dusledek 4.3.9, nebot kazdy ideal v M je normalni

Veéta 4.7.2 KazZdd linedarné usporadand MV-algebra M md pravé jeden ma-

zimalni idedl.

Dtikaz Jelikoz vsechny idedly v M jsou normalni, véta je trivialni dusledek

vety 4.4.2.

Véta 4.7.3 KazZda linedrné usporadand MV-algebra ma prave jeden stav.

Dikaz Dle predchozi véty ma algebra pravé jeden maximalni ideal [

a existuje tedy jediny stavovy morfismus m na M takovy, ze Ker(m) = I.
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Véta 4.7.4 Kazdd linedrné usporadand abelovskd unitalni I-grupa (G, u) md

prdave jeden stav.

Dukaz Véta je dusledkem predchozi véty, Mundiciho reprezentaéni véty
a vzajemné jednoznac¢ného vztahu mezi stavem s na grupé a stavem m na

MV-algebre.
Véta 4.7.5 Kazdd MV-algebra M mad aspon jeden stav.

Dikaz Jelikoz kazda MV-algebra M je dle véty 4.5.11 reprezentovatelnd,

musi mit dle véty 4.4.8 aspon jeden stav.

Ve 4. kapitole jsme se také zabyvali stavy na norméalné hodnotovych
GMV-algebrach. Vzhledem ke komutativité s¢itani na MV-algebrach, je kazda
hodnota V normalni ve svém pokryti V* a tedy MV-algebra je vzdy normalné
hodnotova. Dle véty 4.5.9 ma kazda normélné hodnotova MV-algebra aspon
jeden stav a tedy opét dostavame vétu 4.7.5. Navic ji 1ze pomoci véty 4.5.9

upresnit:

Veéta 4.7.6 Kazdd MV-algebra M md aspon jeden stav a specidlné pro

IT(1)| = n plati, Ze M md prdvé n stavovych morfismai.
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Kapitola 5

Komutativni DRI-monoidy

a stavy na nich

P1i studiu ttidy komutativnich l-grup a tiidy tzv. Brouwerovych algeber
byly nalezeny nékteré spolec¢né vlastnosti téchto dvou algebraickych struk-
tur. Naptiklad zastupci obou ttid jsou distributivni svazy apod. Naskytla se
prirozeneé otazka, jak 1ze pojmy zobecnit. Algebra, jejiz jsou l-grupy a Brouwe-
rovy algebry specidlnim piipadem, se nazyva komutativni duédlné reziduovany
svazové usporadany monoid (zkrdcené komutativni DRl-monoid) a definoval
ji v roce 1965 indicky matematik K. L. N. Swamy [15]. Navic se ukazuje, ze
tyto pologrupy s nulovym prvkem v sobé rovnéz zahrnuji naptiklad Booleovy
algebry nebo MV-algebry.

V této kapitole uvedeme definici komutativniho DRI-monoidu, budeme
studovat vlastnosti této algebry, ukazeme, ze komutativni l-grupy a Brouwe-
rovy algebry jsou skutecéné specidlni piipady komutativnich DRI-monoidu.
Budeme také tesit otazku, zda komutativni DRI-monoidy jsou izomorfni s di-
rektnim soucinem nékterych algeber a nakonec zavedeme pojem stav na ko-

mutativoim DRI-monoidu.
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5.1 Definice a zakladni vlastnosti

Definice 5.1.1 Algebra A = (A, ®,0,6,V,A) typu (2,0,2,2,2) se nazyjvd
komutativni dudlné reziduovany svazové usporddany monoid (zkrdcené ko-
mutativni DRI-monoid), jestlize plati:
M1) (A, &,0,V,A) je komutativnd I-pologrupa s nulovim prokem 0.
Tj. Mia) (A, ®,0) je komutationi monoid s nulou 0,
M1b) (A,V,A) je svaz, ve kterém pro véechna a,b,c € A plati:
a® (bVe)=(adb)V(adc),
a®(bNc)=(adb)A(a®c).
M2) Pro vsechny proky a,b € A existuje nejmensi prvek x € A takovy, Ze
b®x > a. Tento prvek znacime a© b a pro kaZdou dvojici prvki a,b je urcen
jednoznacné.
M3) ((acb)V0)®b<aVb pro vsechna a,b € A.
M}) (a© a) >0 pro viechna a € A.

Poznamka V definici uvedeny ptivlastek "komutativni” znaci komutativitu
operace @. V dalsim textu jiz tuto vlastnost nebudeme zduraznovat a tedy

pojmem DRI-monoid budeme rozumét komutativni DRI-monoid.

Definice 5.1.2 Systém B = (B,V,A,0,0) typu (2,2,0,2) se nazgvd Brou-
werova algebra, pravé kdyz plati:

B1) (B, V, A\, 0) je svaz s nejmensim prvkem 0,

B2) pro vsechny proky a,b € B ezistuje nejmensi prvek x € B (znacime jej
a©b) takovy, Ze bV x > a.

7 definic jednotlivych algeber plyne, Zze kazda Brouwerova algebra, ve
které a®b = a Vb, a kazdad komutativni l-grupa, v niz & je grupova operace,

jsou DRI-monoidy.
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Nasledujici véta umoznuje definovani DRI-monoidu jinym zpusobem.

Véta 5.1.3 KazZdy DRI-monoid lze ekvivalentné definovat jako algebru
A= (A,8,0,6,V,A) typu (2,0,2,2,2) spliugici M1),M3),M4) a ddle pro
vSechna a,b,c € A plati:

M2.1)a® (bsa) > b,

M2.2)acb<(aVc)eb,

M2.3) (a®b)©b < a.

Diikaz Necht A je DRI-monoid dle definice 5.1.1. Potom nerovnosti
M2.1), M2.2) ,M2.3) evidentné plati.
Naopak, necht A = (A, ®,0,6,V,A) splituje M1), M3), M}), M2.1) M2.2)
a M2.3). Dokazme, 7e je splnéna vlastnost M2). Necht x € A je prvek, pro
ktery b@® x > a. Potom dle M2.2)plati a©b < (aV (bdx)) b= (bDz)Ob
adle M2.3) (bdz)©b<x Tedy a ©b < z, coz znadi, ze a © b je nejmensi

prvek pozadované vlastnosti.

Véta 5.1.4 Necht A je DRI-monoid, a € A. Potom
1.aca=0
2.a600=a

Dikaz (1) a®0=a adle M2) aca < 0. Z Mj) soucasné vyplyva, ze
aSa >0 acelkem tedy aca =0
(2) Ze vztahu 0 @ a = a dostdvame nerovnost a © 0 < a. Soucasné a & 0 =

= (a5 0)®0>aacelkem tedy a ©0 = a.
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Véta 5.1.5 Necht A je DRI-monoid, a,b € A. Potom ((a©b)V0)®b = aVb.

Dikaz Z distributivniho zédkona plati ((a©b)V0)db = ((aSb)Hb)V (0Db).
Dle M2.1) (a©b) @b > a aodtud ((a©b)®b) VvV (0&b) > aVb. Soucasné
plati M3), a proto ((a ©b)V0)&b=aVb.

V nasledujici vété je uveden piehled ¢asto pouzivanych vztahu.

Véta 5.1.6 Necht A je DRI-monoid, a,b,c € A. Potom plati:
1.ao(b®dc)=(acb)oc=(ac)Sb,
2.a0(bANc)=(ab)V(aSc),

3. (aVb)@d(anb)=adb,
4. a <bimplikujeacc<bScataké cob<coa,
5. a > b implikuje (a ©b) & b= a,

6. a <b, prave kdyz a b < 0.

5.2 Vztah DRI-monoidi a MV-algeber

Véta 5.2.1 Necht A = (A,8,0,6,V,A) je DRl-monoid, 0 je nulovy prvek
monoidu A = (A, ®,0) a ezistuje nejuétsi prvek 1 € A, pro ktery plati:

(2.1) 16 (lea)=a pro vsechna a € A.

Polozme —a =1 S a.

Potom (A, ®,—,0) je MV-algebra.

Dikaz Je dokazano, ze kazdy shora ohraniceny DRI-monoid je také zdola

ohraniceny a navic 0 je nejmensim prvkem.
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Protoze (A, @, 0) je komutativni monoid s nulou 0, jsou podminky MV1)— MV'3)
evidentné splnény.

MV4)=(-a)=1c-a=16(15a) =a,
MV5)a®-0)=ad(160)=ad1>001=1=-0,
MVE)~(-adb)db=16((1ca)®b)db=(16(16a))0bdb=acbdb=
=bcada=(1e(lcdh)cada=1c((16b)da)Ba=—-(-bBa)da.

Véta 5.2.2 Necht A = (A, ®,,0) je MV-algebra. Pro viechna a,b € A
nech a ©b=—-b® a.

Jestlize a V' b (resp. a AN'b) znacéi supremum (resp. infimum) proki a,b € A
v indukovaném uspordddni na A, potom A = (A, ®,0,6,V,A) je ohraniceny

DRI-monoid s nejvétsim prvkem 1 splriujici (2.1).

Dikaz Pro vsechny prvky a,b z MV-algebry A plati, ze b ® (a ® —b) =
=aVb>a Vezméme z € A, pro které b ® z > a. Tato nerovnost je dle
véty 3.1.7 ekvivalentni s a © =b < z. A tedy a ® —b je nejmensi prvek z A,
pro ktery b @ z > a. Vzhledem k indukovanému usporadani zbyvéa dokazat
pouze platnost M3) a M4) pro DRI-monoidy.

M3) ((aeb)vV0)@®b=(-b®a)@®b=aVbpro viechna a,b € A.

M4) (a©a) = —-a ®a =0 pro viechna a € A.

Ovéren{ platnosti vztahu (2.1) je snadné, nebot 16 (16a) = =(-a®1)®1 =
=-(-a)0l=a01=a.

Predchozi dvé véty ukazuji vzdjemnou spojitost mezi MV-algebrami a oh-
rani¢enymi DRIl-monoidy s nejvétsim prvkem 1 spliujici (2.1).

Uvazujme MV-algebru A;, vytvoime z ni dle véty 5.2.2 DRI-monoid As,
z né¢j dle véty 5.2.1 ziskejme piislusnou MV-algebru As a ptejme se, jaky je
vztah mezi MV-algebrami A; a As. Necht A; = (A, ®, —1,0). Potom opera-
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ce ©y v DRI-monoidu Ay = (A, ®, 0,5, V, A) je ddna: pro vsechna a,b € A
plati a ©5 b = —1b ® a a koneéné pro MV-algebru A; = (A, @, —3,0) dosté-
vame: 73 = 1 6y a = 71a ® 1 = —ja pro vSechna a € A. Proto MV-algebry

Ay a Aj jsou totozné.

Ukazme, jak ziskat DRI-monoid z intervalu l-grupy.

Véta 5.2.3 Necht G = (G,®,0,—, <) je komutativni I-grupa, 0 < u € G
a A=10,ul ={a € G, 0<a<u}. Provsechna a,be A poloZme
adb=(a+b ANu,acb=(a—>b)VO0.
Potom A = (A, ®,0,5,V,A) je DRI-monoid s nejuétsim prvkem u, ktery

spliuje u & (u S a) = a pro viechna a € A.

Dikaz Ovéime M1) — M4) pro DRI-monoidy.
M1)a®0 = (a+0)Au = aAu = a Z komutativity operace + rovnéz
0D a=a.
Protoze (a @ b)®c=((a+b)+c)ANu=(a+(b+c) Au=ad (bdc),je
(A, ®,0) komutativni monoid.
(A,V,A) je podsvaz svazu (G,V,A), G je l-grupa a tedy a @ (b V ¢) =
=(a+bVe)Au=((a+b)V(a+c)Au=((a+b)Au)V ((a+c)ANu)=
=(adb)V(a® o).
a®(bAc) = (a+(bAc))Au = ((a+b)A(a+c))Au = ((a+b) Au)A((a+c)Au) =
=(a®db) A(ad®c).
M?2) Pro vsechna a,b € A: b®(aob) = bB((a—b)V0) = (b+((a—b)V0))Au =
=((b+0)V(a—b+b)Au=(bVa)Nu=aVb,aprotobe® (aob) > a,
Necht d € A je prvek takovy, ze b @ d > a. Potom (b+d) Au > a a tedy
ib+d>a,tj.d> —b+a. Protozed € A, jed > 0. Protod > (=b+a) V0 =

=a©baprvek a © b je skutecné nejmensi pozadované vlastnosti.
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M3) ((aob)V0)®b= (a0b)®b=((a—b)V0)Db=(((a—b)VO)+b)Au=
=((a=b+b)VO0+b)ANu=(aVb)ANu=aVb
M4)aca=(a—a)VO=a—a=0.

Zbyvé overit danou rovnost: uo(uoa) = (u—((u—a)Vv0))V0 = u—(u—a) = a.

5.3 Direktni souciny na DRI-monoidech

Definice 5.3.1 Necht A= (A,®,0,6,V,A) je DRl-monoid, B podmnoZina
mnoziny A obsahugjict nulu 0 monoidu (A, ®). Pak B = (B,®p,0,55,V,A),
kde B je uzavrend na vSechny operace na A, usporadani na B je indukované
usporadanim na A a &g, S znaci restrikce operaci B, & na mnozinu B,

nazyvame podalgebrou DRI-monoidu.

Kazda podalgebra DRI-monoidu je opét DRI-monoid.

Nechf A je DRI-monoid. Jestlize pro prvek a € A plati 0 S a = 0,
nazyvame ho singuldrni prvek. Ozna¢me S(A) mnozinu vSech singuldrnich
prvku v A, tj. S(A) = {a € A, 06 a = 0}. Oznaé¢me G(A) mnozinu vsech
invertibilnich prvka v A, tj. G(A) ={a € A, a® (05 a) = 0}.

Véta 5.3.2 Mnozina S(A) je podalgebra DRI-monoidu A a navic md nej-

mensi prvek 0.

Dtuikaz Necht a,b € S(A).
0c0=0atedy 0ec S(A).
Pro vsechna a € S(A) plati 0Va = ((00a)V0)da=0da=a atedy 0 je
nejmensi prvek v S(A).
Dle véty 5.1.6(2) 00 (aAb) = (00a)A(06b) =0V0 =0. Tzn. aAb € S(A).
06 (a®b)=(08a)ob=060b=0. Tato rovnost implikuje a ® b € S(A).
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Dle véty 5.1.6(3) lze psaét 0 = 08 (a®b) = 06 ((a ANb) ® (a VD) =
=(06s(anb)e(avb) =08 (aVDb),aprotoaVbeS(A).
Protoze a > 0, je dle véty 5.1.6(4) a ©b > 06 b = 0. Pouzijeme-li opét vétu
5.1.6(4), dostdvame 0 & (a ©b) <060 =0 a S(A) je uzaviena i na prvek
aob.
Celkem tedy S(A) je DRl-monoid s nejmensim prvkem 0.

Lze dokézat, ze také mnozina G(A) je podalgebra v A. Navic plati, ze
G(A) je l-grupou.

V Sedesatych letech 20.stoleti K. L. N. Swamy dokazal radu vét, které
urcuji, za jakych podminek je DRI-monoid direktnim soucinem nékterych
algeber, napt. Brouwerovy algebry a komutativni 1-grupy, Booleovy algebry
a komutativni l-grupy a také DRIl-monoidu s nejmensim prvkem a komuta-
tivn{ l-grupy. V druhé poloviné devadesatych let T. Kovar [8] dokdzal tzv. re-
prezenta¢ni vétu pro nekomutativni DRI-monoidy, které jsou zobecnénim

DRI-monoidt, a proto lze jeho vysledku vyuzit k vysloveni nasledujici véty.

Véta 5.3.3 Kazdy DRI-monoid A je izomorfni s direktnim soucinem komu-

tativnt l-grupy a zdola ohraniceného DRI-monoidu a konkrétne

A2 G(A) x S(A).
S vyuzitim [9] dostdvame nésledujici vétu.

Véta 5.3.4 Kazdy DRI-monoid A je izomorfni s direktnim soucinem I-grupy
a MV-algebry, prdavé kdyz existuje prvek 1 € A splnugici

1. (1&a)®a=1&1 pro vsechna a € A.
2. 16 (16 a) =a pro vSechna a € A.
Konkrétne A= G(A) x S(A).
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Dukaz S ohledem na piedchozi vétu staci overit, ze S(A) je za danych
podminek MV-algebra.
Z vlastnosti (1) plati 1 =0@ 1= (151) ¢ 1 =16 1. Lze dokazat, ze kazdy
prvek idempotentni vzhledem k operaci & je soucasné singularnim prvkem,
a proto 1 € S(A). Navic pro vSechna a € S(A) plati aV1 = ((16a)V0)da =
= (15 a) @ a. Dle (1) déle dostavame (16 a)®a=1&1 = 1. Tedy 1 je
nejvétsi prvek v DRI-monoidu S(A) s nejmensim prvkem 0. Spliuje-li navic

prvek 1 vlastnost (2), je S(A) dle véty 5.2.1 MV-algebrou.

5.4 Stavy na DRI-monoidech

Predchozi véta uvadi, za jakych podminek je DRI-monoid rozlozitelny
na direktni souc¢in komutativni l-grupy a MV-algebry. Jelikoz pojmy stav na
komutativni unitalni l-grupé, resp. stav na MV-algebte, jiz zname, definu-
jeme pojem stav na tzv. unitdlnim DRI-monoidu a poté budeme studovat
jeho rozklad, ktery uvedl ve svém rukopise J. Kiihr [10], na stavy na vyse
uvedenych tridach algeber.

V této podkapitole necht jsou pro kazdy DRI-monoid A spliteny podmin-
ky (1), (2) z véty 5.3.4.

Vzhledem k direktnimu souc¢inu, lze kazdy prvek a € A psat pravé jednim
zpusobem ve tvaru a = a® @ a°, kde a® € G(A) a a® € S(A). Protoze
0 € G(A) ataké 0 € S(A), lze ve specidlnich pfipadech, kdy a € G(A), resp.
a € S(A), psat a =a® ® 0, resp. a = 0 P a’.

Definice 5.4.1 Necht A je DRI-monoid, 0 < u € A. Prvek u nazjvdme silna
jednicka DRIl-monoidu A, jestliZe pro kazdé a € A existuje n € N takové, Ze

a<nOu, kien®u=udud...Hu a na pravé strané rovnosti je pravé n
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séitanci.
DRI-monoid A s existenci silné jednicky nazgvdme unitdlni a znacime (A, u).

Je ziejmé, ze prvek 0 < u € A, u = u® ® u® je silna jednicka DRI-mono-

idu A, pravé kdyz u®, u® jsou silnymi jednickami po fadé G(A) a S(A).

V DRI-monoidu definujme ¢astecnou binarni operaci + takto: a + b je

definovéno, praveé kdyz (a @ b) ©b = a. Potom a +b:=a @ b.

Véta 5.4.2 Necht A je DRI-monoid. Potom soucet a + b je definovdn pro
vSechny proky a,b € G(A).

Dukaz G(A) je l-grupa, tedy jisté (a®b) ©b = a pro vSechna a,b € G(A).

Na mnoziné G(A) tedy oba soucty @ a + splyvaji.

Véta 5.4.3 Necht A je DRI-monoid a necht a € G(A), b € S(A). Potom

soucet a + b je vZdy definovdn.

Dukaz Pomoci rozkladu prvku na direktni soucet plati (a & b) & a =
=((a@0)ca)@((0db)00)=0db=0.

Diisledek 5.4.4 Necht A je DRI-monoid, a € A. Potom a = a® + a°.

Z vyse uvedeného vyplyva, ze a + b existuje, pravé kdyz je definovan

soucet a® +b° v S(A).

Je-li prvek 0 jediny singularni prvek DRIl-monoidu A, tj. S(A) = {0},
potom a = a“+0. Tj. A = G(A) a DRl-monoid A je l-grupou. Dle véty 5.4.2
a + b existuje pro vSechna a,b € A. Je-li naopak S(A) = A, je DRI - mo-
noid A MV-algebrou. Pro GMV-algebry (a tudiz i pro MV-algebry) vsak jiz

byla operace + definovana a je nutné se ptat, zda definice nekoliduji.
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Véta 5.4.5 Definice ¢dstecného souctu + pro DRI-monoidy a MV-algebry

jsou ekvivalentni.

Dikaz Evidentné staci dokazat ekvivalenci podminek (a & b) b = a
a a < —b. Nejdiive vsak dokazme, ze v kazdé MV-algebie pro vSechny jeji
prvky a,bplati (16a) b= (16b)Sa, 15 (16a)=a.
(lea)ob=(10-a)ob=-00-b=-bca=(10-beca=(16b)Sa.
l1e(lea)=10-(1®-a)=106-(-a)=a.
S vyuzitim téchto vztaht dostdvdme (a @b) b= (16 (16 (adb))) =
(leb)o(lo(edd)=(1cbo((1ob)ca)=(1cb)o((16b)©—a)=
=(1ebe(-(-(1eb)da)=(1cb)e(~(1eb)da)=(16b)Aa=—-bAa.
Odtud vyplyva, ze (a ® b) © b = a, pravé kdyz a < —b a definice jsou

ekvivalentni.

Definice 5.4.6 Necht (A, u) je unitdlni DRI-monoid. Zobrazenin : A — R
se nazyvd stav na unitdlnim DRI-monoidu (A, u), jestlize plati:

T1) n(a) > 0 pro vSechna a € A™,

T2) n(u) =1,

T3) jestlize ezistuje soucet a + b, potom n(a + b) = n(a) + n(b).

V piipadé, ze A = G(A), je pravé definovany stav soucasné stavem na
unitalni l-grupé. Skutecné toto plati, nebot podminky T'1), T2) jsou zcela
totozné s podminkami 1), 2) v definici 2.1.1. Jelikoz a + b v G(A) vzdy
existuje, jsou ekvivalentni i podminky 7'3) a 3).

Jestlize A = S(A), potom nejvétsi prvek 1 je silnou jednickou, a proto je stav

na DRI-monoidu (A, 1) také stavem na MV-algebre.
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Poznamka: Na zavér uvedeme nékteré poznatky J. Kiihra [10] o rozkladu
stavu na unitalnim DRI-monoidu pomoci ¢astecné operace +. Dle podminky
T3) v definici stavu plati n(a) = n(a® + a) = n(a®) + n(a®) a tedy se zda,
ze kazdy stav na A = G(A) @ S(A) by mohl byt urcen dvojici stavi na G(A)
a S(A).

Uvazujme (A, u), ve kterém soucasné u® # 0 # u°, ktery proto neni ani
l-grupou ani MV-algebrou. Kazdy stav na (G(A),u%) nebo na (S(A), u®) lze
piirozend rozsfiit na stav na (A, u). Pokud n je stav na (G(4),u%), potom
n definovany n(a) := n(a®) je stav na (A,u) a analogicky pro stav n na
(S(A),u”) plati, ze n(a) := n(a®) je stav na (A, u).

V piipadé, ze pro dany stav n na (A, u) n(a)=0 pro vSechna a € G(A),
resp. a € S(A), lze provést restrikci stavu n na G(A) nebo na S(A). Tyto
restrikce jsou stavy na (G(A),u®), resp. na (S(A),u%). Takové stavy neuva-
7ujme, tj. predpoklddejme, ze n(u®) # 0 # n(u®), neboli ekvivalentné
n(u®) # 1 # n(u”). A tedy restrikce stavu n na G(A), resp. S(A) nejsou
stavy na prislusnych podalgebrach.

Necht n je stav na (A, u) a necht vg := n(u%), vg := n(u®). Dle piedpo-
kladu vg # 0 # vg, ddle vg+vs = 1 a vg, Vs ndlezi redlnému intervalu (0; 1).

Nenulovost téchto ¢isel nam umozinuje definovat zobrazeni ng a ng takto:

Zobrazeni ng je stav na l-grupé (G(A), u%), nebot evidentné ng(a) € R*
pro vechna a € G(A)*, ng(ug) = iug = 1 a vzhledem k vété 5.4.2 plati
ng(a+b) = ;onla+b) = ;- (n(a) +n(b)) = ;on(a)+,5n(b) = ne(a) +ne(b)

pro vSechna a,b € G(A).

Je-li ug nejvétsimm prvkem v S(A), potom se analogicky dokaze, ze ng je
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stavem na (S(A), u”).

Tyto stavy na podalgebrach DRI-monoidu (A, u) stejnym zptusobem jako
vyse rozsitime na stavy fig, ns na DRI-monoidu (A, u).

Pro viechna a € A plati veiig(a) + vsng(a) = veng(a®) + vsng(a®) =
= Vgin(aG) —|—V5in(a5) = n(a%) +n(a”) = n(a®+a°) = n(a). Tedy kazdy
stav n na (A, u) lze vyjadrit jako konvexni kombinaci stavii na G(A) a S(A)
a to ve tvaru n = vghg + vsng. Sporem lze dokazat jednoznacnost tohoto

rozkladu.
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Prace poskytuje prehled nékterych algeber a nésledné definovani stavu
na nich.

Ukazuje vsak také vzajemné vztahy uvedenych struktur a umoznuje tak
studium spojitosti mezi stavy na jednotlivych tridach algeber.

V zadné casti prace definice stavu nekolidovaly. V ptipadé, ze nékterd
struktura byla soucasné i strukturou z jiné tiidy, studované zobrazeni vzdy
splnovalo identity obou prislusnych stavu.

Ctendf si také mohl vsimnout, Ze nekoneéné hodnotovd nekomutativni
logika, pro kterou jsou GMV-algebry jeji algebraicky protéjsek, byla zavedena
v roce 2006 a tedy je vidét, ze této problematice je v soucasnosti vénovana
pozornost. Je studovana tzka spojitost algebraickych struktur s logikou a sta-

vy jsou vnimany jako analogie pravdépodobnostni miry.
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