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Stochastic integrals

Student se ve své diplomové práci věnuje r̊uzným definićım stochastického integrálu v př́ıpadech,
kdy je integrál definován jako limita v pravděpodobnosti nebo po trajektoríıch.

Práce je psána v angličtině. Má převážně kompilačńı charakter s t́ım, že obsahuje i netriviálńı
samostatnou část. Toto podáńı práce vyhovuje téměř všem připomı́nkám vytknutým v předchoźım
posudku. Stále jsou v práci drobné chyby, které se do minulého 4 stránkového posudku nevešly
předevš́ım proto, že je v́ıceméně lze považovat za snadno opravitelné při zběžném čteńı čtenářem
nebo jsou takové nedostatky v́ıceméně nicotné.

V práci chyb́ı část ospravedlňuj́ıćı zanedbáváńı množiny mı́ry nula v souvislosti se ztotožněńım
pseudometrického prostoru L2(Ω,A,P) se separabilńım metrickým prostorem H. Pro potřeby
čtenáře a kohokoli, kdo by měl pochybnosti o tom, že taková část je skutečně potřebná, aby
se dalo hovořit o rigorózńım př́ıstupu založeném na korektńıch d̊ukazech bez mezer, zde uvád́ım
následuj́ıćı návod.

Bud’ H separabilńı Hilbert̊uv metrický prostor s ortonormálńı báźı {ei}i∈N . Na tomto prostoru
je přirozeně definována projekce do i-té souřadnice

�i(h) def
== ci(h)ei, kde ci(h) def

== 〈h, ei〉.
Necht’ H je prostor tř́ıd ekvivalence na množině L2(P), tj.

H = {[[X]];X ∈ L2(P)}, kde [[X]] def
== {Y ∈ L2(P);Y =

sj
X}, přičemž 〈[[X]], [[Y ]]〉 def

== E[XY ],

a necht’ ei ∈ ei, i ∈ N ⊆ N. Pak můžeme definovat selekci π : H→ L2(P) předpisem

π(h) def
== ∃ lim

n→∞

∑
i∈Nn(h)

πi(h) ∈ L2(P), kde πi(h) def
== ci(h)ei,

kde Nn(h) def
== inf{n ∈ N ;

∑
n<i∈N c2i (h) < 2−n} a kde ∃ lim označuje limitu tam, kde odpov́ıdaj́ıćı

posloupnost konverguje, a nulu jinak.

Označme následuj́ıćı σ-algebry A def
== dom(P),H def

== B(H), kde symbol B naznačuje, že H je
borelovská σ-algebra na H, a Ω def

==∪A. Pak H je σ-algebra generovaná funkcemi {ci}i∈N popisuj́ıćı
koeficienty vzhledem k uvažované ortonormálńı bázi.

Zobrazeńı π : H → L2(Ω,A,P) je zde tedy selekćı takovou, že kdykoli (S,S) je měřitelný prostor
a kdykoli I ∈ L(S,H) je měřitelné zobrazeńı, pak I def

== π ◦ I ∈ L(S ⊗A) je měřitelná funkce, která
je selekćı I ve smyslu, že [[I(s)]] = I(s) plat́ı kdykoli s ∈ S. Základem k ověřeńı této vlastnosti je
patrně následuj́ıćı úvaha. Protože ci

def
== ci ◦ I ∈ L(S) a ei ∈ L(A) jsou měřitelná zobrazeńı, je jejich

tenzorový součin ci ⊗ ei ∈ L(S ⊗A) měřitelný vzhledem k součinové σ-algebře, přičemž

(ci ⊗ ei)(s, ω) = ci(s)ei(ω) = πi(I(s))(ω).
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